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1. Teorija i primjeri

U ovoj lekciji obradit ¢emo neke zadatke iz algebre koji nisu iskazani pomocu trigonometrijskih funkcija,
no odgovarajuce supstitucije olaksat ¢e rjeSavanje tih zadataka. Cilj je pokazati koje supstitucije mozemo
koristiti, te kako prepoznati zadatke u kojima je ta supstitucija potrebna.

Naravno, da bismo mogli iskoristiti trigonometrijske supstitucije, potrebno je imati odgovarajuce pred-
znanje. U ovoj lekciji na pocetku ¢éemo ponoviti neke osnovne identitete, no pretpostavlja se da Citatelj
barata i drugim identitetima i vjeStinama vezanim za trigonometrijske zadatke.

Za proizvoljne realne brojeve x i y vrijedi:

sinz 4+ cos’z =1 (osnovni trigonometrijski identitet),

sin x
tgx = za sve x takve da cosz # 0,
Cos T
CoS X )
ctgr = — za sve z takve da sinz # 0,
sin x

sin(z £ y) = sinzx cosy + sinycosz, cos(z +y) =coszcosy Fsinzsiny (adicijske formule),

tgx tgy ctgrctgy F1
tg(z £ y) = S e s e

= adicijske formule).
1Ftgztgy’ ctgy ctgw (adici D)

ctg(z £ y)

Koristedi prva tri identiteta svaku trigonometrijsku funkciju moZemo izraziti pomocu druge koristeci
sljedecu tablicu:

Funkcija | pomocu sinz | pomoéu cosx | pomocu tgx | pomocu ctgx
sinx = sin z ++v/1 —cos?z ‘gz L
:I:\/l—i-tg2 x :i:\/l—i—ctg2 T
cosz = | V1 —sin’z Cos T L ctgo
:I:\/l-l—tg2 z :i:\/l—l—ctg2 T
i :I:\/l—cosz T 1
S SN T
ter = +4/1-sin’z (e tgx ctgx
. :l:\/l —sin? x ORI 1
cter = /1ot s e ctg

Kao $to smo najavili, ovo su samo neki identiteti koje cemo koristiti. Pored ovih identiteta, bilo bi dobro
da Citatelj barata i drugim identitetima (formule za dvostruki kut, formule za poloviéni kut, formule


https://matematika.hr/
https://natjecanja.math.hr/priprema-za-natjecanja/materijali-za-pripremu/

pretvorbe iz umnoska u zbroj i obratno), da zna kako izgledaju grafovi trigonometrijskih funkcija, te da
zna rjeSavati osnovne trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe.

Pogledajmo neke uvodne primjere.
Primjer 1

Odredi sve realne brojeve z,y za koje vrijedi

yV1—x22—x/1—19>?
(1-2y°)V1—22 +2zy\/1 —y2 =

1

2

=1.

Rjesenje. lako se ovaj zadatak mozda moze rijesiti i bez trigonometrijske supstitucije, izrazi koji
uklju€uju korijen motiviraju nas da uvedemo supstitucije oblika x = cosa i y = cos 8. Smijemo ih
supstituirati na taj nacin jer su x i y po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednaki 1 (inace izrazi pod
korijenom ne bi bili dobro definirani). Kako bismo postigli sve vrijednosti iz intervala [—1, 1], dovoljno
je traziti da su «, 8 € [0, 7]. Nakon supstitucije dobivamo

3= cos fsina — cos asin B = sin(a — f),
1 = —cos(28) sina + sin(24) cos @ = sin (24 — ).

Druga jednakost je zadovoljena za 28—a = 5 +2km, za k € Z. Uzimajuéi u obzir da su a, 8 € [0, 7],
dobivamo 25 — a = 52 Slicno promatramo i prvu jednakost, odakle dobivamo dvije mogucnostl
a—f = % ilia— B = . RjeSavajuci ta dva sustava dobivamo samo jedno rjeSenje: a = 5” , B =

odakle dobivamo = = —% iy=—3. D

Promotrimo i jedan zadatak s hrvatskih natjecanja (Zupanijsko natjecanje iz matematike 1998., trei
razred).
Primjer 2
Koristeci se pogodnom supstitucijom odredi broj rjeSenja jednadzbe
8x(1 — 22%)(8z* — 8z + 1) = 1.
Rjesenje. Druga zagrada podsje¢a nas na formulu dvostrukog kuta. To nas motivira da uvedemo
supstituciju z = cost, t € [0,7]. Tada je 1 — 222 = — cos(2t). Medutim, negativna trea zagrada

upravo je dvostruka kvadrirana druga zagrada umanjena za jedan, pa éemo i za nju modi primijeniti
formulu dvostrukog kuta:

8z* — 827 + 1 = 2(1 — 22°)% — 1 = 2(— cos(2t)?) — 1 = cos(4t).
Zato se izraz s lijeve strane jednakosti iz zadatka moze zapisati kao
—8 cost cos(2t) cos(4t).

MnoZenjem sa sint (vidimo da slu¢aj t = 0, tj. z = £1 ne vodi rjeSenju) primjenjujemo tri formule
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dvostrukog kuta za sin i dobivamo
sin(8t) = —sint = sin(—t)

Za rjeSenja ove jednadzbe imamo dva slucaja:

» 8 = —t+ 2km, k € Z: odavde je t = %TW' a uzimajuéi u obzir domenu, dobivamo ¢ =
2n 4m 6r 8.
97971929

» 8 =m+t+ 2km, k € Z: odavde je t = w a uzimaju¢i u obzir domenu, dobivamo
3r 5w

= B
Dobivene vrijednosti za t daju sve razlicite vrijednosti za z, pa ova jednadzba ima 7 razliCitih rjeSenja
u intervalu [—1, 1]. Do ovog trenutka ne znamo ima li jednadzba jos realnih rjeSenja van tog intervala.
Medutim, jednadZba iz zadatka je polinomijalna jednadZba (razlika lijeve i desne strane je polinom
sedmog stupnja), pa ova jednadZba ima najvise sedam kompleksnih rjeSenja zbrajajuéi i njihove
kratnosti. Kako smo nasli sedam razli¢itih realnih rjesenja, to su ujedno i sva rjesenja. O

Navedimo sada neke identitete koji nisu dio standardnog srednjoskolskog kurikuluma, a motiviraju nas
u uvodenju trigonometrijskih supstitucija.

Neka su a, 3, realni brojevi takvi da je a + 8 + v = . Tada vrijedi

tga+tg S +tgy =tgatg ftg, (1)

ctgactg S+ ctg Betgy + ctgyctga =1, (2
a, B B, v Y, o

tg2tg2+tg2tg2+tg2tg2—1, (3)
o B gl a B 7

tg = + ctg = + ctg - = ctg - ctg = ctg — 4

Cg2+cg2+cg2 Cg2cg2cg2, (4)

2

cos® o + cos® B+ cos? y + 2 cosacos Bcosy = 1. (5)

Zadatak 1. Dokazi gornje identitete.

Uputa. Prvi identitet dokazi tako da izrazi$ jedan kut pomocu preostala dva. Sljedeéa tri mozes
dokazati analogno ili koristeéi odgovarajuée transformacije. Za posljednji ponovno izrazi jedan kut
pomocu preostala dva.

Rjesenje. lzrazavanjem kuta v preko ostalih, dobivamo

tga + tg B

tgy = —tg(r —7) = —tgla+B) = el

MnoZenjem cijele jednadzbe s nazivnikom slijedi:

tga+tgB = —tgy(l —tgatgp).

Nakon distributivnosti i prebacivanjem ¢lanova s desne na lijevu stranu jednakosti dobivamo identitet



(1):

tga+tg S +tgy =tgatgStgy.
Primjenom ctgz = tgiz dobivamo jednakost (2).

Identitet (4) dokazujemo uvodenjem transformacije kutova z = 5%, y = 5=, z = 2. Njihov

zbroj iznosi

3r—(a+p+v) 3wm—m .
2 2

pa i za te kutove vrijedi (1). Kako je tg (5 — ) = ctg %, direktno dobivamo (4). Nakon toga

primjenom ctgx = tgix u (4) jednakost (3).

Zadnji identitet dokazujemo sli¢no kao prvi: izrazimo kut v preko ostalih:

T+yt+z=

cosy = cos(m — (e + B)) = — cos(a + ) = —cosacos B + sin asin f,
odakle sredivanjem dobivamo
cosy 4 cos a cos f = sin asin .
Kvadriranjem obje strane jednadzbe slijedi:

cos®y + 2 cos a cos B cosy + cos® acos® B = (1 — cos® a)(1 — cos® B)
cos® y + 2 cos acos B cosy + cos® arcos® B = 1 — cos® a — cos® B + cos® acos® B

cos? o + cos? 8 + cos® v + 2 cos a cos Bcosy = 1,

Sto je i trebalo dokazati. O

Ukoliko u zadatku uocimo da dane tri varijable zadovoljavaju neki od gornjih identiteta, moZzemo pokusati
s odgovaraju¢om supstitucijom. Naravno, ta supstitucija nije ¢arobni stapi¢, nego moramo i dalje imati
dobro znanje rjesavanja trigonometrijskih zadataka. RijeSimo jedan primjer koji se pojavio na Drzavnom
natjecanju iz matematike 2004.

Primjer 3

Nizovi realnih brojeva (z,), (yn), (2,),n € N, definirani su formulama

. 2x, . 2yn . 2zp
Tnt1 = ﬁ, Yn+1 = y,%——l' Rn+1 = z,%——l'

a pocetni Clanovi su 1 = 2, y; =4 i z; takav da vrijedi z1y121 = 1 + y1 + 21.

a) Provjeri da su za svaki n € N zadovoljeni uvjeti: 22 # 1, y2 # 1, 22 # 1.
b) Postoji li k € N takav da je zy + yx + 2 = 07
Rjesenje. Uvjet koji trojke brojeva zadovoljavaju motivira nas da uvedemo supstituciju z; = tga,

Yy = tg B, z1 = tg~y. Tada je z1y121 = x1 + y1 + 21 ekvivalentno tgatg Stgy =tga +tg S+ tgy,
$to je identitet (1) za a+ S+ = .
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Formule za x,, 1, Yni1, 2ni1 MOZemo zapisati pomoéu formule za dvostruki kut, pa indukcijom doka-
zujemo da vrijedi z,, = (—1)" 1 tg(2"ta), y, = (=1)"1tg(2"1B), z, = (=1)" 1 tg(2"1v). Baza
indukcije je jasna, a u koraku dobivamo

(=1)"'tg(2""'a)
tg?(2"la) — 1

Tni1 = = (-1)"tg (2-2"'a) = (-1)""' tg(2"),

te analogno za ostale kutove.

Za n > 1 za zbroj argumenata tangensa vrijedi
(_l)n—l (2n—1a + 2n_1,8 + 2n—1,y> — (_l)n—12n—1ﬂ_,

te identitet (1) i dalje vrijedi, odnosno slijedi =, + y,, + 2, = ZpYn2, za sve n € N.

Sada moZemo podleti odgovarati na pitanja iz zadatka. Jedan nalin za rijesiti a) dio zadatka je
primijetiti da kada bi neki (bez smanjenja opéenitosti) z,, bio jednak +1, da bi tada z,,_; bio rjeSenje

jednadzbe
2xn—1

l=x,= = 12 —21,,—1=0.

2
wn_l - ]_

Ta jednadzba ima rjedenja z,_; = 1 £ +/2, $to su iracionalni brojevi. Medutim, svi &lanovi nizova
(Zn)ns (Yn)n, (2n)n su racionalni. To ofito vrijedi za prve ¢lanove niza (2,)n | (Yn)n, @ za niz (2,),
vrijedi z; = g. Za sve ostale ¢lanove nizova lako se indukcijom dokaZze da su svi ¢lanovi niza racionalni,
Sto dovrsava a) dio zadatka.

Za b) dio zadatka, pretpostavimo da je za neki n zadovoljeno z,, + y, + 2, = 0, i pretpostavimo
da je n najmanji takav. Ocito n > 1. Kako je zbroj tih ¢lanova niza za svaki n € N upravo jednak
umnosku ¢lanova tih niza, slijedi da je z,y,2, = 0. To znadi da je barem jedan ¢lan niza jednak nuli.
Medutim, iz formule za z,, 11, Yn11 i 2ny1 slijedi da ako je neki ¢lan niza jednak nuli, da je i prethodni
¢lan niza takoder jednak nuli, Sto znadi da vrijedi

Tpn-1Yn—12n—-1 = Tp—1 + Yn—-1 + 21 = 07

Sto dovodi do kontradikcije s pretpostavkom da je n najmanji takav. O]

Primjer 4

Nadi sve trojke realnih brojeva (z,y, z) takve da vrijedi

(o) =a(ur2)=s(o+1),

zy+yz+zzx =1

Rjesenje. Primijetimo da ako je (z,y, z) rjeSenje ovog sustava da isto vrijedi i za trojku s promi-
jenjenim predznacima: (—z, —y, —z). Takoder, primijetimo iz prve jednadzbe da su svi €lanovi istog
predznaka. Zato bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo prvo da su sve varijable z, y, z pozitivne.

Uvjet zy + yz + zz = 1 sugerira trigonometrijsku supstituciju kao u (3). Zato uvedimo supstituciju:



neka su a, 3 iz (0, ) takvi da je

o p
w=tg§, y:tgg.

Onda definiramo v := m — a — 3 te se uvjerimo da vrijedi

at. B

0% T a+p a+p 1—tg2tgs
() ()
2.2 2 tg g +tg 5
_l-=zy yztz2x  2(y+2)

r+y r+y r+y

Kakojey=m—a—f >m—2-7/2 =0, a tangens njegove polovi¢ne vrijednosti je jednak z > 0,
nuzno je v € (0, ), pa kutove «, 3,y mozemo promatrati kao kutove trokuta.

Pojedinacni izrazi iz prve jednadzbe transformiraju se na sljedeéi nadin:

1 o a  sin % cos % 1 2
T+ —=tg—- +ctg—- = + — = — = — .
T 2 2 cos % sin % sin % cos % sin «
Uvrstavanjem u prvu jednadzbu dobivamo:
6 8 10 sina  sin i
= = — = — ——2 = /B = Sin ’7 .
sina sinf siny 3 4 5

Prema poucku o sinusima, stranice ovog trokuta odnose se kao 3 : 4 : 5, pa je rije¢ o pravokutnom
trokutu s pravim kutom v = 7, pa je z = tg 7 = 1. Primijetimo posebno da su tada a i 8 manji od
v, pa time i x i y manji od z.

Tada je 5 (2 + £) = 10, pa « i y traZimo kao rjedenja jednadzbi

1 1
3<a:-|——>=10 i 4<y+—>=10.
z Y

RjeSavanje vodi na kvadratne jednadzbe. U svakoj dobivamo dva rjesenja za x i y, ali odbacujemo
ona za koja su z i y veca od z = 1, bududi da je tangens polovice pravog kuta veéi od tangensa

. . . _ 1 . _ 1
polovica preostalih kutova u pravokutnom trokutu. Zato je z = 3 i y = 5.

Ovime smo nasli rjeSenje sustava s pozitivnim varijablama. Koristedi raniju primjedbu (ako je (z,y, 2)
rjeenje, tada je i (—z, —y, —z) rjeSenje), zaklju¢ujemo da su konacna rjedenja:

v {(530) (550 :

Na pocetku primjera uveli smo supstituciju z = tg 5, y = tg g z = tg 3. Inale bismo u svim zadatcima
to trebali napraviti s oprezom. Naime, u identitetu (3) imamo tvrdnju u jednom smjeru: za vrijednosti
r=1tg5, y= tgg, z = tg (gdje su o, B, kutovi trokuta) vrijedi identitet zy + yz + 2z = 1.
Medutim, nama treba tvrdnja u drugom smjeru: ako za realne brojeve x,y, z vrijedi xy 4+ yz 4+ zx = 1,
tada postoje kutovi trokuta o, 3, takvi da je z = tg 5, y = tg g z = tg 3. Prilikom svake supstitucije
budi oprezan mozes li to napraviti. Jedan nadin je kao gore: definirali smo prvo a i 3, a zatim
preko njih, te smo za sve kutove komentirali da su pozitivni zbog svojstava i dodatnih pretpostavki na
x, v, z. Bez nekih dodatnih pretpostavki to Cesto nije moguée. Recimo, postoje realni brojevi x, y, z koji

6
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zadovoljavaju 2%+ y? + 22 +2zyz = 1, no za koje ne moZemo uvesti supstituciju £ = cosa, y = cos 3,
z = cos+y jer ti x,y,z nisu iz intervala [—1,1]; to moZemo napraviti tek ako dodatno znamo da su
x, Yy, z nenegativni. To sve sugerira da treba biti oprezan s trigonometrijskim supstitucijama.

1.1. Klasi¢ne trigonometrijske nejednakosti
RijeSimo sada malo drugadiji zadatak.

Primjer 5: Juzna Koreja, 1998.
Dokazi da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ koji zadovoljavaju a + b + ¢ = abc vrijedi
1 1 1 3

<

+ + <5,
Vi+a?2 1+ 1+ 2

Rjesenje. Opet inspirirani postojeim trigonometrijskim identitetima trazimo odgovarajucu supsti-
tuciju. Zbog uvjeta a + b+ ¢ = abc uzet cemo «, 3,7 € (0, 7) takve da je a = tga, b = tgp,
¢ = tg~y (u duhu (1)). Kutovi a, 8 i v kutovi su Siljastokutnog trokuta (jer su a, b, ¢ pozitivni). Za
izraze s lijeve strane nejednakosti vrijedi

1 1
Vita® J/1+tg?a

(te analogno za ostale ¢lanove). Zato je zadatak pokazati da za kutove $iljastokutnog trokuta vrijedi

= COS

cosa + cos B + cosy < 3"

Na prva dva ¢lana zbroja primijenimo formulu za pretvorbu iz zbroja u umnoZak, a za preostali ¢lan
primijenimo formulu za dvostruki kut:

cosa + cos B + cosy = 2cosa;ﬂcosa;ﬂ ~+ cos 7y
= 2sin%cosaT_B +1 — 25sin? %

Uvedimo supstituciju z := sinZ, ¢ := cos %52 (|¢| < 1). S desne strane primje¢ujemo kvadratnu
funkciju po x s parametrom ¢:
—2x% + 2zt + 1.

Kako joj je vodedi koeficijent negativan, maksimum se postize u vrhu parabole, za vrijednost z = %
Zbog toga taj maksimum iznosi

t\2 (t) t2 3
—2(= 2(2)t+1==—+1<2=.
<2>7L YA g T 2

Maksimum se postize za t = 1, odnosno o = 3, te za x = %, odnosno v = o Time je nejednakost
dokazana, a jednakost se postize kad su sve varijable «, 3, (odnosno a, b, ¢) medusobno jednake. [



Prosli primjer otvara novu klasu zadataka: trigonometrijska nejednakost poput cos a+cos f+cosy < %
koja se moZe smatrati klasi¢nim zadatkom (lai¢ki receno: ve¢ je nekome prije palo na pamet baviti se i
dokazati tu nejednakost) skrivena je dodatnom trigonometrijskom supstitucijom. Time se dobiva novi
zadatak koji mozda i ima direktno rjeSenje (pokusaj sam rijeSiti gornji zadatak bez trigonometrijske
supstitucije), no u ovoj skripti bavit éemo se trigonometrijskim pristupima.

Da bismo mogli sustavno pristupiti trigonometrijskim nejednakostima, prvo popisimo sto vise klasi¢nih
trigonometrijskih nejednakosti.

Primjer 6: Klasi¢ne trigonometrijske nejednakosti

Neka su a, 3, kutovi trokuta. Tada vrijedi

1 < cosa+cosf + cosy <

oowloo
w%
W

0 <sina+sinf+siny <

3vV3 <tga+tgf+tgy < 400, (za Siljastokutne trokute)

V3 < ctga+ ctg B+ ctgy < +o0,
B 3\/_

2<cosa—|—cos —l—cos
2 2

3
1<sin%—|—sin§+si <5

2

7

2
\/gétgg+tgé+tgz < 400,

2 2 2

Y

2

3v3 < <ctgy +ctg6 + ctg =

<
9 —+00.

Svi izrazi odozgo poprimaju svoje ekstremne vrijednosti kada su svi kutovi jednaki, ili kada je trokut
degeneriran (sve tri stranice medusobno paralelne).

Vecinu nejednakosti iz Primjera 6 mozemo dokazati sli¢no kao u Primjeru 5, no jednostavnije je iskoristiti
malo napredniju teoriju i dva jaka teorema.

Definicija 1
Funkcija f : [a,b] — R je konveksna ako za sve z,y € [a,b] i A € [0, 1] vrijedi
fOz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =N f(y).

Funkcija f : [a,b] — R je konkavna ako je —f konveksna, ili drugim rije¢ima, ako za sve z,y € [a, b]
i A €[0,1] vrijedi
FOT+ (1= Ny) = Af(@) + (1= N f(y).

Konveksnost i konkavnost su pojmovi koje si mozda Cuo na satima fizike i sugeriraju zakrivljenost. U
matematici, neprecizno receno, funkcija je konveksna ili konkavna na svojoj domeni ako je njezin graf na
jednak nadin ,,zakrivljen”. Jo§ manje precizno receno, funkcija je konveksna ako je njezin graf ,,zakrivljen
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prema gore”, a konkavna ako je njezin graf ,zakrivljen prema dolje". Kada bi sila teza djelovala prema
gore (suprotno logici, ali u smjeru y-osi), konkavna funkcija bi bila ona u koju se moze uliti kava.
Preciznije receno, dapace, ekvivalentno definiciji, funkcija je konveksna ako je njezin graf iznad svih
duzina koje spajaju dvije tocke na grafu, a konkavna ako je njezin graf ispod svih duzina koje spajaju
dvije tocke na grafu.

\ /

—

/

/

| /

(a) Konveksna funkcija (b) Konkavna funkcija
Slika 1: Prikaz konveksne i konkavne funkcije s oznacenim podrudjima.
U naSim primjerima funkcija f uvijek ¢e biti i neprekidna (lai¢ki re¢eno, graf funkcije je ,bez prekida").

U tom slucaju, konveksnost se moZe provjeriti samo u polovistu (A = 1/2): funkcija je konveksna ako i
samo ako za sve z,y € [a, b] vrijedi

f(w;ry> < f(w)-;f(y) (6)

Za one koji znaju ili Zele znati viSe, funkcija je konveksna ako je njezina druga derivacija nenegativna,
a konkavna ako je druga derivacija nepozitivna. Oni Citatelji koji poznaju derivacije mogu na taj nacin
provjeravati konveksnost i konkavnost funkcija koje se pojavljuju u ovoj skripti, no u ovoj skripti to ¢e
se raditi na prije opisane nacine.

Za konveksne i konkavne funkcije vrijede i sljedeci teoremi.

Teorem 2: Jensenova nejednakost

Neka je f : [a,b] — R konveksna funkcija. Tada za sve z,...,z, € [a,b] vrijedi

f<x1—|—...—|—xn> < flz)+ ...+ fzn)

n n

Ako je f konkavna funkcija, tada za sve z1,...,z, € [a,b] vrijedi

f<x1—|—...—|—xn> - flz)+ ...+ fzn)

= .
n n

Jednakost se postize ako su svi z; jednaki.




Teorem 3: Karamatina nejednakost

Neka su x1,...,Z, i Y1, ..., Y, takvi da niz z;-jeva majorizira niz y;-jeva, odnosno da vrijedi
T 2 T2 > . > Tn,
Y1 2Y2 2 ... 2 Yn,
1+ ...+xx >y +...+y zasvek=1,....,n—1,

Z1+...+Tp=Y1+...+ Yn.

Neka je f : [a,b] — R konveksna funkcija. Tada vrijedi

@)+ 4 f(@a) 2 f) + -+ fn)-

Ako je f konkavna funkcija, tada vrijedi

@)+ 4 f@a) < fy) + -+ fn)-

Karamatina nejednakost je generalizacija Jensenove nejednakosti, te je manje poznata, ali ¢e nam ovdje
pomoc¢i da dokazemo obje strane nejednakosti.

Rjesenje (Primjer 6). Sumu kosinusa rijeSili smo u Primjeru 5. Primijeti da iako su zbog pozitivnosti
a, b, c kutovi u tom primjeru bili Siljasti, na isti nain nejednakost se dokazuje i za tupokutne trokute.
Sve ostale rijesit ¢emo direktnom primjenom Karamatine nejednakosti. Bez smanjenja opcenitosti
neka je & > B > 7. Buduéi da niz (m,0,0) (odnosno (%,%,0) u slu€aju Siljastokutnih trokuta)
majorizira sve moguce trojke kutova (a, f,7), a takoder sve te trojke majoriziraju trojku (’T z ”),

373’3
¢im dokazemo da su funkcije
x

. . T
sinz, tgz, ctgx, sin 2 cos2

x x
) tg§7 ctg§

konveksne ili konkavne na (0, 7), direktno iz Karamatine nejednakosti slijede sve preostale tvrdnje. [

Napomena

Nepreciznost u dokazu kada evaluiramo funkcije tg x i ctg x u tockama u kojima nisu definirane mo-
Zemo zamijeniti tako da za proizvoljno mali realni broj m > 0 primjenjujemo Karamatinu nejednakost
s

za trojke (m — 2m, m, m) odnosno (5 —m, 5 —m,2m) koje majoriziraju svaku drugu za dovoljno
mali m.

Napomena

Za zbroj kosinusa takoder mozemo primijeniti Karamatinu nejednakost, ali samo za Siljastokutne
trokute, jer je funkcija cosz konkavna samo na [0, 7]. Zato u opcenitom slu€aju moramo traZiti
alternativni dokaz, kao $to smo to ucinili u Primjeru
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Trigonometrijske supstitucije

Zadatak 2. Koristeci (6), dokaZi da su sve funkcije

sinz: [0,7] > R, cosx: [0, g} - R,
tgx : [0,%>—>R, ctgz : (0,7 = R,
sing : [0, 7] = R, cosg : [0, 7] = R,

tgg [0, 7) = R, ctgg :{0,7] - R

konveksne ili konkavne, te na taj nacin dovrsi rjeSenje Primjera

Uputa. Dovoljno je dokazati konveksnost za prve Cetiri funkcije. Gledaj relaciju u polovistu (6). Za
funkcije sin i cos koristi formulu za pretvorbu iz zbroja u umnozak, a za tg i ctg definicije preko
omjera sinusa i kosinusa.

Rjesenje. Primijetimo da je dovoljno dokazati konveksnost/konkavnost za prve Cetiri funkcije: sin
na domeni [0, 7], cos na domeni [0, 3], tg na domeni [0,%) te ctg na domeni (0, 7]. Ostale Cetiri
konveksnosti/konkavnosti direktne su posljedice tih tvrdnji.

Za funkciju sinus, u duhu (6) potrebno je dokazati nejednakost sin (££2) > 222tsiny Kre¢emo od

2
desne strane i koristimo formulu pretvorbe iz zbroja u umnozak:

smx—;smy _ sin <x—;—y> cos <x ; y) .

Kosinus svakog kuta je broj maniji ili jednak 1, a zbroj sinusa s argumentima na [0, 7] je nenegativan,
pa je nejednakost dokazana.

Za funkciju kosinus, opet koristimo formulu pretvorbe iz zbroja u umnozak:

COS T + cos Yy r+y r—Yy
Y s (T on (5.

Isti argumenti (kosinus je manji ili jednak jedan, a zbroj kosinusa s argumentima u domeni [0, 7] je
nenegativan) dokazuju konveksnost kosinusa.

Za funkciju tangens, koristimo definiciju pomo¢u omjera sinusa i kosinusa, pa svodimo na zajednicki
nazivnik:

1
—(t t =
2(gx+ gv) 2 \cosz cosy 2cosTcosy

_ sin(z+y) _sin (Z£Y) cos (Z£Y)

2coszcosy COS T COS Y

1 (sinx siny) sin x cosy + cos z sin y

S druge strane, imamo

x—l—y) _ Sin(%ﬂ’)
(%) "

11



Zato, da bismo dokazali da je tangens konveksan na najavljenoj domeni, ekvivalentno je dokazati
nejednakost

COST COSY < cos? (:ET+y> .

Na lijevoj strani iskoristimo formulu za pretvorbu umnoska kosinusa u zbroj, a na desnoj formulu za

polovicni kut:
1 1
5 (cos(z — y) + cos(z + y)) < 5 (1+ cos(z +y))

Ponovno, kosinus svakog kuta manji je od 1, pa je nejednakost dokazana.

Postupak za dokazivanje konkavnosti kotangensa analogan je postupku od tangensa. |z raspisa

1 1 /cosz cos cos z sin y + sin x cos
S (ctgz +ctgy) = —( y) = Y v

2 2 \sinx siny 2sinz siny
_ sin(z+y) _ sin (%) cos (5¥)
~ 2sinzsiny sinz siny
i
ot (:E—l—y) __cos (%ﬂ)
SN2 (75

ekvivalentno je dokazati da je

sinzsiny < sin T .
Na lijevoj strani iskoristimo formulu za pretvorbu umnoska sinusa u zbroj, a na desnoj formulu za
polovi¢ni kut:

2 (cos(w — y) — cos(@ +4)) < 5 (1~ cos(z+)),

odakle opet slijedi tvrdnja. O

RijeSimo jo$ jedan zadatak sa starih hrvatskih natjecanja. Rije¢ je o zadatku koji se pojavio na Zupa-
nijskom natjecanju iz matematike 2006. godine.

Primjer 7
Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je ab + bc + ca = 1. Dokazi nejednakost

1+1+ 1 >\/§+ab+bc+ca
a+b b+c c+a a+b b+c cH+a

Rjesenje. Kao prvo, zapiSimo nejednakost u ekvivalentnom obliku prebacivanjem ¢lanova s desne
strane jednadzbe na lijevu:

l1—ab 1—bc 1-—ca
> V3.
a+b+b—|—c+c+a V3

Uvjet koji a, b, c zadovoljavaju prema (3) motivira supstituciju a = tg &, b = tg g c=tg37, gdje su
a, B,y kutovi trokuta (pozitivni, te im je suma jednaka 7). Pogledajmo sada &lanove na lijevoj strani
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(ekvivalentne) nejednakosti:

-1
l—ab 1—tg2tgl tg 2 +tg S
ab _ gz%f: g5 g% =@4<g+ﬁ>=mﬂg+é)=@1_
a+b tg S +tg5 1-tgStgh 2 2 2 2 2

Dakle, preostaje nam dokazati da za kutove trokuta «, 3, vrijedi nejednakost

a B v
tg — = 1> /3,
g5 +tgg +tgy V3

Sto je upravo donja ograda za zbroj tangensa polovina kutova iz Primjera 6. O
Nejednakosti koje ukljuCuju funkcije tangens i kotangens mogli smo rijesiti i algebarski, bez Jensenove i

Karamatine nejednakosti. To éemo dokazati u sklopu sljedeéeg primjera u kojem ¢emo dokazati i neke
druge klasi¢ne nejednakosti koje ukljucuju te dvije funkcije.

Primjer 8
Neka su a, 3, kutovi trokuta. Tada vrijedi

9<tg?a+tg®B+tg’y < +oo, (za Siljastokutne trokute)
1 <ctg?a+ctg? B+ ctngy < 400,
« 2 ﬁ
— 4+t
g T8
2 5

%-I—ctg + ctg? 5 <-|-oo

3V3<tga-tghB-tgy < 4oo, (za Siljastokutne trokute)

1<tg? +tg T < 4oo,

2
9< ctg2

—oo < ctga-ctg B - ctgy < 9
< V3
9’

0<tg— tg— tg

2 2 2
3v3 < ctg — ctgg ctgg < +o00.

Kao i u Primjeru 6, ekstremne vrijednosti se postizu kada su svi kutovi jednaki, odnosno kada je
trokut degeneriran.

Rjesenje (djelomicno). DokaZimo samo nejednakosti kod kojih se jednakosti postizu kada su svi
kutovi medusobno jednaki.

Za nejednakosti koje ukljucuju tangense kutova trokuta ili kotangense polovi¢nih kutova te ¢lanove
supstituiramo s pozitivnim realnim z, y, z koji prema (1) odnosno (4) zadovoljavaju z+y+ z = zyz.
Na taj uvjet prvo primjenjujemo A—G nejednakost:

Yz  Tr+y+z
3 3

Z Jryz = x+y+z=xyz23\/§.

Time smo dokazali nejednakost za sumu tangensa i sumu kotangensa polovi¢nih kutova iz Primjera 6,
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ali i za njihove umnoske iz ovog primjera. Opet iz A—G nejednakosti dalje slijedi
z2 +y? + 22
— > /x2y222 > 3,

odakle je 2 + 3% + 22 > 9, 8to dokazuje nejednakosti za sumu kvadrata tangensa i kotangensa
polovi¢nih kutova.

Za nejednakosti koje ukljuuju kotangense kutova trokuta ili tangense polovi¢nih kutova te ¢lanove
supstituiramo s realnim brojevima z, y, z koji prema (2) odnosno (3) zadovoljavaju zy+yz+zz = 1.
Koristeéi klasicnu nejednakost

PP+ > aytyztr <= (-9’ +@w—-2>2+(—-2)>>0
prvo dobivamo da vrijedi
(z4+y+2°’ =2+ +224+2@y+yz+20)>14+42=3 = z+y+2>3,

Sto dokazuje nejednakosti za sumu kotangensa i sumu tangensa polovi¢nih kutova iz Primjera 6. Za
sumu kvadrata imamo direktnije

P+ + 22 > ytyz+ 2z =1,

Sto dokazuje nejednakosti za sumu kvadrata kotangensa i tangensa polovi¢nih kutova iz ovog primjera.
Za umnozak dokazujemo na sljedeéi nacin: ako nisu svi z,y, z pozitivni, to je samo ako je neki od
kutova a, B, tup, ali tada je to¢no jedna od varijabli z, y, z negativna, pa je umnozak negativan i
trivijalno odozgo omeden s \/Tg Ako su pak svi z,y, z pozitivni, iz A-G nejednakosti slijedi

Sto dokazuje zadnje dvije preostale nejednakosti iz ovog primjera. O

Napomena

U gornjem rjeSenju dokazali smo samo po jednu ogradu u svakoj nejednakosti (onu koja se ostvaruje
za jednakostraniéne trokute). Dokaze za druge ograde u ovoj skripti preskaemo. | gornje i donje
ograde za nejednakosti za sumu kvadrata cijelih i polovi¢nih kutova iz proslog primjera mogli smo
dokazati i direktnom primjenom Karamatine nejednakosti. Razmisli sam kako bi proveo takve dokaze.

Zavrsimo glavni teorijski dio tako da iskazemo i dokaZzemo analogne nejednakosti za produkte sinusa i
kosinusa polovi¢nih i cijelih kutova, te njihove sume kvadrata.
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Zadatak 3. Neka su a, 3,~ kutovi trokuta. Tada vrijedi

9
0 < sin? & + sin? B + sin® y < "
3
1 gcos2a+cos2ﬂ+cos2'y<3
2 B

3
ngm 2+sm + sin? §<1
2

0 <sina-sinf-siny <

1
—1 < cosa-cosf-cosy < 3

2
[u—

O<sin%~sin§-sin§ < =

\.g
mg%

0 < cos @ - COS — -+ COS
2 2 2

Kao i u Primjeru 6, ekstremne vrijednosti se postizu kada su svi kutovi jednaki, odnosno kada je
trokut degeneriran.

Uputa. Dokazi opet samo ograde koje se ostvaruju za jednakostrani¢ne trokute. Sve umnoske mozes$
rijesiti s A—G nejednakosti (samo za umnozak kosinusa kutova trokuta treba komentirati $to ako je
trokut tupokutan). Drugu nejednakost rijesi pomocu (5), treu pomo¢u formule za poloviéni kut, a
onda preostale dvije nejednakosti slijede pomoéu osnovnog trigonometrijskog identiteta.

Rjesenje. Za sve umnoske funkcija primijenit éemo A—G nejednakost. Za to se trebamo samo uvijeriti
da su svi ¢lanovi nenegativni. Jedini ¢lanovi koji bi mogli biti negativni su neki od cos a, cos 3, cos 7.
No, ako je neki od tih faktora negativan, onda je tono jedan negativan (onaj za koji je odgovarajudi
kut tupi), pa je umnoZak negativan i olito manji od gornje ograde koju Zelimo dokazati. Dakle,
primjenom A-G nejednakosti i Primjera 6 dobivamo

sina+sinﬁ—|—sin7> (3\/_) %

sina - sin f - siny < <

3 2-3 8
3 3
cosa - cosf-cosy < (Cosa+co§,3+COS’)’> < <2_33) =

2

0 o 0 ,B o ¥ 3 3
sin3 +sin 5 + sin 3 3
sin%-sing-sin§<< 2 32 2) <<2—3> —

< (cos—-l—cos +cos7> (3\/_) 3v3
h 3 2.3 '

)

o
COS — - COS — * COS —
2 2 2

Time smo dokazali posljednje 4 nejednakosti. |1z dokazane nejednakosti za umnoZak kosinusa te (5)
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slijedi

w

cos’a + cos? B+ cos’y=1—2cosacosfBcosy>1—2-

..|;

dok iz osnovnog trigonometrijskog identiteta onda slijedi

3 9
sin® @ + sin? 8 + sin? y = (1 — cos® @) + (1 — cos® B) + (1 — cos®y) < 3 — 1= 1
oy : . . 94 1—cost o .
Formula za polovicni kut sinusa je sin® § = — Zato iz Primjera 6 dobivamo
1 1 3 3
sin? 5 —|—Sm2ﬂ+sm 2 5(3—cosa—cosﬁ—cos7) > 3 (3—5) =7

dok preostalu nejednakost za sumu kvadrata kosinusa dobivamo ponovno iz temeljnog trigonometrij-
skog identiteta.

O
Prilikom dokaza zadatka odozgo mogu (ali i ne moraju pomod¢i) i sljedece tvrdnje:
Neka su «, 3,~ pozitivni realni brojevi takvi da je o + 3 + v = 7. Tada vrijedi
sina+sinﬁ+sin’y=4cos%cos§cos% (7)
cosa+cosﬂ+cos’y=1+4sin%sin§sin%. (8)

Zadatak 4. Dokazi gornje identitete.
Uputa. Uputa sli¢na kao u prvom zadatku.

Rjesenje. Za prvi identitet, sumu prva dva sumanda prebacimo u umnozak, dok za zadnji sumand
primijenimo formulu dvostrukog kuta za +, te za taj kut koristimo vezu s a i 3.

sin + sin 8 + siny = 2sin (a;—ﬂ) cos (a;ﬁ) +2sin%cos%

= QCOS%I [cos <a ; ﬂ) + cos (aT-l_Bﬂ

P a —_ﬂ_ a B2
—20032 [20082008 5 —4cos2coszcos2.
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Za drugi identitet slicno:

cosoz+cosﬁ+cos7:2cos<a;5>cos( 25)—1—1 QSinZ%
°) S
—2sm—cos

—1+251n—cos<

2 2
—1+231nz[cos< B)—cos( +ﬁ>}
2 2
. .a.—ﬁ} Lo By
= = ||= — — | = — - = O
1+2s1n2{ 2sm2sm 5 1—|—43111231112s1n2

Za kraj pokazimo jo$ jednu nejednakost.
Primjer 9
Neka su x,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je zy 4+ yz + z& = 1. Dokazi da vrijedi

2z(1—z2)+2y(1—y2) 2z(1—z2)< T Yy L Z
(1+ z2)? (14 y2)2 (1—|—z2)2\1+x2 1492 1422

RjeSenje. Ponovno zbog (3) uvodimo supstituciju = = tg§, y = tg g z=tg3, gdiesua, Bivy
kutovi trokuta (posebno, zbroj im je 7). Kako je

sin 5

95 tg 5 cos & sin  cos § 1 .
= = = = —sina
2 2a sin? 2a in2 ¢ !
1+z 1+tg” 3 1422 cos? 5 +sin” 5 2
2
sin? 2
P ——
1—22 1-tg?2 1-Cod  cos?2 —sin?@
=] = 2 = 2 = COS
2 2a sin? & 2 o n2 e )
14+ 1+t 14+ 2 cos 5 +sin® 5
2

analognim raspisom za y, z primje€ujemo da je poCetna nejednakost ekvivalentna s

. . . 1. 1 . 1 .
smacosa+smﬂcosﬁ+sm'ycos'y<§sma—|—§smﬂ+§sm'y

<= sin2a +sin 2 + sin 2y < sina + sin 8 + sin 4.

Na desnoj strani iskoristit ¢emo identitet (7). | za lijevu stranu postoji jedan slican identitet, koji
¢emo ovim putem dokazati. Naime, uvedimo supstituciju & =7 — 2o, 8 =7 — 28, ¥ =7 — 2. Za
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nove kutove vrijedi identitet & 4+ 5 + 4 = m, pa onda za njih vrijedi i (7). Zato imamo

sin 20 + sin 2y + sin 28 = sin(7 — &) + sin(w — 7) + sin(7 — b)

=sin6z+sinB+sinf7

a B ¥
= 4 cos — COS — COS —

2 2 2
= 4 cos (g - a) oS (g — 5) oS (g —’y)
= 4 sin asin B sin 7.

Koristei izvedeni identitet i (7), ekvivalentno je dokazati nejednakost

4 sin asin Bsiny < 4cos%cos§cos%,

a to je pak ekvivalentno (nakon primjene formule dvostrukog kuta i prebacivanja na jednu stranu

nejednakosti)

0 < 4cos%cos§cos% (1—8sin%sin§sin%>,

Sto je odito istina buduéi da su svi faktori nenegativni (koristimo i tvrdnju za umnoZak polovi¢nih
sinusa iz Zadatka 3). Jednakost se postize kada je trokut s kutovima a;, 3, v jednakostrani¢an, odnosno

kadajez =y =2=%. O
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Zadaci za samostalnu vjezbu

1. Rijesi sustav jednadzbi u skupu realnih brojeva:

P?+yP=1 42°-3z=y.
2. Dana su Cetiri razli¢ita realna broja iz intervala (0, 1). DokaZi da medu njima postoje dva broja, =

i y, takva da vrijedi
1
O<z\/1—92—yvli—22< 3"

3. Odredi najmanju i najvecu vrijednost izraza

(z+y)(1 —zy)
(1+22)(1+y?)

za realne brojeve z,y € R.

4. RijeSi u skupu realnih brojeva sustav jednadzbi

3x — 3y — 3z —
r—Y a:2, Yy—z :y2, g—X — 2
y—3z

a:—3y: z—3z

5. Dani su pozitivni realni brojevi z,y, z takvi da je x + y + z = zyz. Dokazi da postoje pozitivni
realni brojevi a, b, c takvi da je
1 P+E-a 1 A4ad® -0 1 a4+
VitZ 2bc I+ 2ca T V1422 2ab '

Vrijedi li obrat: mozemo li za svaki izbor pozitivnih realnih brojeva a, b, ¢ pronaéi (pozitivne) realne
x,y, z koji zadovoljavaju sve Cetiri gornje jednakosti?

6. Neka su x,y, z realni brojevi takvi da je zy + yz + zz = 1. Neka je

$2 y2 22

=1—|—x2+1—|—y2+1+22'

a) Ako su z,y, z pozitivni brojevi, dokazi da je S < 1.

b) Dokazi da je S < 1 ako i samo ako su z,y, z istog predznaka.

7. Neka su a, b, c realni brojevi takvi da vrijedi abc 4+ a + ¢ = b. Pronadi najve¢u mogucu vrijednost
izraza 9 5 5

el Brllerl

8. Za realne brojeve z,y, z € (0, 1) koji zadovoljavaju zy + yz + zx = 1, dokazi da vrijedi

x 4 Y + z 23\/3.
1—22 1—9y2 1-22 2
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10.

11.

12.

Neka su z,y,z > 0 realni brojevi takvi da vrijedi 22 + y? + 22 + 2zyz = 1. DokaZi da vrijedi
nejednakost:

B~ w

Y+ yz + 22 <

Dokazi da za sve realne brojeve x;, o, . .., z, vrijedi nejednakost

xT T T
s+ 2 et < /1.

1+27  1+22+23  1+a?+ai+-- +a2

Za a,b,c € R, dokazi: (a® +1)(b? +1)(c>*+ 1) > (abc —a — b — ¢)%.

U ovoj skripti obradili smo mnoge nejednakosti koje su dane za tri realna broja s nekim uvjetom,
za koje smo (do trenutka prije Citanja ove skripte mozda i neoCekivano) uvodili trigonometrijske
supstitucije i na taj nacin dobili neku od klasi¢nih trigonometrijskih nejednakosti za kutove trokuta.
Pokusaj i sam smisliti jo$ nekoliko takvih zadataka, a onda i o , konvencionalnim” rjesenjima takvih
zadataka (bez trigonometrijskih supstitucija).
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Upute za zadatke za samostalnu vjezbu

1.

10.

11.

Raspisi formulu za kosinus trostrukog kuta i izrazi ga iskljuivo pomoéu kosinusa. Neka to bude
hint za supstituciju.

Supstitucija je sin ili cos. Uzmi najuzi interval u domeni te trigonometrijske funkcije.

Kako z,y mogu biti proizvoljni realni brojevi, supstituirajmo ih s onim koji nemaju uvjet na vri-
jednost. Dakle x = tga, y = tg 3 (ili s kotangensima).

Raspisi kako bi glasila formula za tangens trostrukog kuta. Drugacije zapisi jednadzbe iz sustava
da prepoznas tu formulu.

U jednom smjeru se sjeti kosinusova poucka. U drugom smjeru se sjeti nejednakosti trokuta.

Supstitucija kotangensima. Primijetiti da ne mogu biti dva negativna kotangensa, pa treba biti

Uvodenjem supstitucije za negativnu vrijednost jedne od varijable dobit ¢e$ jedan od identiteta
za koji znamo koju supstituciju primijeniti. Izraz kojem treba odrediti maksimalnu vrijednost nije
klasi¢an i simetrican kao ranije, ali mu pristupi slicno kao kad smo dokazivali maksimalnu vrijednost
za sumu kosinusa kutova trokuta.

Uvedi tangense polovina kutova trokuta. Je li trokut Siljastokutan?

Znamo koju ¢emo supstituciju uzeti zbog uvjeta na nepoznanice. Dobivena nejednakost nije neka
koju smo imali do sada, ali ju moZzemo ocijeniti nekom takvom.

Prvo pogledaj prvi sumand i smisli mu logi¢nu supstituciju (mozda i jedinu logi¢nu obzirom na
vrijednosti koje z; moZe poprimiti). Onda tu supstituciju uvrsti u drugi sumand i smisli logi¢nu
supstituciju da opet dobijes neki smisleni trigonometrijski izraz. Nastavi tako i za ostale sumande.

Desna strana hintira supstituciju (za ideju koju supstituciju odabrati, ponasaj se kao da je desna
strana jednaka nuli).
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RjeSenja zadataka za samostalnu vjezbu

1. Raspisujemo kosinus trostrukog kuta:

cos(3a) = cos(a + 2a)) = cos a cos(2a) — sin asin(2a)
= cosa(2cos’a — 1) — sin - 2sin o cos

=2cos’a — cosa — 2cosa(l — cos’ a) = 4cos® a — 3cos .

Prepoznajemo taj izraz na lijevoj strani druge jednadzbe. Uzimajuéi u obzir i prvu jednadzbu,
uvodimo supstituciju z = cosa, y = sina, a € [0,27). Druga jednadzba tada postaje

cos(3a) = sin(a) = cos (g - a> .

RjeSenja dobivamo iz dva slu¢aja: 3o = —a+2km, k € Z ili 3a = — (3 — o) + 2km, k € Z.
U prvom sluc¢aju dobivamo

k
3a=g—a+2k7r — 4a:g+2k7r — a=%+§, ke

Uz ogranicenje a € [0, 27), dobivamo Cetiri kuta:

we {7 0 0 18}
88787 8 )

U drugom slucaju dobivamo

3a=—<g—a)+2k7r — 2a=—g+2k7r — a=—%+k7r, k€.

Uz ogranicenje « € [0, 27), dobivamo dva kuta:
ac {3—7T 7_71'}
47 4 )"

Konaéna rjeSenja (z,y) = (cos a, sin @) &ini sljedeéih Sest uredenih parova:

(cosGoin ). (coo Fosin ) (oo o )
0088,51n8 , | cos 8,5111 g ) cos 8,sm g )

om0, 1) (2,2 (42_2)
8’ 8 /'’ 272 )\ 2’ 2 )°

2. Neka su zq,x9,z3,%4 ta Cetiri realna broja. Kako se nalaze u (0,1), postoje oy, s, s,y iz
(0,7/2) takvi da je z; =sinq; zai = 1,2,3,4.

Pretpostavimo suprotno, za svaki par brojeva z; < z; vrijedi uvjet iz zadatka. Taj izraz mozemo
pisati na sljedeéi nacin:

2 2_ . . _ .
zj\/1—zi — x;1/1 — 2§ = sina; cos a; — sin o; cos a; = sin(ay — o).
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Trigonometrijske supstitucije

Iz pretpostavke, za taj par indeksa vrijedi sin(a;; — a;) > 1/2, odnosno o — a; > %.

Zato podijelimo interval (0, 7) na tri intervala jednake duljine . Medu Cetiri kuta o, o, a3, oy

prema Dirichletovom principu postoje dva kuta «; i o; (bez smanjenja opéenitosti ; < ;) koji
se nalaze u istom podintervalu. Njihova je razlika zato manja od duljine tog intervala, odnosno
a; — a; < g, pa prema gornjem raCunu vrijedi

1
0 <zj\/1—a —z;\/1 -2} =sin(a; — ;) < 2

¢ime smo dobili kontradikciju.

Neka su o, 8 € (=%, %) takvi da je:
r=tga, y=tgp
Sada se izraz moze zapisati na sljede¢i nacin:

(@ +y)-zy) _ (5 +:85) (- 22 25)
(Ca)(+9?) (14 m2e) (14 5228)

cos? cos?

_ (sinacos 8 + sin 3 cos o) (cos a cos B — sin asin f3)
B (cos? a + sin? a) (cos? (3 + sin? )

= sin(a + B) cos(a + f) = % sin(2a + 20).

Bududi da sinus kuta moze biti iz intervala [—1, 1] zakljuéujemo da izraz iz zadatka moze poprimiti
sve vrijednosti iz intervala [—1/2,1/2]. Najveu vrijednost ostvaruje kada je primjerice o = 7, 8 =
0 (odnosno z = 1,y = 0), a najmanju kada je primjerice « = —Z, 3 = 0 (odnosno x = —1,y = 0).

Prvo ¢emo raspisati formulu za tangens trostrukog kuta:

tga+tg(2a)  t8at 122§aa _ 3tga—tgla

1 —tgatg(2a) 1—tgalitt§§‘a 1-3tg%a

tg(3a) = tg(a + 2a) =

Nakon toga ¢emo u svakoj jednadzbi izraziti na drugaciji nacin varijable. lzrazimo y preko z iz
prve jednadzbe:

3$—y:w2

T — 3y
3z —y=1x(z — 3y) = 2° — 32’y
(32 — 1)y =2 -3z

3z — 3
1—3x2
To motivira supstituciju: x = tgt za neki t € (—7, 7). Prva jednadzba tada daje y = tg(3t). Kada
na isti nacin transformiramo drugu i tre¢u jednadzbu, dobivamo z = tg(9¢), pa onda = = tg(27t).
Dakle, dobili smo jednad?bu tg¢ = tg(27t). Za t tada vrijedi ¢ + kr = 27t = t =%k €
Z,k # 0. Uzimajudi u obzir t € (=%, 7), dobivamo rjesenja:

ko g SET g Ok
2%’ y—g%, _g26’

y:

T =tg ke {+1,+2,...,+12}.
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Neka su z, y, z pozitivni realni takvi da je x+y+2 = zyz. Kao ve¢ ranije komentirano, tada postoje
kutovi Siljastokutnog trokuta o, B i 7y (a posebno, i neki takav trokut), takav da je z = tga,
y = tg B, z = tg~y. Neka su a, b i c duljine stranice tog trokuta. Prema kosinusovom poucku,
vrijedi
b’ + ¢ — a? 2+ a? — b? a® + b — ¢?
cosq=—————, cosff=———/— cosy= —oab

2bc
S druge strane, kako za sve kutove ¢ € (0, 7) vrijedi = cost, dokazali smo jedan smjer.

2ca
1

V 1+tg2t
Obrat ne vrijedi. Ako su a, b i ¢ proizvoljni prirodni brojevi, moguce je da ne postoje nikakvi
realni x,y,z (a kamo li pozitivni) koji bi zadovoljavali gornje jednakosti. Primjerice, ako su a,
b i c stranice tupokutnog trokuta (bez smanjenja opCenitosti o > 7), tada je kosinus tog kuta
negativan, pa ne postoji realan x takav da vrijedi

1 _b2—|—02—a2
Vita? 2bc

Drugi nadin za opravdati da takvi x,y, 2z ne moraju postojati je da svaki put kad takvi z,y, z
postoje, postoje i a, b, ¢ koji nuzno zadovoljavaju nejednakosti trokuta (zbroj svake dvije od duljina
nuzno je veéi od preostale). Zato u kontraprimjeru mozemo naéi neke a, b, ¢ koji ne zadovoljavaju
tu nejednakost. Recimo za a = 2, b = ¢ = 1, imali bismo

1 _b2+c2—a2_1+1—4
\/1+x2_ 2bc B 2

$to ocito opet ne moze biti zadovoljeno.

= —1,

Kao u hintu, koristimo supstituciju z = ctga, y = ctg 5, z = ctg~y (zbog (2)). Ako su «, 3,7
kutovi trokuta, tada z,y, z zadovoljavaju zy + yz + zx = 1. Medutim, u obratu treba biti pazljiv,
jer ne mozemo naci proizvoljne kutove trokuta a, 3,~ takve da je jednakost zy + yz + zx = 1
zadovoljene za njihove kotangense, jer u trokutu samo jedan od kutova moze biti tupi, pa onda i
samo jedna od varijabli x,y, 2 moze biti negativna.

Zato zadatku prvo pristupamo na sljedeéi nacin: bez smanjenja opcenitosti pretpostavljamo da je
najviSe jedna od varijabli z,y, z negativna. Kada bi dvije ili sve tri varijable bile negativne, prvo
radimo supstituciju (z,y,2) — (—z,—y, —z): tada dobivamo najviSe jednu negativnu varijablu,
uvjet xy + yz + zz = 1 i dalje je zadovoljen, a vrijednost S nepromijenjena.
Kako je
ctg?t
_G8 5T = cos’t
1+ ctg®t
slijedi da je S = cos? a + cos? 8 + cos? y. Nadalje, zbog (5), dalje moZzemo pisati

S —1=cos?a+cos®> B+ cos’y—1=2cosacosfScosy

= 2(ctg a ctg B ctgy)(sin asin B siny) = 2zyz(sin asin Ssin ).

Kako su sinusi unutarnjih kutova trokuta uvijek pozitivni brojevi, zaklju¢ujemo da je S < 1 ako i
samo ako su svi x,y, z pozitivni, $to je i trebalo dokazati.
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Trigonometrijske supstitucije

Uvodenjem supstitucije b’ = —b, zadani uvjet a — b+ c + abc = 0 prelazi u: a + b + ¢ = ab'c.
Ovaj identitet motivira trigonometrijsku supstituciju (u duhu (1): a = tga, ¥’ = tg B, c = tgv,
za neke kutove «, B3, kojima je zbroj jednak 7.

Htjeli bismo da su «, B i vy dodatno i kutovi trokuta, odnosno da su pozitivni. U punoj opéenitosti,
to ne mora biti tako: uvjet a + b’ + ¢ = ab’c mogu zadovoljiti tangensi nekih kutova kojima je
zbroj jednak 7, ali nisu nuzno kutovi trokuta, ali to se moze izbjei malo detaljnijom analizom.
Ako je medu brojevima a, b’ i ¢ dva ili tri negativna broja, onda ih moZemo zamijeniti njihovim
negativnim verzijama (—a, —b', —c). lzraz kojem treba naéi maksimum ne mijenja vrijednost, te i
dalje vrijedi da je umnozak varijabli jednak njegovom zbroju. S druge strane, sada postoje kutovi
trokuta «, 3,~ takvi da je tga = a, tg 8 = ¥/, tgy = c. Pokazimo to precizno. Kako su barem
dvije varijable pozitivne, neka su to bez smanjenja opCenitosti a i . Tada uzimamo «, 8 € (0, )
takvi da je tga = a, tg B =V, te tek onda v = m — a — 5. Za takav +y vrijedi identitet koji smo
htjeli, te je sigurno iz intervala (0, 7).

Kako za svaki t vrijedi = cos? t, izraz kojem treba odrediti maksimum sada postaje

1

1+tg2t
2cos? o — 2cos? B + 3cos? .

Zapisimo sto viSe izraz pomo¢u kuta 7. Za prva dva ¢lana imamo

2cos® o — 2cos? B = (1 + cos(2a)) — (1 + cos(2)) = cos(2a) — cos(2)
= —2sin(a + B) sin(a — B) = —2sinysin(a — B)

Uvodenjem supstitucije X := sin~y, ¢t = sin(a — f) (|t| < 1), koristeéi osnovni trigonometrijski
identitet izraz koji treba maksimizirati postaje

—2Xt+3(1 - X?) = -3X?>—2t- X +3,

Sto je kvadratna funkcija po X. Kako joj je vodeéi koeficijent negativan, maksimum postize u

tjemenu za X = —£ i iznosi

t2 2 2 10
—3—+2— = — < =
39+ 3+3 3+3 3

Ostavljamo za vjezbu da se uvjeri$ da se taj maksimum 1—:,? zaista i ostvaruje, za trojke

(b0 ¢ {(?ﬁ %) | (—g,-f, _g)} |

U duhu (3) uvodimo kutove trokuta «, 3 i v i supstituciju z = tg §, y = tg g c = tg 3. Kako su
varijable manje od 1, tako su i tangensi polovina kutova manji od 1, pa su kutovi trokuta manji
od 7. Dakle, trokut je Siljastokutan (kao u proslom rjeSenju mozemo se uvjeriti da su zaista svi
kutovi veéi od nule).

Kako za proizvoljni kut vrijedi
tg % 1
22— gt
1—tg?f 2%
nejednakost postaje

3
tgat+tgf+tgy > —-,
koja vrijedi za Siljastokutne trokute prema Primjeru
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10.

Bududéi da su z,y, z > 0, iz zadanog uvjeta direktno slijedi da su svi strogo manji od 1. Stoga mo-
Zemo uvesti supstituciju x = cos «, y = cos 3, z = cos~y, pri ¢emu su «, 3,y kutovi Siljastokutnog
trokuta. Pocetna nejednakost prelazi u

cos acos 3 + cos B cosy + cosycosa < 1

Lijevu stranu ocijenit éemo s (kvadriranom) ogradom na sumu kosinusa. Naime, iz klasi¢ne nejed-
nakosti za proizvoljne realne a, b, c

(a+b+c)?>3(ab+bc+ca) < (a—b’+(b—c)’+(c—a)® >0,

slijedi

1 2
(cos a4 cos B + cosy)? < 3 <§) = 4§1’

Wl

cos acos B + cos B cosy + cosycosa <

gdje smo iskoristili ogradu na zbroj kosinusa dokazanu u Primjeru

Kako je 1 proizvoljan realni broj, pokusat ¢emo sa supstitucijom z; = tg ¢, ¢1 € (=75, 7). Prvi
sumand tada postaje

sin ¢ .
T _ cos ¢1 _ sin ¢1 Cos ¢1 = cos ¢ sin ¢
2 sin2 ¢y 2 in? B 1 1
14 7 1+m cos? ¢1 + sin” ¢
Posebno, vrijedi
r \7 1
1422 = ( 2) =tg ¢y - (singycosgy)” = cos > ¢1.
1+ 7

Uvrstavanjem u drugi sumand, dobivamo

L2 L2
1+ 22 +122 cos2¢y + 2

U prvoj supstituciji umjesto cos™2 ¢; imali smo broj 1. Kako bismo se pribliZili toj supstituciji,
uvest éemo supstituciju T3 = tg ¢, - cos™! ¢,. Tada imamo

T2

——————— = COS @7 Sin ¢, COS Po.
1 +LL‘% +J7% ¢1 ¢2 ¢2

Indukcijom dokazujemo da uvrStavanjem supstitucije

_ tg O,
7 cos @1 ...CO8 g1

za k-ti sumand dobivamo
Ty
14234+

= COS ¢p1 COS ()3 - COS P,_1 Sin Py, COS Py.
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11.

Trigonometrijske supstitucije

tg Pk

COS ¢1... COS P |z

Nakon Sto pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k, u koraku imamo xy; =
pretpostavke slijedi

-1
thattoat=n ()

tg Pk _ 1
COS (1 ...COSPr_1 COS 1 COS Pg - COS Pr_1 Sin Py COS Py,
=cos 2 ¢y -+ cos”2 P,

pa je

t8 Pr41
1+ tg? dri1

= COS ()1 COS 3 + COS P COS P11 SIN D1 1-

Tk+1
2 2 2
1+$1+"'+$k+.’£k+1

= COS (b1 COS ¢3 + COS Py,

Preostalo je dokazati nejednakost
sin ¢ cos ¢; + sin ¢ cos Py cos ¢y + - - - + sin ¢y, COS Py, . . . cOS P1 < /7.

Mnogi kosinusi (ali i korijen na desnoj strani) sugeriraju koristenje K—A nejednakosti. Lijeva strana
je manja ili jednaka od

V1 (sin® ¢ cos® ¢y + sin® ¢y cos® ¢y cos® ¢y + - - - + sin® ¢y, cos® @y, . . . cos” ) .

Sada za svaki ¢lan sa sinusom iskoristimo temeljni trigonometrijski identitet, te uz koristenje
cos? ¢, < 1 u svakom k-tom sumandu moZemo teleskopirati. Sada je izraz iz zadatka manji ili
jednak od

vn (sin2 ¢1 cos? @1 + sin? ¢o cos? ¢ cos® ¢y + - - - + sin? ¢, cos? @, . . . cos® ¢1)
< V1 ((1—cos® ¢1) + (1 — cos® @) cos® ¢y + + - - + (1 — cos® @y,) cos” P . . . cos” 1)
< V/n((1 — cos® ¢1) + (cos® ¢y — cos® gy cos® ¢1) + . ...
+ (cos® g1 . .. cos® 1 — cos® @y, cos® P_1 . ... cos® ¢1))
= v/ (1 — cos® ¢, cos® Pp_1 ... cos” ¢1) < v/n.

Koristimo supstituciju a = tga, b = tgB, ¢ = tg~, pri emu su «,B,7 € (-5, 5). Medutim,

buduéi da nemamo uvjet da je abc = a + b+ c, za razliku od veéine ostalih zadataka iz ove skripte
ne pretpostavljamo da su to kutovi trokuta, odnosno da vrijedi da im je zbroj jednak 7.

1
cos2t’

Kako za svaki realni broj ¢ vrijedi da je 1+ tg?t = lijeva strana nejednakosti postaje

1
cos? a.cos? Bcos?y’

Na desnoj pristupamo kao u dokazu identiteta da je zbroj tangensa kutova trokuta jednak njihovom
umnosku. Zbog

tea+tgf  a+bd

1—tgatgS 1—ab’

tg(a+8) =
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imamo

abc—a—b—c=c(ab—1) — (a+b) =c(ab—1) +tg(a+ B)(ab—1)
= (ab—1)(c+ tg(a+B))
__ sinasin 8 — cosacos 3
N cos a.cos 3 '
siny cos(a + ) + cosysin(a + )
. cosy cos(a + )
_ cos(a+f) sin(a+B+7)
~ cosacosf3 cosycos(a + f)
_ sin(fa+B+7)
" cosacosBcosy

Dakle, preostalo je dokazati

1 N sin?(a+ B8 +7)
cos?(a) cos? Bcos?y ~ cos? acos? B cos?y’

$to je ofito istina jer je sin®?t < 1 za sve t, pa posebnoizat=a+ (B +1.
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