Prosti brojevi i kanonski zapis

Okvirna razina: HIMO /SS A var. Zupanijsko

1. Teorija i primjeri

Definicija 1

KaZemo da je prirodan broj prost ako ima to¢no 2 pozitivna djelitelja: 1 i samog sebe. Nadalje,
kazemo da je broj slozen ako ima vise od 2 pozitivna djelitelja. Broj 1 nije ni prost ni sloZen jer ima
samo jednog djelitelja - samog sebe.

Prosti brojevi su iznimno vazni u teoriji brojeva. Jedini paran prost broj je 2. Ova tvrdnja, iako naizgled
trivijalna, je Cesto korisna u zadacima. U nastavku iznosimo jo$ nekoliko bitnih rezultata o prostim
brojevima.

Primjer 1

Svi prosti brojevi p > 3 su oblika 4k 4 1 jer su brojevi 4k i 4k £ 2 parni. Posebno, broj p? je oblika
8k + 1 jer je (4k £1)2 =8(2k* £ k) + 1.

Svi prosti brojevi p > 5 su oblika 6k &+ 1 jer su brojevi 6k,6k + 2,6k & 4 parni, a brojevi 6k + 3
djeljivi s 3. Posebno, broj p? je oblika 3k + 1.

Propozicija 2: Euklidova lema

Neka je p prost broj i a,b € Z. Ako p | ab, tada p | a ili p | b.

Teorem 3: Osnovni teorem aritmetike

Neka je n > 1 prirodan broj. Tada postoje jedinstveni prosti brojevi p; < ... < pg i eksponenti
ai,...,a € N takvi da je
n=pl...pek.

Drugim rije¢ima, svaki prirodni broj ima jedinstveni rastav na proste faktore.

Dokaz. Jakom indukcijom ¢emo dokazati da svaki broj ima barem jedan rastav na proste faktore.
Ako je n prost, tvrdnja trivijalno vrijedi. Ako je n slozen, tada postoje brojevi nq,ny > 1 takvi da
je m = niny. Brojevi ni,n, imaju rastav na proste faktore po pretpostavci indukcije pa ga onda
ima i n.
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Jakom indukcijom éemo dokazati i da je rastav jedinstven. Ako je n prost, tvrdnja trivijalno vrijedi
zbog definicije prostih brojeva. Pretpostavimo da je n slozen i

n=p".. .p*=q". . . "

Po Euklidovoj lemi p; mora dijeliti neki od brojeva g; pa je p; = ¢; za neki . BI‘OJ - ima jedinstven
rastav po pretpostavci indukcije pa ga onda mora imati i n. O

Iz ovog teorema lako slijedi da je n kvadratno slobodan ako i samo su svi eksponenti «; jednaki 1
Takoder, n je potpuna m-ta potencija ako i samo ako su svi eksponenti djeljivi s m.

Definicija 4

KaZemo da su prirodni brojevi relativno prosti ako im je najveci zajednicki djelitelj jednak 1, odnosno
ako nisu istovremeno djeljivi s istim prostim brojem.

Propozicija 5: Euklidov algoritam

nzd(a,b) = nzd(a,b + ka) za svaki k € Z.
Dokaz. Ako d | a i d | b, tada vrijedi i d | b+ ka. Takoder, ako d | a i d | b+ ka, tada vrijedi i
d| (b+ ka) — k- a = b. Tvrdnja sada slijedi iz definicije najveéeg zajednickog djelitelja. O
Primjer 2: Medunarodna matematicka olimpijada 1959.

Razlomak %42 je do kraja skracen za svaki n € N. Naime, vrijedi

nzd(21n +4,14n + 3) = nzd(7n + 1,14n + 3) = nzd(7n + 1,1) = 1.

Propozicija 6

Za prirodne brojeve a, b vrijedi nzd(a, b) - nzv(a, b) = ab.

Dokaz. Neka sua =pi*...pp*ib= pfl .. .pg’“ (zbog jednostavnosti dopustamo da su neki ekspo-
nenti o, B; jednaki 0). Tada je

nzd( b) pmm(al,ﬂl) ) .pll?in(ak,ﬂk),
IlZV( b) pmax(alaﬂl) - pkmax(akﬁk),
ab = pal +/31 p:k"‘ﬁk

Naime, nzd(a, b) dijeli a i b pa mu eksponent uz svaki p; moze biti najvise «; i najvise ;. Analogno
zakljucujemo za nzv(a, b).

Tvrdnja zadatka slijedi jer je min(z,y) + max(z,y) = = + y za sve brojeve z,y. O



A Oprez

Sli¢na tvrdnja ne vrijedi za 3 ili viSe brojeva. Npr, neka je a = b = ¢ = 2. Tada je nzd(a,b,c) -
nzv(a,b,c) =2-2 =4 # 8 = abc.

Primjer 3

Ako su a, b relativno prosti prirodni brojevi Ciji je umnozak potpun kvadrat, dokazi da su i brojevi
a, b potpuni kvadrati.

Rjesenje. Neka su kao u prethodnom dokazu brojevi a = p* ...pp* i b=pj" ... pf’“ (zbog jednos-
tavnosti dopusStamo da su neki eksponenti «;, 8; jednaki 0). Tada vrijedi

Odavde vidimo da vrijedi 2 | ; 1 2 | §; za svaki ¢ pa su brojevi a, b potpuni kvadrati. O

Teorem 7: Euklid

Prostih brojeva ima beskonacno mnogo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka su ps, ..., px svi prosti brojevi. Promotrimo broj
N=p...pr+ 1
On ima rastav na proste faktore, ali nije djeljiv s nijednim brojem p; jer je
nzd(N,p;) =nzd(p: . ..,px + 1,p;) = nzd(1,p;) = 1.

Dakle, mora postojati jos prostih brojeva, kontradikcija. O]

Napomena 8

Bez obzira sto ima beskona¢no mnogo prostih brojeva, oni su rijetki u skupu N. Npr. za svaki n
postoji n uzastopnih sloZenih brojeva

(n+1)!+2,n+1D)+3,...,(n+ 1) +n+1.

Oni su ocito slozeni jer je prvi broj djeljiv s 2, drugi s 3, ..., a zadnji s n + 1.

S druge strane, postoji mnogo otvorenih problema o distribuciji prostih brojeva. Poznata Goldbachova
slutnja kaZe da postoji beskona¢no mnogo parova blizanaca prostih brojeva (tj. prostih brojeva koji
se razlikuju za 2).



1.1. RijeSeni primjeri
Primjer 4

Odredi sve proste brojeve p takve da su brojevi p + 2 i p + 4 takoder prosti.

Rjesenje. Bar jedan od brojeva p,p + 2,p + 4 je djeljiv s 3. Dakle, jedan od njih mora biti jednak
3. Sad se lako vidi da je jedino rjeSenje p = 3. m
Primjer 5

Dokazi da za svaki prost broj p > 5 vrijedi 24 | p? — 1.

Rjesenje. p je oblika 6k + 1 pa je
p> — 1= (6k=+1)*>—1=36k>+ 12k = 12k(3k — 1).

Broj k(3k —1) je uvijek paran jer je barem jedan od brojeva k, 3k + 1 paran. Stoga je p* — 1 djeljivo
s 24. ]

Primjer 6

Dokazi da ima beskonacno mnogo prostih brojeva oblika 4k + 3.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno i neka su py,...,px svi prosti brojevi oblika 4k + 3. Klju¢na
tvrdnja ovdje je da je produkt brojeva oblika 4k + 1 takoder tog oblika jer je

(4 +1)(4l+1) =4(4kl + k+1) + 1.

Promotrimo broj
N =4p,...px — 1.

On je oblika 4k 4+ 3 pa zbog gore navedenog ima barem jedan prost djelitelj tog oblika, ali nije
djeljiv s nijednim brojem p; jer je

nzd(N,p;) = nzd(4p: ..., pr — 1,p:) = nzd(1,p;) = 1.

Dakle, mora postojati jos prostih brojeva oblika 4k + 3, kontradikcija. O]

Primjer 7: Fermatovi prosti brojevi
Ako je broj 2% 4 1 prost, dokaZi da je kK = 0 ili je k potencija broja 2.
Rjesenje. Pretpostavimo da k nije potencija broja 2. Tada k£ moZemo napisati u obliku & = pa,
gdje je p > 3 prost. Sada je
¢ +1=(29P+1=(2041)(20PD — 20D 1 _92341),

Faktor 2% + 1 to je oéito veéi od 1, a drugi je veéi od 1 jer je 2% +1 > 2% + 1. Dakle, 2F + 1 se
moze rastaviti na produkt 2 faktora veca od 1 pa je slozen, kontradikcija. O]



Primjer 8: Mersenneovi prosti brojevi
Ako je broj 2% — 1 prost, dokaZi da je i k prost.
Rjesenje. Pretpostavimo da je k£ slozen. Tada k£ mozemo zapisati u obliku k& = ab, gdje su a,b > 1.

Sada je
ok —1=(29"—1=(20—1)(29"D 420D 1 19204 1).

Oba faktora su veéa od 1 pa je broj 2% — 1 sloZen, kontradikcija. m



Zadaci za samostalnu vjezbu

1. Odredi prirodni broj n takav da mu je suma dva najmanja djelitelja 6, a suma dva najveca djelitelja
1122.

2. DokaZi da svaki sloZen broj n ima prost faktor p < 1/n.
3. Odredi sve prirodne brojeve n takve da su brojevi 3n — 4,4n — 5,5n — 3 prosti.
4. Ako su brojevi p i p? + 2 prosti, dokaZi da je i p® + 4 prost.
5. Odredi sve proste brojeve p takve da je 21p + 1 potpun kvadrat.
6. Odredi sve prirodne brojeve n takve da su brojevi 2" — 1,2™ 4 1 prosti.
7. Odredi sve parove prostih brojeva (p, q) takve da je p* — 2¢> = 1.
8. Dokazi da 360 | p* — 5p? + 4 za sve proste brojeve p > 7.
9. Za koje proste brojeve je i 2P + p? prost broj?
10. Odredi sve proste brojeve p, q takve da je p+q = (p — q)3.
11. Odredi sve proste brojeve p za koje postoje m,n € N takvi da je p>"*! = 2™ 4 1.

12. Neka je n > 3 prirodan broj i neka su p, q prosti brojevi takvi da p | n!,q | n! — 1. Dokazi da je
p<gq.

13. Odredi sve proste brojeve p, q takve da je p® — ¢* = (p + ¢)2.
14. Odredi sve prirodne brojeve x,y za koje je :"—Jyrz prost broj.
15. Nadi sve proste brojeve p, q za koje je p?~! + ¢gP~! potpun kvadrat.

16. Iz skupa {1,2,3,...,2n} odabrano je n + 1 brojeva. DokaZi da medu njima postoje 2 koji su
relativno prosti.

17. Neka su f, = 2%" + 1. Dokazi da za m # n vrijedi nzd(fo,, f5,) = 1.

18. Odredi sve cijele brojeve x takve da je 222 — z — 36 kvadrat prostog broja.



19.

20.

21.

22.

Neka su a, b, c € N takvi da su brojevi ab, ac, bc potpuni kubovi. Dokazite da su i a, b, c potpuni
kubovi. Vrijedi li ista tvrdnja za kvadrate?

Odredi sve uredene trojke (z,y,p), gdje je p prost, a z i y prirodni brojevi za koje vrijedi

pz_1=y3

DokaZite da su elementi skupa S = {n!-i+1:4% € {1,...,n}} u parovima relativno prosti.

Neka su z,y € N takvi da vrijedi 222+ = 3y?+y. Dokazite dasu z —y, 2z +2y+1,3z+3y+1
potpuni kvadrati.



Upute za zadatke za samostalnu vjezbu

1. Odredi najmanji prosti djelitelj broja n.
2. n=abzaa,b>1.
3. mod 2.
4. mod 3.
5. Razlika kvadrata.
6. mod 2 i mod 3.
7. mod 8.
8. Faktoriziraj izraz.
9. mod 2 i mod 3.
10. mod 3.
11. Faktoriziraj izraz.
12. p|n! <= p< n
13. mod 3.
14. Dokazidap |z ilip|y.
15. mod 3.
16. Dokazi da su odabrana 2 uzastopna broja.
17. Primijetida f,, | fo41 — 2, fas2 — 2, . ..
18. Faktoriziraj izraz.
19. Pomnozi te brojeve.
20. Faktoriziraj izraz.
21. Euklidov algoritam.

22. Prikazi jednakost u obliku u kojem su s jedne strane trazeni izrazi, a s druge potpun kvadrat.



RjeSenja zadataka za samostalnu vjezbu

1. Neka je p najmanji prosti djelitelj broja n. Tada je 1 + p = 6 = p = 5. Takoder, suma dva

najveca djelitelja je n + % =n+§ = %" = 1122 iz Cega slijedi da je n = 935.

2. Postoje prirodni brojevi a,b > 1 takvi da je n = ab. Neka je bez smanjenja opéenitosti a < b.
Broj a je veéi od 1 pa postoji prost broj p | a. Sada je p < a i n = ab > a? iz &ega slijedi
n>p? = p</n

3. Brojevi 3n — 4 i 5n — 3 su razliCite parnosti pa je barem jedan od njih jednak 2. Sada lako vidimo
da mora biti n = 2 i da je to rjesenje zadatka.

4. Ako je p # 3, tada je p? oblika 3k + 1 pa 3 | p? + 2, kontradikcija. Dakle, mora biti p = 3 i u
tom sluéaju je p® + 4 = 31.

5. JednadZbu 21p + 1 = z? zapiimo u obliku 21p = (z — 1)(z + 1). Sada imamo 8 slu&ajeva.

e z—1=12+1=21p = z =2, nema rjesenja

e z—1=3,xz+1="7p = x =4, nema rjeSenja
e x—1=7241=3p = z=8,p=3

e x—1=21,z+1=p = x=22,p=23

e xz—1=p,x+1=21 —= z=20,p=19

e z—1=3p,z+1=7 = x =6, nema rjeSenja
e z—1=Tp,z+1=3 = x =2, nema rjeSenja

e z—1=21p,x+1=1 = z =0, nema rjedenja

Dakle, sva rjesenja su p = 3,19, 23.

6. Ako 2 | n, tada 3 | 2" — 1. Ako 2 { n, tada 3 | 2" + 1. Dakle, jedan od brojeva 2™ £ 1 je djeljiv s 3
pa, ako je prost, mora biti jednak 3. Stoga su jedini kandidati n = 1,2 i lako se vidi da je n = 2
jedino rjesenje.

7. Broj p mora biti neparan pa je p? oblika 8% + 1. Stoga 8 | 2¢? iz &ega slijedi g =2 i p = 3.

8. Vrijedi
pt = 5p* +4=(p* - 4)(p* - 1).
Znamo da je p? oblika 8k +1i3k+1pa8|p?—1i3|p®>—4,p*— 1. Takoder, p je vedi od 5
pa imamo 2 slucaja.
e p=5k+t1l = 5|p*—1
e p=5k+2 = 5|p>—4



10.

11.

12,

13.

U svakom slu&aju smo dokazali da je izraz (p®> — 4)(p? — 1) djeljiv s 8, 9 i 5 pa je djeljiv s
8-9-5=360.

. Ako je p > 5, tada je p® oblika 3k + 1, a 2P je oblika 3k + 2 pa 3 | 2P + p?, kontradikcija. Za

p=2je2”+p?>=8,azap=3je 2P +p?> = 17. Dakle, jedino rjeSenje je p = 3.

Ako nijedan od brojeva p, g nije jednak 3, onda je to¢no jedan od brojeva p & q djeljiv s 3 sto nije
moguce.

Ako je p = 3, tada je ¢ + 3 = (3 — ¢)® pa mora biti ¢ < 3. Lako vidimo da u ovom sluéaju nema
rjesenja.
Ako je ¢ = 3, tada je

p+3=(p—3)° < p*—9p*>+26p—30=0.

Gledajuc¢i male slucajeve primjecujemo da je p = 5 rjeSenje, stoga se ovaj polinom moze faktori-
zirati kao

(p—5)@* —4p+6)=0.
Nije tesko provjeriti da jednadZba p?> — 4p + 6 = 0 nema realnih rjeSenja pa je jedino rjeSenje
(p,q) = (5,3).

Vrijedi

P —=1=(p-1)@E" +p" 4+ .. +p+1).
Izraz p>" +...+1 je neparan i veéi od 1. Stoga ne moze biti potencija broja 2 pa ne postoji takav
.

Iz p | n! slijedi da je p < n. Kad bi bilo ¢ < p, tada bi vrijedilo g | n!. Medutim, znamo da je
(n!,n! — 1) =1 $to nam daje kontradikciju. Dakle, mora biti p < g.

Ako nijedan od brojeva p, q nije jednak 3, tada gledanjem po slucajevima nije teSko dobiti da je
to¢no jedan od brojeva p® — ¢° i p + q djeljiv s 3 $to nije moguce.

Ako je p = 3, tada je 27 — ¢° = (q + 3)?. Kako mora biti ¢° < 27, lako vidimo da u ovom slu&aju
nema rjesenja.

Ako je ¢ = 3, tada je
p®—243 = (p+3)? <= p* —p* —6p—252=0.

Gledajuéi male slucajeve primje¢ujemo da je p = 7 rjeSenje, stoga se ovaj polinom moze faktori-
zirati kao
(p—7)(»* + 6p + 36) = 0.

Nije teSko provjeriti da jednadZba p? + 6p + 36 = 0 nema realnih rjeSenja pa je jedino rjeSenje
( 7‘]) = (77 3)'
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14.

15.

16.

17.

Neka je zy? = p(z + y). Stoga je barem jedan od brojeva z,y djeljiv s p.
Ako je y = pb, tada jednadzba postaje

p*b’z = p(z + pb) = p| z.
Dakle, svakako je x djeljiv s p i mozemo pisati x = pa. Sada jednadzba postaje
pay’ = p(pa+y) = ay’ =pa+y = pa=y(ay—1).

Brojevi a, ay + 1 su relativno prosti pa mora vrijediti a | y, tj. y = ak pa je p = k(a?k —1). Kako
je p prost, jedan od faktora mora biti jednak 1.

Akojek=1,tadajea=yip=a®—1= (a—1)(a+1). Lako vidimo da mora bitia = 2,p = 3
i dobivamo rjesSenje x = 6,y = 2.

Ako je a’k — 1 =1, tada je a’k =2 pajea =1i k = 2. Stoga je p = 2 pa dobivamo rjeSenje
T=2,y=2.

Ako su p, q > 5, tada su brojevi p?~! i ¢°~! oblika 3k+1 pa je p?~1+¢P~! oblika 3k +2. Medutim,
nijedan potpun kvadrat ne moze biti tog oblika, kontradikcija.

Ako je ¢ = 2, lako vidimo da je p = 2 rjeSenje, a inaCe dobivamo jednadzbu
p+2¥ =2 <= p=(z— 2%)(33 + ZPT_l).

Kako je p prost, jedan od ovih brojeva mora biti jednak 1 pa je x — 0% =1iz+2% = p. 1z
1
ovoga mozemo zakljuditi da je p = 2% + 1. Dakle, p je Fermatov prosti broj. Sada dobivamo
1
kontradikciju mod 4 jer je p = 2% +1 oblika 4k + 1, a ’%1 mora biti potencija od 2.

Ako je ¢ = 3, lako vidimo da je p > 3 i dobivamo jednadzbu

p?+ 371 =22
Brojevi p? i 37! su oblika 4k + 1 pa 2 mora biti oblika 4k + 2, kontradikcija.
Dakle, jedino rjesenje je p = q¢ = 2.

Podijelimo brojeve u parove

{1,2},{3,4},...,{2n — 1,2n}.

Po Dirichletovom principu smo iz barem jednog para odabrali oba broja. Oni su uzastopni pa su
relativno prosti jer je nzd(n,n + 1) = nzd(n,1) = 1.

Neka je bez smanjenja opéenitosti m > n. Primijetimo da vrijedi
22" _1=(2"" —1)(2*" +1).
ZakljuCujemo da f, | foy1 — 210 fn — 2| fay1 —2 pa
fal fori =2 faga =2 | frn — 2.

Sada po Euklidovom algoritmu vrijedi nzd( f,,, f.) = nzd(2, f,,) = 1.

11



18.

19.

20.

21.

22.

Imamo jednadzbu
2z —z — 36 = (z +4)(2z — 9) = p*.

Sada imamo 6 slucajeva:
o z+4=1,2x —9 = p?: ovdje nema rjeSenja.
e z+4=p2x—9=pizr+4 =2z —9 dobivamo x =13 i p = 17.
e z+4=p?2x—9=1: dobivamoz =5ip=3.

e x+4=—1,2z — 9= —p% ovdje nema rjedenja.

e r+4=—p2r—9=—pizr+4=2r—9 dobivamo x = 13, medutim ovdje nema
rjesenja.

o z+4=—p?2x—9=—1: ovdje nema rjedenja.

Dakle, sva rjesenja su z = 5, 13.

Broj (abc)? = ab - ac - be je potpun kub jer je umnoZzak potpunih kubova. Stoga je (abc)? Sesta

potencija nekog prirodnog broja pa je abc potpun kub. Sadasuia = “b—l;c, b= c= % potpuni

kubovi jer su kvocijenti potpunih kubova.
Za kvadrate ovakva tvrdnja ne vrijedi. Protuprimjer je a = b= c = 2.
Zapisimo jednadzbu u obliku

=y’ +1=(y+1)(y° -y +1).

Primijetimo da vrijedi (y +1,9> —y+1) = (y+1,14+1+1) = (y + 1,3) | 3. Sada imamo 2
slucaja.

e 3|y+1. Tadaje p =3 i brojevi y + 1,y?> — y + 1 su oba potencije broja 3, s tim da je
barem jedan od njih jednak 3. Nije tesko dobiti da onda mora biti y =2 i x = 2.

e 3{y+ 1. Tada su brojevi y + 1,3%* — y + 1 oba potencije broja p i relativno prosti. Zato je
jedan od njih jednak 1. Nije tesko dobiti da onda mora bitiy =1,p = 2,2 = 1.

Dakle, sva rjeSenja su (z,y,p) = (1,1,2), (2,2, 3).
Neka su 1 < i < 7 < n. Vrijedi
(nl-i+Lnl-54+41) =M i+1Lnl-(j—19) =M i+1,7—1).
Kakoje 0 < j—i < n,vrijedij—i|n!paje(n!-i+1,j—14)=1.
Primijetimo da vrijedi
20 +z -2 —y=9’ = (z-y)2z+2y+1)=¢"

Nadalje, ako za neki prosti broj p vrijedi p | z—y, 2z+2y+1, tada nuZznoip |y pap | (z—y)+y =
x. Medutim, sada dobivamo kontradikciju jer bi moralo vrijediti p | z,y,22 +2y+1 = p |

12



2z +2y+1) — 2z — 2y =1. Dakle, (z —y,2x+2y+1)=18tozna¢idaxz —yi2x+2y+1
moraju biti potpuni kvadrati (jer im je produkt potpun kvadrat).

Pocetnu jednakost mozemo zapisati i u obliku
3P +r -3y —y=2" = (z2—-y)Bz+3y+1) =2

Analognim argumentom moZemo dokazati da je (x —y,3z+3y+ 1) =138tozna¢idaz — y i
3z + 3y + 1 moraju biti potpuni kvadrati.

Materijal priredio: doc. dr. sc. Petar Orli¢ Datum objave: 2. rujna 2026.

Materijali su utemeljeni na tradiciji natjecateljske matematike i tipiénim zadacima s natjecanja; urednici su ih odabrali i
oblikovali, ali ne nuZno i osmislili.

© Hrvatsko matemati¢ko drustvo, 2026.
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