Nizovi

Okvirna razina: JBMO / SS A var. drZavno

Lekciju priredio: lvan Novak, mag. math. Datum objave: 14. rujna 2026.

1. Uvod i notacija

Pojam niza intuitivno je jasan, ali zapisSimo za pocetak formalnu definiciju.
Definicija 1
Neka je A bilo koji skup. Niz elemenata iz A je bilo koja funkcija a : N — A.

Umjesto a(n) pisemo a, i kazemo da je to n-ti ¢lan niza. Nizove &esto zapisujemo kao (an)nen ili
a1, as, . ... Ponekad e nizovi biti indeksirani s Ny umjesto N, u kojem sluc¢aju imamo i nulti ¢lan niza,
ap.

Kao sto pise u definiciji, ako ne naglasimo drugacije, smatramo da su nizovi beskonacni, iako ponekad
govorimo o konac¢nim nizovima, u kojem slucaju su to samo k-torke. To da je niz beskonacan ne znadi
da poprima beskona¢no mnogo razli¢itih vrijednosti. Na primjer, ako stavimo a,, = (—1)", onda taj
beskonacan niz poprima dvije vrijednosti. U zadacima na natjecanjima najées¢e promatramo nizove
realnih brojeva ili nizove prirodnih/cijelih brojeva.

Jedno od najvaznijih svojstava niza je njegov rast. Pojam rasta niza takoder je intuitivan, ali definirajmo
ga formalno.

Definicija 2

Za niz realnih brojeva a, as, ... kazemo da je rastuci ako je a,1 > a, za svaki n > 1, te kazemo
da je padajuci ako je a,+1 < a, za svaki n > 1. Kazemo da je niz strogo rastuéi ako je a1 > a,
za svaki m > 1 i strogo padajuci ako je a, 1 < a, za svakin > 1.

Primjer 1
Postoji li niz prirodnih brojeva (a,,)nen takav da za svaki n > 1 vrijedi

Aq, = Qpt1 — Qp?

Rjesenje. Pretpostavimo da takav niz postoji. Slijedi da je a,+1 — a, > 0, odnosno niz je (strogo)
rastudi. Iz toga slijedi da je a, > n za svaki prirodan broj n. Medutim, iz uvjeta imamo a,, =
Upi1 — Gp < Any1, Pa je a, < n+ 1 (ovdje smo ponovno koristili strogu rastucost niza). Dakle,
nuzno je a, = n za svaki prirodan broj n. Medutim, taj niz ne zadovoljava uvjet zadatka jer je
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Ovdje smo koristili jako vaznu ideju: ako je (ay,), niz prirodnih brojeva i a,,11 > a,, ondaje an+1 > a,+1.
Ta diskretnost (razdvojenost prirodnih brojeva) nam omogucava da zaklju¢imo jafe nejednakosti iz
slabijih, Sto Cesto pomaze u rjeSenjima zadataka.

2. Aritmeticki nizovi

Definicija 3

Za niz ai,as, ... kazemo da je aritmeticki ako je svaki ¢lan niza (osim prvog) aritmeticka sredina
prethodnog i sljedeceg ¢lana, odnosno
_ n-1 + An+1

an—T zan > 2.

Primijetimo da je uvjet iz definicije ekvivalentan s a,,1 — a, = a, — a,_1, pa je razlika svaka dva
uzastopna Clana aritmetiCkog niza konstantna i jednaka nekom realnom broju d. Taj broj d zovemo
razlika aritmeti¢kog niza. Oznacimo s a broj a;. Indukcijom se moze dokazati da za svaki prirodan broj
n vrijedi

an=a+ (n—1)d.

Pomoc¢u Gaussove dosjetke mozemo lako izraCunati zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza.
Propozicija 4

Neka je aq, as, ... aritmetiCki niz s pocetnim ¢lanom a i razlikom d. Tada za svaki prirodan broj n
vrijedi
n(n —1)

a1+a2+...+an=na—|—Td.

Dokaz. Zak =1,...,n vrijedi ax + ant1-k = a+ (k—1)d+a+ (n—k)d = 2a+ (n — 1)d. U sumi
a1 +as + ...+ a, imamo n takvih parova. Ako zbrojimo svih n parova onda smo svaki ¢lan brojali
dvaput i dobivamo 2(a; + az + ... + a,) = 2na + n(n — 1)d, pa dijeljenjem s 2 slijedi tvrdnja. [

Primjer 2

Svaki ¢lan niza (a,)nen pozitivnih realnih brojeva, polevsi od drugog, jednak je aritmetickoj sredini
geometrijske i aritmeticke sredine dvaju njemu susjednih ¢lanova. Ako je a; = i asos = 505,
odredi a1010-

L
505

Rjesenje. Prema uvjetu zadatka za svaki n > 2 vrijedi

_ 4/@n—1Gn41 + a"_l—;w _ (\/an—l + \/an-H)
N 2 B 4
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Nizovi

Dakle,

Ap_1 + +/0Qp,
,_an:\/ 12\/ +1,

pa je niz (1/ay)nen aritmeticki niz. Oznadimo s d razliku tog niza. Iz uvjeta zadatka slijedi

1 504
505 — 1)d = +/@eos — v/a7 = V505 — = —d=
( ) 205 ! V505 /505 505

Stoga je 1010
v/ 1010 = \/a—l— (1010 - 1)d = \/ﬁ = 2\/5 5,
tj. aio10 = 4 - 505 = 2020. O
3. Geometrijski nizovi
Definicija 5
Za niz ay, ay, . . . kazemo da je geometrijski ako je svaki ¢lan niza (osim prvog) geometrijska sredina

prethodnog i sljedeceg ¢lana, odnosno

n = \/Cpn_10,11 zamn = 2.

Uvjet iz definicije ekvivalentan je s 2+ = o=-, pa je omjer svaka dva uzastopna ¢lana geometrijskog
n n—

niza konstantna i jednaka nekom realnom broju . Taj broj  zovemo omjer geometrijskog niza. Oznac¢imo

s a broj a;. Kao i za aritmeticke nizove, za geometrijske nizove imamo formulu za opéi ¢lan niza. Za

svaki prirodan broj n vrijedi

an=a-r"!

Propozicija 6
Neka je a1, as, ... nekonstantan geometrijski niz s pocetnim ¢lanom a i omjerom r. Tada za svaki
prirodan broj n vrijedi

r*—1

a+a+...+a,=a- .

r—1

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz identiteta 1 +r + ... + 7" = ==L, O

Primjer 3

Pet medusobno razlicitih realnih brojeva ay, as, as, a4, a5 uzastopni su ¢lanovi aritmetickog niza, a
njihov zbroj iznosi 50. Odredi te brojeve ako su brojevi a;, as i a5 uzastopni ¢lanovi geometrijskog
niza.




Rjesenje. Buduéi da su aq, as, a3, a4 i as uzastopni ¢lanovi aritmeti¢kog niza, postoji realan broj d
takavdajeas; =a1+d, a3 =a;+2d, ay = a, + 3d i a5 = a; + 4d.

Zbog 50 = a; + a + a3 + a4 + a5 = 5ay + 10d = 5(a; + 2d) dobivamo a; + 2d = 10.
Bududi da su a1, ay i a5 uzastopni ¢lanovi geometrijskog niza, dobivamo
a; *- as = (I%,
odnosno
aj (Cbl + 4d) = (a1 + d)2
Ako u ovu jednadZbu uvrstimo a; + 2d = 10 dobivamo (10 — 2d)(10 + 2d) = (10 — d)>.
RjeSavanjem gornje jednadzbe dobivamo da je d =0 ili d = 4.

Bududi da su ay,as,as, a4 i as razliciti realni brojevi, slu¢aj d = 0 otpada, pa zaklju¢ujemo da je
nuzno d = 4.

Uvrstavanjem dobivamo da su trazeni brojevi a; = 2, a; =6, a3 = 10, ay = 14 i a5 = 18. O

4. Matematicka indukcija

Kljucan alat za rad s nizovima je matematicka indukcija. To je i oekivano, posto su nizovi parametrizi-
rani prirodnim brojevima, pa ako Zelimo dokazati da neka tvrdnja vrijedi za svaki ¢lan niza, najprirodniji
nacin je koristiti matematicku indukciju. Mnogi naizgled teski zadaci postanu jednostavni ako se samo
sjetimo da matematicka indukcija postoji.

Primjer 4

Neka je (an)nen n|z pozitivnih realnih brojeva takav da je a; =1 i anJr1 + Qpy1 = a, zasven € N.
DokaZi da je a, > 1 ~zasven €N,

Rjesenje. Tvrdnju ¢éemo dokazati matematickom indukcijom. Baza n = 1 ocito vrijedi jer je a; = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n.

- _ 2 _ nt2
Akoje 0 < any1 < — n+1, tadaje a, = a; | + Gpp1 < (n+1)2 + n+1 (7?:1)2-

Takoder, vrijedi (77:12)2 <Lljerje(n+1)2=n(n+2)+1>n(n+2).

Dobili smo kontradikciju, pa mora vrijediti a,+1 > —=, ¢ime je korak indukcije dokazan. O

g
Primjer 5
Neka je (@ )nen niz realnih brojeva takav da je a; = v/2 i

1 .
Gni1 = an, + — zasvakin € N.
an



Nizovi

Dokazi da je a,, > v/2n za svaki prirodan broj n.

Rjesenje. Primijetimo da je
1
aiH :a,21+2+—2 > a2 + 2.

n

Matemati¢kom indukcijom slijedi da je a2 > a? + 2(n — 1) = 2n, $to je i trebalo dokazati.

O



Zadaci za samostalnu vjezbu

1. Odredi sve nenegativne realne brojeve x takve da su |z], {z} i z uzastopni €lanovi aritmetitkog
niza (ne nuzno u tom poretku).

2. Neka je (an)nen nekonstantan aritmetiCki niz realnih brojeva takav da postoji prirodni broj r za
koji je
Qry1 + Qry2 = Q1 + G2 + -+ - + A3p42.

Dokazi da niti jedan ¢lan tog niza nije jednak 0.

3. Koristedi niz (an)nen definirana su dva nova niza, (b,)nen i (¢ )nen tako da za svaki prirodan broj
n vrijedi
n
bn = Qn+1 — Zaia Cn = Ap+2 — Qp41-
i=1
Ako je niz (by,)nen aritmeticki, dokaZi da je (¢, )nen geometrijski niz.

4. Odredi sve uredene parove prirodnih brojeva (m,n) za koje vrijedi

n-2"+m=m-2" +n.

5. Niz (a,) zadan je rekurzivno: a; = 2, a, = 2(n + a,_1) za n > 2. DokaZi da je a, < 2"*? za sve
n € N.

6. Dani su aritmeticki niz (a,),en | geometrijski niz (b, ),en takvi da su im svi ¢lanovi pozitivni realni
brojevi i da vrijedi
a1 =by, ax=0by, i ayp=0bs.

Dokazi da se svaki ¢lan niza (b, ),en pojavljuje u nizu (a,)nen-

7. Neka su p; i q; cijeli brojevi takvi da jednadzba z2 + p;z + ¢; = 0 ima dva cjelobrojna rjesenja.
Za svaki n € N definiramo brojeve p,, 11 i ¢,+1 formulama

1

Dn+1 = Pn + 17 Qn+1 = qn + Epn-

DokaZi da postoji beskona&no mnogo prirodnih brojeva n za koje jednad?ba 2% + p,z + g, = 0
ima dva cjelobrojna rjesenja.

8. Neka je C realni broj, (a,) niz realnih brojeva i neka je, za svaki prirodni broj n,

_a1+a2+---—|—an
n .

M,

Ako za svaka tri medusobno razli¢ita prirodna broja ¢, j, k vrijedi
(@ — )M+ (5 — k)M; + (k — i) M; = C,

dokazi da je niz (a,) aritmeticki.



10.

11.

Nizovi

Neka je a = *°3/2026 i neka je (a,) niz takav da je a; = a i a,y1 = a® za n > 1. Postoji i
prirodni broj n takav da je a,, > 20267

Neka je ay,as, ..., as; aritmeticki niz takav da je
1 1 1
_|_ _|_...+—
\/a1+\/az \/(12+\/CL3 \/a40+\/a41

prirodni broj. Ako je a; = 1, a razlika niza prirodni broj, odredi razliku niza.

Dokazi da je r = 2 najvedi realni broj r koji zadovoljava sljedeci uvjet: Ako niz (a,)S2; prirodnih

brojeva zadovoljava
Op < Opy2 </ a% + rant1

za svaki prirodni broj n, tada postoji prirodni broj M takav da je a,.2 = a, za svakin > M.



Upute za zadatke za samostalnu vjezbu
1. Koji su mogudéi poretci ¢lanova niza?
2. Clan niza jednak je nuli ako je poletni &lan "djeljiv" razlikom.
3. Svaki ¢lan aritmetickog niza je aritmetiCka sredina prethodnika i sljedbenika.
4. Definiraj niz a, = 1. Sto moZe3 reéi o njegovom rastu?
5. Probaj pogoditi opéu formulu za ¢lan niza.
6. Zapisi Sto znadi da se b, pojavljuje u nizu (ay,),.
7. lzracunaj determinantu svake od kvadratnih jednadzbi.
8. Dokazi da je (M,)nen takoder aritmeticki.
9. Iskoristi matematicku indukciju.
10. Iskoristi formulu za aritmeticki niz.

11. Probaj dokazati da je niz omeden za r = 2, a za r > 2 smisli primjer.



Nizovi

RjeSenja zadataka za samostalnu vjezbu

1. Nekaje z =k+r, gdje je k = |z]| i r = {z}. |z uvjeta zadatka slijedi da brojevi k, 7 i k +r Cine
aritmeticki niz. Kako je = > 0, slijedi £ > 0.

Vidimodajek+r>kik+r>r, pajek+r najveci ¢lan niza.

Ako je k najmanji ¢lan niza, tada je £ < r < 1 pa je k = 0. Tada brojevi 0, 7 i r ine aritmeticki
niz pa je 7 = 0 i dobivamo rjeSenje z = 0.

Ako je r najmanji &lan niza, onda vrijedi k = 1(r + (k +7)). Slijedi da je r = £.
Kako je 7 < 1, mora vrijediti k£ < 2.

Za k = 0 dobivamo da je r = 0 i ponovno dobivamo z = 0.

Za k =1 dobivamo da je 7 = 1 i dobivamo rjedenje z = 3.

2. Oznadimo s a pocetni ¢lan i s d razliku aritmeti¢kog niza (a,)nen. Tada je a, = a+ (n — 1)d za
svaki n € N i uvjet
Qr+1+ Qry2 = a1+ a2 + -+ A3r42

mozemo zapisati kao
20+ 2r+1)d=0Br+2)a+d-1+2+...+3r+1),

odnosno
(B3r+2)(3r+1) p

2a + (2r+1)d = (3r +2)a + 5

Slijedi da je
-d.

- (4r+2—(3r+2)(3r+1)) de —9r —5
B 6r G

Pretpostavimo da je a,, = 0 za neki prirodan broj n. Tada je a + (n — 1)d = 0, odnosno
d- (‘9%_5 tn— 1) —0,

iz Cega slijedi da je === cijeli broj. Medutim, to je kontradikcija jer 6 ne dijeli —9r — 5 ni za koji
prirodan broj 7. Dakle niti jedan ¢lan niza nije jednak 0.

—9r 5

3. Kako je niz (b,)nen aritmeticki, svaki njegov ¢lan nakon prvog jednak je aritmetitkoj sredini
njegovog prethodnika i sljedbenika. Za sve n € N slijedi

bn + bn+2

bn+1 = 9

n+1 1 n+2
Ont2 — Z a; = Ony1 — Z a; + Qny3 — Z a;
i=1

=1
n+1 n n+2

20n 12— Qpi1 — Qg3 =2 QG — D @G — Y a;
=1 =1 =1



n+1 n n+2 n+l
(a/n+2 - an+1) - (an+3 - an+2) = <Z a; — Zai) - (Z a; — Z ai) .
i=1 i=1 i=1 i=1

KoriStenjem definicije niza (c,)nen te Cinjenice da se parovi suma u zagradama na desnoj strani
razlikuju za po jedan pribrojnik, dalje dobivamo

Cp — Cnt1 = Apy1 — Ap42 = —Cp

Cpnt+1 = 2Cn .

Kako gornja jednakost vrijedi za sve n € N, zakljuéujemo da je niz (c,)nen geometrijski s kvoci-
jentom 2.

Jednadzbu zapisimo u obliku
L L |
n om

. . - - _ 2"_1 - Vv - - - Vel
Definirajmo niz (ay)nen dan s a, = =~ i pokazimo da je ovaj niz strogo rastuci.

Bududi da vrijedi

. . = 2n+1 -1 am _ 1
n+1 n — n+ 1 n
_n@" —-1)— (n+1)(2" - 1)
B n(n+1)
—1)2"+1
_moDZEl
n(n+1)
zaklju¢ujemo da je svaki sljedeéi ¢lan niza veéi od prethodnog, pa je onda niz (a,),en zaista
rastudi.

Stoga, da bi vrijedila poCetna jednadZba, jedino je moguce da vrijedi m = n. OCito su svi parovi
(n,n) za n € N zaista rjeSenja poletne jednadzbe.

Prvih nekoliko ¢lanova niza su
a1 =2, a=2(24+2)=38, a3=2(3+8) =22, ay=2(4+22) =052,
Promotrimo razlike 22 — a,,:
2} —a, =8-2=6,
2t —a; =16—-8=38,
2° — a3 =32 —22 =10,
2° —ay =64 —52=12.

Nasluéujemo da vrijedi a,, = 22 —2(n +2), $to éemo dokazati metodom matematicke indukcije.
Bazu indukcije smo veé provjerili.

Pretpostavimo da je a,, = 2"*2 — 2(n + 2) za neki n € N,

Koristeci zadanu rekurziju dobivamo

ant1 =2((n+1)+a,) =2(n+1+2"?-2(n+2)) =2-2"?-2(n+3) =2""* - 2(n+3).

Ovim je proveden korak indukcije, pa zakljuujemo da za sve n € N vrijedi

ay, = 2n+2 _ (n + 2) < 2n+2.

10



Nizovi

6. Kako je (an)nen aritmeticki niz, postoje brojevi a, d takvi da je a,, = a + (n — 1)d. Takoder, kako
je (by)nen geometrijski niz, postoje brojevi b, q takvi da je b, = bg" L. Iz a; = b; zakljuéujemo
a=>b.

Kako su by, by i bs uzastopni Elanovi geometrijskog niza, vrijedi bibs = b2. Koristenjem uvjeta
zadatka dobivamo

a(a+9d) = (a+ d)?
a® + 9ad = a® + 2ad + d
d(7a —d) =0.
Ako je d = 0, tada je niz (a,)nen konstantan. U tom sludaju bismo imali
b=0bi=a1 =ay =by =g,

odakle je b =0 ili ¢ = 1. U prvom sluéaju ¢lanovi niza ne bi bili pozitivni, a u drugom slucaju je i
(bn)nen konstantan i jednak ¢lanovima niza (a,).en, pa je tvrdnja zadatka zadovoljena.

Inace imamo d = 7a, pa za svaki n € N vrijedi
a,=a+(n—1)d=a+7n-1)a.
Iz uvjeta a; = by i koriStenjem a = b slijedi 8a = agq.

Ako je a = 0, ¢lanovi niza (a,)nen ne bi bili pozitivni. Zaklju¢ujemo da je nuzno g = 8, odnosno
&lanovi niza (b, )nen danisus b, =a-8"1, neN.

Brojevi oblika 8! za sve n € N daju ostatak 1 pri dijeljenju sa 7. Dakle, za svaki n € N postoji
k € Ny takav da je 8"~! = 7k + 1. Posebno, to znati da je

bp=a-8""'=a(Tk+1) = a1,

¢ime smo dokazali da se zaista svaki element niza (b, ),en pojavljuje u nizu (a,)nen-

7. Zasvaki n € N, neka je D,, diskriminanta kvadratne jednadzbe z2 + p,z + g, = O:
Dn = pi - 4qn-
Iz zadanog uvjeta zakljuCujemo da je D; kvadrat nekog cijelog broja.

Nadalje imamo:

1
D1 = Popr = 4gni1 = (pa +1)° — 4 (qn * 5%) =Py —4ga+1=Dn+1.

Pretpostavimo da za neki prirodni broj n jednadzba z2?+p,z+q, = 0 ima dva cjelobrojna rjesenja.
Tada je D,, = k? za neki cijeli broj k, te imamo:

Dpiory1 =Dp+2k+1=k+2k+1=(k+1)>~
Osim toga, kako su 2(—p, + v/D,) i 2(—p, — v/Dy) cijeli brojevi, zakljuujemo da su p, i D,
iste parnosti. No, tada je i
Prni2k+1 =P +2k+1=p,+1=D,+1=D, +2k+1= Dpyop+1 (mod 2)
pa i jednadZba 22 + pri9k11T + Gnior+1 = O takoder ima dva cjelobrojna rjedenja.

Time smo dokazali da postoji beskonaéno mnogo prirodnih brojeva n za koje jednad?ba 2% +p,z +
¢» = 0 ima dva cjelobrojna rjesenja.

11



8. Uvrstavanjem (4,5, k) = (1,2,3) i (4,7,k) = (2,1, 3) dobivamo da je
—M3—M1+2M2:C:M3—2M2+M1,
tj. C = —C, odnosno C' = 0. Uvrstimo sada (¢, j,k) = (n,n+ 1,n + 2) pa je

Mn + Mn+2

Mn+1 = 2 3

za svaki prirodni broj n, $to znadi da je niz (M,,) aritmeticki. Dakle, postoje realni brojevi m i d
takvi da je
M, = m+ nd,

za svaki prirodni broj n. Tada je
an =nM, — (n—1)M,_y =m+ (n* — (n—1)*) d = (m — d) + n(2d),
tj. niz (a,) je takoder aritmeticki.
9. Takav prirodan broj ne postoji.
Dokazimo matematickom indukcijom da za svaki prirodan broj n vrijedi a,, < 2026.

Baza indukcije. Za n = 1, vrijedi a = *°3/2026 < 2026.

Korak indukcije. Pretpostavimo da za neki prirodan broj n vrijedi a,, < 2026. Tada je

Any1 = a®" < a®%?% = 2026.
Po principu matematicke indukcije slijedi da je a,, < 2026 za svaki prirodan broj n.

10. Neka je d € N razlika danog niza. Primijetimo da je

1 _ Ve — Va1
VO + /Grt1 Ap41 — Qg d

(V Qp1 — \/a’_k)a

pa je
R S !
Vai++/ax  (Jaz + /a3 Va4 + /a4
1
= = (V@2 ~ @1 + a5~ /a + -+ — Vaw)

1
= 5 (Vaw - van).
Znamo da je a; = 1 i ay; = 1 + 40d, stoga moramo odrediti sve prirodne brojeve d takve da je

izraz
v/40d+1 -1
d

prirodni broj.

Najprije, 40d + 1 je prirodni broj pa je +/40d + 1 prirodni broj ako i samo ako postoji prirodni broj
k takav da je 40d + 1 = k2.

12



11.

Nizovi

v . 2_1 .
Toznatidajed=%5-1in=

k-1 __ 40

k2-1 7 k41"
40

Konaéno, zakljuéujemo k& + 1|40 40 | k* — 1.
Iz prvog uvijeta slijedi da je k € {1,3,4,7,9,19,39}, a zatim iz drugog k € {9, 19, 39}.

Konacno, sva rjeSenjasud=2,d=9id = 38.

Neka je prvo r = 2. Treba dokazati da ¢e niz postati konstantan. Pretpostavimo suprotno, tada
ima beskonacno indeksa n za koje je a,+2 > a,. Primijetimo da ako je a, = a,4+1, onda je
an < Gpi2 < £/a2 4+ 2a, < a,+1, pa je ant2 = a,. Induktivno slijedi da su svi ¢lanovi niza tada
jednaki. Pretpostavimo da za svaki n vrijedi a,, # ap1.

Ako je niz ogranicen, odnosno ako postoji ¢ takav da je a,, < c za svaki prirodan broj n, onda je
Gn12 = a, za sve n dovoljno velike. Dakle, niz je neogranicen.

Neka je n indeks takav da je a2 > any1 i @pto > a,. 1z uvjeta zadatka slijedi

(ant2 = an)(Ani2 + an) < 20n41.
Ako je ap12 > a,+2,0nda je apio+a, < Apaq i Apio < any1, kontradikcija. Dakle, a,, = a,,12—1i
vrijedi 2a,412 — 1 < 2a,41, iz Cega slijedi a, 11 > a2, kontradikcija.

Zar >2,uzmimoniz K, K, K+1,K+1,K+2 K+2...za K takav da je (r—2)K > 1. Tada
vrijedi prva strana uvjeta svakako, a za drugu stranu imamo K + 1 < vV K? + rK, Sto vrijedi jer
jerK > 2K + 1.

Slijedi da je » = 2 najvedi broj za koji je uvjet zadovoljen.
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