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Zadaci i rjeSenja

Zadatak K-3.1. [10 bodova]

Sest pasa ima veéu masu od deset macaka. Sto ima veéu masu: dva psa ili tri macke?

Rjesenje.

Buduéi da Sest pasa ima veéu masu od deset macaka, Sest pasa sigurno ima veé¢u masu od devet

macaka. Tada i tri puta manje pasa ima veéu masu od tri puta manje macaka, tj. dva psa imaju vecu
masu od tri macke.

Zadatak K-3.2. [15 bodova)

Dan je pravokutnik ABCD ¢&iji je opseg 64 cm. Na stranici AB istaknuta je tocka M takva da je
duljina |[AM| za 8 cm manja od duljine |[BC|, a duljina |M B| je éetiri puta veéa od duljine |AM]|.

Izracunaj povrSinu pravokutnika ABCD.

Rjesenje.

x+8

Oznacimo |[AM| = z. Tada je |M B| = 4z, §to znadi da je |AB| = 5z. Takoder je |BC| =z + 8.

Buduéi da je opseg pravokutnika jednak 64 cm, redom vrijedi:

2|AB| +2|BC| = 64
2.5z 4 2(z+8) =64
10z 4+ 2z 4+ 16 = 64
122 =48

z=4cm

S obzirom na to da je |AB| = 5z, vrijedi |AB| = 5-4 cm = 20 cm, a |BC| = z + 8, imamo |BC| =
4 cm+ 8 cm = 12 cm.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Povrsina pravokutnika ABCD je jednaka |AB|-|BC| = 20 cm - 12 cm = 240 cm?.

Zadatak K-3.3. [20 bodova]

Zgrade u gradskim ulicama oznacene su brojevima. Od pocetka ulice zgrade s lijeve strane oznacavaju
se neparnim brojevima 1, 3, 5, ..., a s desne strane parnim brojevima 2, 4, 6, . ...

U zapisu svih brojeva s lijeve strane jedne ulice nalazi se 26 znamenki 3 i 24 znamenke 5. U zapisu
svih brojeva s desne strane iste ulice nalazi se 26 znamenki 2 i 9 znamenki 5. Koliko je ukupno zgrada
u toj ulici?

Rjesenje.
Promatrajmo najprije desnu stranu ulice na kojoj su zgrade oznacene parnim brojevima. Buduéi da
se znamenka 5 pojavljuje samo 9 puta, prvo ¢emo provjeriti koji je zadnji broj na desnoj strani koji

sadrzi znamenku 5. Kako je 5 neparna znamenka, za oznacavanje parnih brojeva trebat ¢e nam samo
kao znamenka desetica. Dvoznamenkastih parnih brojeva koji sadrze znamenku 5 ima pet, a to su:

50, 52, 54, 56, 58.

Vidimo da se u takvima znamenka 5 pojavljuje toéno pet puta pa su nam ostale éetiri znamenke 5
koje su koristene u zapisivanju troznamenkastih brojeva. Ponovno ju pronalazimo samo kao znamenku
desetica i najmanja Cetiri broja koja ju sadrze su

150, 152,154, 156.

Zakljucujemo da ulica ima barem 156 zgrada. Preostaje nam provjeriti ima li ih 156 ili 157. Ako bi ulica
imala i zgradu oznacenu brojem 158, tada bi se na desnoj strani pojavilo 10 znamenki 5. Primijetimo
da iz informacije o broju znamenki 2 ne mozemo zakljuciti niSta o tome je li broj zgrada 156 ili 157.

Promotrimo sada brojeve na lijevoj strani ulice, oznacene neparnim brojevima, te ponovno prebrojimo
znamenke 5. Kako je 5 neparna znamenka, na lijevoj strani potrebna nam je barem za oznacCavanje
svih brojeva koji na mjestu jedinica imaju znamenku 5. Takvih brojeva manjih od 100 ima ukupno 10:

5,15,25,...,95.

Osim toga, potrebna nam je za oznacavanje neparnih brojeva koji na mjestu desetice imaju znamenku
5:
51,53,55,57, 59.

Za takve brojeve manje od 100 iskoriSteno je joS pet znamenaka 5 (znamenku jedinica u broju 55
veé smo brojali u prvom dijelu). Sveukupno zato imamo 10 + 5 = 15 znamenaka 5 na lijevoj strani
ceste koje su se iskoristile za oznacavanje jednoznamenkastih i dvoznamenkastih brojeva. Dakle, jos
24 —15 = 9 ih je u zapisu troznamenkastih neparnih brojeva. Ponovno promatramo znamenke jedinica.
Za, troznamenkaste brojeve manje od 150 znamenka 5 se na mjestu jedinica pojavljuje u sljedeéih pet
brojeva:

105, 115,125,135, 145.

Ostalo nam je jo§ 9 — 5 = 4 znamenaka 5. Preostaje nam zapisati dalje neparne brojeve koji imaju
ukupno Cetiri znamenke 5, a to su
151,153, 155.

Sada mozemo zakljuciti da ulica ima barem 155 zgrada. Ako bi imala 157 zgrada, na lijevoj strani ulice
znamenka 5 bi se u zapisu pojavila 25 puta. Dakle, ulica ne moze imati 157 zgrada pa zaklju¢ujemo
da je u toj ulici ukupno 156 zgrada.

Zadatak K-3.4. [25 bodova]

Za koje ¢e vrijeme tri radnika zavrsiti neki posao radeéi zajedno ako bi ga prvi zavrsio sam za 4 sata,
drugi za 5 sati, a tredi za 20 sati?



Prvo rjesenje.

Treéem radniku treba 5 puta viSe nego prvom radniku da bi zavrSio posao, odnosno sporiji je 5 puta,
pa zakljucujemo da u nekom vremenu prvi radnik napravi 5 puta vise posla od treéeg radnika. Sli¢no,
drugi radnik u tom istom vremenu napravi 4 puta viSe posla od treéeg radnika. Ako bi svi radili 20
sati, tre¢i bi radnik obavio jedan cijeli posao, prvi radnik obavio bi 5 poslova, a drugi radnik 4 cijela
posla. Sve skupa, u 20 sati napravili bi 10 puta cijeli posao. Ako im zajedno treba 20 sati za 10 poslova,
jedan cijeli posao obavili bi u 10 puta manje vremenu, odnosno u 2 sata.

Drugo rjesenje.

Podijelimo posao na 20 jednakih dijelova. Kako treéem radniku treba 20 sati da obavi svih 20 dijelova
posla, u jednom satu treéi radnik obavi jedan takav dio (na slici dolje oznafeno crvenom bojom).
Treéem radniku treba 5 puta viSe nego prvom radniku da bi zavrSio posao, odnosno sporiji je 5 puta,
pa zaklju¢ujemo da u jednom satu prvi radnik napravi 5 puta vise posla od treéeg radnika. Prvi radnik
tada u jednom satu obavi 5 dijelova posla, oznac¢imo to na slici dolje zelenom bojom. Sli¢no, drugi
radnik u jednom satu napravi 4 puta viSe posla od treéeg radnika, tj. 4 dijela posla koje smo na slici
dolje oznadili plavom bojom.

Uoc¢imo da su u jednom satu svi trojica zajedno obavili to¢no pola cijelog posla pa zaklju¢ujemo da
im za obavljanje cijelog posla zajedno treba 2 sata.

Zadatak K-3.5. [30 bodova]
S vanjske strane trokuta ABC nacrtani su jednakostranicni trokuti CBD, ACE i BAF.

Koliko ima razli¢itih moguénosti za duljine stranica trokuta ABC ako se zna da su sve tri duljine
prirodni brojevi te da opseg trokuta BAF iznosi 27, a opseg peterokuta ABDCEFE iznosi 417

Rjesenje.

Opseg trokuta jednak je zbroju du-
ljina svih stranica trokuta, a kako
su stranice trokuta BAF sve jed-
nake duljine, njegov opseg jednak
je trostrukoj duljini stranice. Dakle,
trostruka duljina stranice AB jed-
naka je 27 pa je

|AB| = |AF| = |BF| = 9.

Uvedimo oznake i za duljine preos-
talih duzina:

a=|CB|=|BD| =|DC|
b=|CA| = |AE| = |EC|




Opseg peterokuta ABDCEFE jednak je zbroju duljina svih njegovih stranica, odnosno imamo
94+a+a+b+b=41.

Zakljucujemo da je 2a + 2b = 41 — 9 = 32, odnosno a + b = 16. Sada znamo da je jedna stranica
trokuta ABC duljine 9, a zbroj preostale dvije jednak je 16. Kako su sve duljine stranica prirodni
brojevi, mozemo ispisati mogucénosti za a i b:

all 123|456 |7|8[9|10|11 1213|1415
15|14 (131211109 (8|7]6 |5 |4 ]3] 2]1

Primijetimo da je b + ¢ > a za sve moguénosti. Medutim, u nekoliko slucaja ne vrijedi a + ¢ > b ili
b+ c > a i trokuti s takvim duljinama stranica nisu moguéi. Naime, u trokutu uvijek mora vrijediti da
je zbroj duljina dviju stranica veé¢i od duljine preostale stranice. To pravilo nazivamo nejednakost
trokuta, a ono slijedi iz ¢injenice da je najkraéi put izmedu dvije tocke duzina koja ih spaja. U sljedeéoj
tablici crvenom su bojom oznaceni zbrojevi koji nisu veéi od duljine preostale stranice oznacene zZutom
bojom:

a 1123|456 |7 |89 /|10]11|12|13|14]15
b 151413 (12|11 10| 9 | 8 | 7|6 |5 |4 |3 |2/ 1

a+c |10 |11 |12 |13 |14 | 15|16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24
b+c 24232221 |20|19 |18 17|16 |15|14 |13 |12 11 | 10

Neoznaceni stupci daju nam 9 moguénosti za duljine stranica a i b, od kojih su neke medusobno
simetriéne. Ako zanemarimo oznake, vidimo da imamo 5 razli¢itih moguénosti za duljine stranica
trokuta ABC"

4,12,9

5,11,9

6,10,9

7,9,9

8,8,9.

DA ol

Zadatak K-3.6. [35 bodova]

Prirodan broj n podijeljen sa 6 daje ostatak 4, a podijeljen s 15 daje ostatak 7.

Koji su moguéi ostatci pri dijeljenju broja n s 307

Rjesenje.

Buduéi da broj n podijeljen sa 6 daje ostatak 4, on se moze zapisati u obliku n = 6k + 4, gdje je

k prirodni broj ili 0. Takoder, buduéi da n pri dijeljenju s 15 daje ostatak 7, moze se zapisati kao
n = 150 + 7, gdje je £ prirodni broj ili 0. Primijetimo da mora vrijediti k£ > £.

Trazimo ostatak pri dijeljenju s 30 pa ¢emo prvi izraz pomnoziti s 5, a drugi izraz s 2 te tako dobivamo
5n = 30k 4+ 20 i 2n = 304 + 14.
Oduzmemo od prve jednakosti drugu i redom dobivamo:
5n — 2n = 30k + 20 — (304 + 14)
3n =30k — 304+ 20— 14
3n=30(k—¢)+6



Podijelimo sve ¢lanove ove jednakosti s 3 i dobivamo n = 10(k — £) + 2.

Buduéi da je (k — £) prirodan broj, slijedi da broj n pri dijeljenju s 10 daje ostatak 2, a to znaéi da je
njegova zadnja znamenka 2.

Zaklju¢ujemo da n pri dijeljenju s 30 moze dati ostatak 2, 12 ili 22. Provjerimo ove moguénosti.
Zapisimo n = 30m + r, gdje je m prirodan broj ili 0.

Ako je r = 2, izjednac¢imo n = 154 4+ 7 i n = 30m + 2 pa imamo

1547 =30m + 2
7=30m— 150+ 2
5 = 30m — 15¢

Uocimo da lijeva strana jednakosti nije djeljiva sa 15, a desna jest, stoga ovaj slucaj nije mogucé.

Ako je r = 12, tada je n = 30m+12, sto je djeljivo s 6. No, iz uvjeta zadatka vrijedi da n pri dijeljenju
sa 6 daje ostatak 4, tako da ovaj slucaj otpada.

Ostaje sluc¢aj r = 22. Treba provjeriti postoji li takav n za koji je n = 30m + 22. Ako stavimo m = 1,
tada je n = 52. On pri dijeljenju sa 6 daje ostatak 4, a pri dijeljenju s 15 ostatak 7 tako da su svi
uvjeti zadatka zadovoljeni. Dakle, jedini moguéi ostatak pri dijeljenju broja n s 30 je 22.

Zadatak K-3.7. [40 bodova]

Ime i prezime svakog ucenika jedne Skole zapisano je na zasebnoj ceduljici i ubaceno u kutiju. Lovro
nasumce izvadi odredeni broj ceduljica iz kutije, izbroji ih te bez gledanja imena i prezimena napisanih
na njima kaze: ,,Sa sigurnoséu mogu reéi da medu ucenicima ¢ija imena i prezimena su zapisana na
izvadenim ceduljicama postoji dvoje koji imaju rodendan istog dana.”

Livia tada prebroji preostale papiri¢e u kutiji (bez gledanja imena) i kaZe: ,,A ja sa sigurno$éu mogu
re¢i da medu ucenicima Cija imena i prezimena su ostala u kutiji sigurno postoji troje ucenika koji
imaju rodendan istog dana.”

Ako su Lovro i Livia doista u pravu, koliki je najmanji broj ucenika te skole?

Ne postoje dva ucenika u skoli koji imaju isto ime i prezime. Uzimamo u obzir da ucenici mogu biti
rodeni i 29. veljaCe, dakle smatramo da godina ima 366 dana.

Rjesenje.
Kako godina ima 366 dana, ako Lovro izvuce 366 papiri¢a moze se dogoditi da svi ucenici ¢ija su imena
na izvucenim papiriéima imaju rodendan razli¢itog dana, odnosno da ne postoji dvoje ucenika koji

imaju rodendan istog dana. Ako izvuée jo§ samo jedan papirié, tj. ukupno 367, moze biti siguran da
barem dvoje ucenika ima rodendan istog dana. Dakle, Lovro iz kutije mora izvuéi barem 367 papiriéa.

Sli¢no, ako je u kutiji ostalo 366-2 = 732 papiri¢a, moze se dogoditi da svakog dana u godini rodendan
ima tocno dvoje ucenika Cija imena su na papiri¢ima koji su ostali u kutiji. Medutim, ako je u kutiji
jos jedan papiri¢, Livia moze biti sigurna da medu ucenicima Cija imena su na papiri¢ima koji su
ostali u kutiji postoji barem troje koji imaju rodendan istog dana. Dakle, u kutiji mora ostati barem
366 - 2 + 1 = 733 papirica.

Zaklju¢ujemo da je najmanji broj ucenika te skole 367 + 733 = 1100.

Napomena. U ovom zadatku koristili smo jednostavno logicko-matematic¢ko pravilo koje je poznato i
pod imenom Dirichletov princip. Ono nam ilustrativno kaZe da ako imamo n + 1 predmet koji Zelimo
smjestiti u n kutija, tada ¢e sigurno u nekoj kutiji biti barem dva predmeta. U naSem slucaju, ,kutije”
su dani u godinu, a ,predmeti” su rodendani ucenika.



Zadatak K-3.8. [45 bodova]

Za, koje se prirodne brojeve n pravokutna ploc¢a dimenzija n X 9 mozZe potpuno prekriti L-triomino
plodicama (kao na slici) tako da se one medusobno ne preklapaju?

Plocice se mogu rotirati.

Rjesenje.
Promatrajmo plocu za male n-ove. Za n = 1 o¢ito nema rjeSenja jer svaka L-triomino plocica pokriva

polja u dva reda.

Za n = 2, ploca 2 x 9 se moze pokriti na nacin kao na slici:

Sada mozemo zakljuciti i da se ploca 2k x 9, za k € N, moze poplocati L-triomino plo¢icama jer
mozemo spojiti k£ ploca dimenzija 2 x 9, tj. moguce je svako poplocavanje kada je n paran broj.

Promatrajmo plocu 3 x 9. Da bismo dosli do nekog zakljucka, promatrimo najprije manju 3 x 3 plocu.

Primijetimo da je za poplocavanje svakog oznacenog polja potrebna zasebna L-triomino ploéica, jer
jedna L-triomino plocica ne moze istovremeno pokriti neka dva od tih polja. Dakle, trebale bi nam
najmanje 4 L-triomino plocice, ali one pokrivaju ukupno 12 polja, stoga je poplo¢avanje 3 x 3 ploce
nemogucde.

Analogno tome, za pokrivanje oznacenih polja na slici unutar 3 x 9 ploce trebalo bi nam 10 L-triomino
plocica koje pokrivaju ukupno 30 polja, ali 3 x 9 ploc¢a ima samo 27 polja.



fegugufe

Pokusajmo sada poplocati plocu 5 x 9. To poplocavanje je moguce, prikazimo ga:

Bududi da je mogudée ovo poploéavanje, sada je mogude i svako poploc¢avanje ploée dimenzija (2k+1) X9,
k €N, k > 1, jer mozemo spojiti plo¢u 5 x 9 i bilo koji broj plo¢a 2 x 9. Drugim rije¢ima, mogudce je
svako poplocavanje kad je n neparan broj veci od 3.

Zakljucujemo da se moze poplocati svaka ploca dimenzija n x 9 za n > 2, n # 3.
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Juniori (7. i 8. r. OS)

Zadaci i rjeSenja

Zadatak J-3.1. [10 bodova]

Zgrade u gradskim ulicama oznacene su brojevima. Od pocetka ulice zgrade s lijeve strane oznacavaju
se neparnim brojevima 1, 3, 5, ..., a s desne strane parnim brojevima 2, 4, 6, ....

U zapisu svih brojeva s lijeve strane jedne ulice nalazi se 26 znamenki 3 i 24 znamenke 5. U zapisu
svih brojeva s desne strane iste ulice nalazi se 26 znamenki 2 i 9 znamenki 5. Koliko je ukupno zgrada
u toj ulici?

Rjesenje.
Promatrajmo najprije desnu stranu ulice na kojoj su zgrade oznacene parnim brojevima. Buduéi da
se znamenka 5 pojavljuje samo 9 puta, prvo ¢emo provjeriti koji je zadnji broj na desnoj strani koji

sadrzi znamenku 5. Kako je 5 neparna znamenka, za oznacavanje parnih brojeva trebat ¢e nam samo
kao znamenka desetica. Dvoznamenkastih parnih brojeva koji sadrze znamenku 5 ima pet, a to su:

50, 52, 54, 56, 58.

Vidimo da se u takvima znamenka 5 pojavljuje tocno pet puta pa su nam ostale Cetiri znamenke 5
koje su koristene u zapisivanju troznamenkastih brojeva. Ponovno ju pronalazimo samo kao znamenku
desetica i najmanja Cetiri broja koja ju sadrze su

150, 152, 154, 156.

Zakljucujemo da ulica ima barem 156 zgrada. Preostaje nam provjeriti ima li ih 156 ili 157. Ako bi ulica
imala i zgradu oznacenu brojem 158, tada bi se na desnoj strani pojavilo 10 znamenki 5. Primijetimo
da iz informacije o broju znamenki 2 ne mozemo zakljuciti nista o tome je li broj zgrada 156 ili 157.

Promotrimo sada brojeve na lijevoj strani ulice, oznacene neparnim brojevima, te ponovno prebrojimo
znamenke 5. Kako je 5 neparna znamenka, na lijevoj strani potrebna nam je barem za oznacavanje
svih brojeva koji na mjestu jedinica imaju znamenku 5. Takvih brojeva manjih od 100 ima ukupno 10:

5,15,25,...,95.

Osim toga, potrebna nam je za oznacavanje neparnih brojeva koji na mjestu desetice imaju znamenku
5:
51,53,55,57,59.

Za takve brojeve manje od 100 iskoriSteno je joS pet znamenaka 5 (znamenku jedinica u broju 55
veé¢ smo brojali u prvom dijelu). Sveukupno zato imamo 10 + 5 = 15 znamenaka 5 na lijevoj strani
ceste koje su se iskoristile za oznacavanje jednoznamenkastih i dvoznamenkastih brojeva. Dakle, jos
24 —15 = 9 ih je u zapisu troznamenkastih neparnih brojeva. Ponovno promatramo znamenke jedinica.
Za, troznamenkaste brojeve manje od 150 znamenka 5 se na mjestu jedinica pojavljuje u sljedeéih pet
brojeva:

105,115,125, 135, 145.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Ostalo nam je jos 9 — 5 = 4 znamenaka 5. Preostaje nam zapisati dalje neparne brojeve koji imaju

ukupno Cetiri znamenke 5, a to su
151,153, 155.

Sada mozemo zakljuciti da ulica ima barem 155 zgrada. Ako bi imala 157 zgrada, na lijevoj strani ulice
znamenka 5 bi se u zapisu pojavila 25 puta. Dakle, ulica ne moze imati 157 zgrada pa zakljucujemo
da je u toj ulici ukupno 156 zgrada.

Zadatak J-3.2. [15 bodova]
S vanjske strane trokuta ABC nacrtani su jednakostrani¢ni trokuti CBD, ACFE i BAF.

Koliko ima razli¢itih moguénosti za duljine stranica trokuta ABC ako se zna da su sve tri duljine
prirodni brojevi te da opseg trokuta BAF iznosi 27, a opseg peterokuta ABDCE iznosi 417

Rjesenje.

Opseg trokuta jednak je zbroju du-
ljina svih stranica trokuta, a kako
su stranice trokuta BAF sve jed-
nake duljine, njegov opseg jednak
je trostrukoj duljini stranice. Dakle,
trostruka duljina stranice AB jed-
naka je 27 pa je

|AB| = |AF| = |BF| = 9.

Uvedimo oznake i za duljine preos-

talih duzina:
a=|CB|=|BD|=|DC|
b=|CA|=|AE| = |EC|

Opseg peterokuta ABDCE jednak je zbroju duljina svih njegovih stranica, odnosno imamo
94+a+a+b+b=41.

Zakljucujemo da je 2a + 2b = 41 — 9 = 32, odnosno a + b = 16. Sada znamo da je jedna stranica
trokuta ABC duljine 9, a zbroj preostale dvije jednak je 16. Kako su sve duljine stranica prirodni
brojevi, mozemo ispisati moguénosti za a i b:

a|l 1] 2|3 4|5 |6 |7[8[9|1011|12]|13 |14 |15
151413 (12|11 10|9 (8|76 | 5|4 |3 |2]1

Primijetimo da je b + ¢ > a za sve moguénosti. Medutim, u nekoliko slucaja ne vrijedi a + ¢ > b ili
b+ c > aitrokuti s takvim duljinama stranica nisu moguéi. Naime, u trokutu uvijek mora vrijediti da
je zbroj duljina dviju stranica veé¢i od duljine preostale stranice. To pravilo nazivamo nejednakost
trokuta, a ono slijedi iz ¢injenice da je najkraéi put izmedu dvije tocke duzina koja ih spaja. U sljedecoj
tablici crvenom su bojom oznaceni zbrojevi koji nisu veéi od duljine preostale stranice oznacene zZutom
bojom:



a 1123|456 |7 |89 /|10]1112 13|14 15
b 1514|1312 (11|10 9 |8 | 7|6 |5 |4|3]|2]1

a+c| 10|11 |12 |13 |14 | 15|16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 | 24
b+c| 242322212019 (18|17 |16 |15 |14 |13 |12 |11 10

Neoznaceni stupci daju nam 9 moguénosti za duljine stranica a i b, od kojih su neke medusobno
simetri¢ne. Ako zanemarimo oznake, vidimo da imamo 5 razli¢itih moguénosti za duljine stranica
trokuta ABC:

4,12,9
5,11,9
6,10,9
7,9,9

8,8,9.

AN

Zadatak J-3.3. [20 bodova]

Na raspolaganju imamo tri sokovnika za cijedenje naranci. Za cijedenje 7 kg naranéi prvom je sokovniku
potrebno 10 minuta, a drugom 15 minuta. Ako narance istodobno cijedimo sa sva tri sokovnika, zavrsit
¢emo cijedenje za 5 minuta.

Koliko je vremena potrebno za cijedenje 7kg narancéi ako koristimo samo treéi sokovnik, a koliko ako
istodobno koristimo drugi i tre¢i sokovnik?

Rjesenje.

Prvom sokovniku potrebno je 10 minuta za cijedenje 7 kg naranci, pa u jednoj minuti ocijedi desetinu
naranci, odnosno % kg narandi. Sli¢no, drugi sokovnik u jednoj minuti ocijedi 1—75 kg naranci. Ako sva
tri sokovnika cijede zajedno, potrebno je 5 minuta za 7kg, pa u jednoj minuti ocijede % kg naranci. Od

tih gkg naranci, prvi sokovnik ocijedio je 1—70 kg, a drugi sokovnik 1—75 kg. Dakle, treé¢i sokovnik ocijedio

je ostatak: ; ; .
—kg— —kg— —kg ’

= —kg.
58710 15873 ®°
Kako treéi sokovnik ocijedi 3—70 kg u jednoj minuti, zakljucujemo da mu treba 30 minuta za cijedenje
svih 7kg.
Drugi i treéi sokovnik u jednoj minuti ocijede
7

7 7
B T
15 €T30 = 1o

pa im za istodobno cijedenje 7kg treba 10 minuta.

kg,

Zadatak J-3.4. [25 bodova]

Prirodan broj n podijeljen sa 6 daje ostatak 4, a podijeljen s 15 daje ostatak 7.

Koji su mogudi ostatci pri dijeljenju broja n s 307

Rjesenje.

Buduéi da broj n podijeljen sa 6 daje ostatak 4, on se moze zapisati u obliku n = 6k + 4, gdje je

k prirodni broj ili 0. Takoder, buduéi da n pri dijeljenju s 15 daje ostatak 7, moze se zapisati kao
n = 154 + 7, gdje je £ prirodni broj ili 0. Primijetimo da mora vrijediti k > £.



Trazimo ostatak pri dijeljenju s 30 pa ¢emo prvi izraz pomnoziti s 5, a drugi izraz s 2 te tako dobivamo
5n = 30k 4+ 20 i 2n = 304 + 14.

Oduzmemo od prve jednakosti drugu i redom dobivamo:
5n — 2n = 30k + 20 — (304 + 14)

3n = 30k — 300+ 20 — 14
3n=30(k—0)+6

Podijelimo sve ¢lanove ove jednakosti s 3 i dobivamo n = 10(k — £) + 2.
Bududi da je (k — £) prirodan broj, slijedi da broj n pri dijeljenju s 10 daje ostatak 2, a to znadi da je
njegova zadnja znamenka, 2.
ZakljuCujemo da n pri dijeljenju s 30 moze dati ostatak 2, 12 ili 22. Provjerimo ove moguénosti.
Zapisimo n = 30m + r, gdje je m prirodan broj ili 0.
Ako je r = 2, izjednacimo n = 154 4+ 7 i n = 30m + 2 pa imamo
154 +7=30m+ 2

7=30m — 150+ 2

5=30m — 15¢
Uocimo da lijeva strana jednakosti nije djeljiva sa 15, a desna jest, stoga ovaj slucaj nije mogué.
Ako je r = 12, tada je n = 30m+ 12, sto je djeljivo s 6. No, iz uvjeta zadatka vrijedi da n pri dijeljenju
sa 6 daje ostatak 4, tako da ovaj slucaj otpada.
Ostaje slucaj r = 22. Treba provjeriti postoji li takav n za koji je n = 30m + 22. Ako stavimo m =1,

tada je n = 52. On pri dijeljenju sa 6 daje ostatak 4, a pri dijeljenju s 15 ostatak 7 tako da su svi
uvjeti zadatka zadovoljeni. Dakle, jedini mogudéi ostatak pri dijeljenju broja n s 30 je 22.

Zadatak J-3.5. [30 bodova]

Rijesi sustav jednadzbi:
2 3 7

x+y+3x—y+3=10

3 4 1 1
z+y y—3x—3 2

Rjesenje.
1 1
, U= .
T+y 3z —y+3

Uvodimo supstituciju u =

Bududéi da je
1 1 1 B

y—3z—-3 —(Bz—y+3) 3z-y+3

sustav postaje:

7
2 = —
ut3v=15
1
3u—v—§.

Sada ovaj sustav mozemo rijesiti bilo kojom metodom, npr. metodom suprotnih koeficijenata: pom-

nozimo drugu jednadzbu s 3 i zbrojimo je s prvom jednadZbom pa dobivamo: 11u = 10’ odakle je
1

U=

5



1
Uvrstavanjem v u bilo koju od jednadzbi dobivamo v = —.

10
" . 1 . . .o .. . . .
Buduéi da je u = ——, a v = ——————, uvrstavanjem dobivenih vrijednosti za u i v dobivamo
T+y 3z —y+3
sustav:
11
r+y 5
1 1

3w—y+3zﬁ'

Izjednacavanjem nazivnika u razlomcima s istim brojnikom dobivamo sljedeéi sustav:

T+y=>5
3z —y+3 =10
RjeSavanjem tog sustava kona¢no dobivamo jedinstveno rjeSenje (z,y) = (3,2).

Zadatak J-3.6. [35 bodova]

Za koje se prirodne brojeve n pravokutna ploca dimenzija n x 9 moze potpuno prekriti L-triomino
plocicama (kao na slici) tako da se one medusobno ne preklapaju?

Plocice se mogu rotirati.

Rjesenje.
Promatrajmo plocu za male n-ove. Za n = 1 o€ito nema rjeSenja jer svaka L-triomino plocica pokriva

polja u dva reda.

Za n = 2, ploca 2 x 9 se mozZe pokriti na nacin kao na slici:

Sada mozemo zakljuciti i da se plo¢a 2k x 9, za k € N, moze poplocati L-triomino plo¢icama jer
mozemo spojiti k ploca dimenzija 2 x 9, tj. moguce je svako poplocavanje kada je n paran broj.

Promatrajmo plocu 3 x 9. Da bismo dosli do nekog zakljucka, promatrimo najprije manju 3 x 3 plocu.



Primijetimo da je za poplocavanje svakog oznacenog polja potrebna zasebna L-triomino ploéica, jer
jedna L-triomino plocica ne moze istovremeno pokriti neka dva od tih polja. Dakle, trebale bi nam
najmanje 4 L-triomino plocice, ali one pokrivaju ukupno 12 polja, stoga je poplocavanje 3 x 3 ploce
nemogucde.

Analogno tome, za pokrivanje oznacenih polja na slici unutar 3 x 9 ploce trebalo bi nam 10 L-triomino
plocica koje pokrivaju ukupno 30 polja, ali 3 x 9 ploc¢a ima samo 27 polja.

efeguguge

Pokusajmo sada poplocati plocu 5 x 9. To poplocavanje je moguce, prikazimo ga:

Buduéi da je moguée ovo poplocavanje, sada je mogude i svako poplo¢avanje ploce dimenzija (2k+1) %9,
k €N, k > 1, jer mozemo spojiti ploc¢u 5 x 9 i bilo koji broj ploc¢a 2 x 9. Drugim rije¢ima, mogudée je
svako poplocavanje kad je n neparan broj veéi od 3.

Zakljucujemo da se moze poplocati svaka ploc¢a dimenzija n x 9 za n > 2, n # 3.



Zadatak J-3.7. [40 bodova]

U pravokutniku @CD tocka E je noziSte okomice iz vrha B na dijagonalu AC. Neka je tocka M
poloviste duzine AE, a to¢ka N poloviste stranice CD.

Dokazi da je <BM N = 90°.
Prvo rjesenje.

Prvo nacrtajmo skicu i sve zadane elemente na njoj.

: /

Primijetimo da je duzina BE visina trokuta M BC), stoga nacrtajmo visinu iz vrha M te oznacimo
noziste s F'. Tocka P u kojoj se sijeku te dvije visine je ortocentar trokuta M BC'. To znadi da je pravac
CP okomit na M B jer sadrzi tre¢u visinu trokuta M BC.

Buduéi da je tocka M poloviste od AE i zbog AB || M P vrijedi da je M P srednjica trokuta ABE §to
1 1
povlaéi [MP| = §|AB| = §|CD| = |CN|. Takoder, zbog M P || CD slijedi da je éetverokut M PCN

paralelogram.

Sada iz CP || MN i CP L MB slijedi MN L M B, tj. <BMN = 90°.

Drugo rjesenje.

Kako bismo dokazali da je <BMN = 90°, dovoljno je dokazati da je Cetverokut M BCN tetivan.
Dokazat ¢emo da vrijedi <BMC = <BNC, iz Cega Ce slijediti da su ova dva kuta obodni kutovi nad
tetivom AC, Sto znaci da tocke M, B, C' i N leZe na istoj kruZnici.

Krenemo od sli¢nosti trokuta ABC i AEB (podudaraju se u dva kuta). Prebacimo se na trokut DCB,
koji je sukladan s ABC, pa vrijedi i ADCB ~ AAEB. Sada, kako su u ovim trokutima tocke M i
N polovista odgovarajuéih stranica, zakljuéujemo da vrijedi i ANCB ~ AMEB (omjeri stranica se
i dalje podudaraju).


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/02/tetivni_cetverokut.pdf

Iz posljednje sliénosti upravo dobijemo traZenu jednakost veli¢ina kutova <BNC = <BMFE =
<BMC.

Trecée rjesenje.

D(0,b) N(a/2,b) C(a,b)
©

B(a,0)

A(0,0)

Postavimo pravokutnik u koordinatni sustav kao na slici, tj. tako da je tocka A u ishodiStu, tocka B
ima koordinate (a,0), gdje je s a oznacena duljina stranice AB, tocka C ima koordinate (a,b), gdje
je s b oznacena duljina stranice BC, a to¢ka D ima koordinate (0,b). Tada su koordinate totke N
jednake ($,0).

Koordinate tocke E odredujemo kao presjek pravaca AC i njemu okomitog pravca iz tocke B. Jed-
nadzba pravca AC glasi y = gz‘. Svaki njemu okomit pravac ima koeficijent smjera —7. Zelimo da nas
pravac prolazi tockom B(a,0), pa dobijemo da njegova jednadzba glasi y = —¢z + % Izjednacava-
njem ovih jednadzbi i rjeSavanjem sustava dobijemo da su koordinate tocke E jednake %f, %ﬁ).

Koordinate tocke M su polovina odgovarajuéih koordinata tocke FE, jer je M poloviste duzine koja
spaja ishodiste (to¢ku A) i tocku E.

Sada preostaje dokazati da su pravci BM i M N okomiti. To znaci da za njihove koeficijente smjera
kpy i kyn treba vrijediti da im je umnoZak jednak —1. Izrac¢unajmo ove Kkoeficijente smjera:

a?h 0 a?b 9
kpas = Ym —YB _ —2(a2—3|—b2) _ 3;@3‘:;:25272 _ a“b ___ab
Ty — ITB W_a a%) —a3 — 2ab? a? + 2b2
kg = M YN _ 2(aa2§l-)b2) —b _ % _ —a?b — 2b° _ a? +2b2.
Ty —IN W — % % —ab? ab
Ocito vrijedi kpys - kprny = —1, Cime je tvrdnja dokazana.

Cetvrto rjesenje.

Posljednje rjesenje koje ¢emo prezentirati koristi vektore i skalarni umnozak vektora, koji zahtijeva
(minimalno) poznavanje trigonometrije. Oznacimo @ = E ib= B? . Tada vrijedi AC = d+ b. Vektori
@ibsu okomiti, pa njihov skalarni umnozak iznosi 0, tj. vrijedi & - b=0. Takoder, vektori ﬁ i 1@
su okomiti, pa vrijedi BE. @+ 5) =0.

Zelimo pokazati da_s)u \ikt)ori B_]M> i W ok_c?miti za Sto treba pokazati da vrijedi B—]\/>I . W =0.
Izrazimo vektore BM i N M preko vektora @, bi BE. Tocka M je poloviste duzine AF, pa iz zbrajanja

vektora po pravilu paralelograma zakljucujemo da vrijedi BM = ﬂ;ﬁ = _‘_i’gﬁ .




T B
Vektor NM sada mozemo izracunati kao zbroj vektora J@ i BM, po pravilu trokuta. Stoga vrijedi:

W:J@+J\TB)=(%&’—E)+(—16+%@)=%ﬁ—g.

2

. . N R~ . SV NIV "
Konaéno mozemo izrac¢unati vrijednost skalarnog umnoska vektora BM i NM (pomnoZimo odmah
sve s 4 da se rijeSimo nazivnika):

4-BM-NM = (~a+BE) - (BE - 25) = BE - (-d - 28) + BE - BE +2d . §
=0

— _BE-(@+5)-BE-b+|BE? = —|BE| - |BC| - cos(<«CBE) +|BE[?
=0 ) —|BE| }

= —|BE|* + |BE|* = 0.

Ovime je dokaz zavrSen.

Zadatak J-3.8. [45 bodova)

Matematicar Matko Zeli povuéi 2023 dijagonale u pravilnom 2026-erokutu S tako da se nikoje dvije od
njih ne sijeku. Raspon dijagonale d definiramo kao manji broj stranica mnogokuta S izmedu vrhova
dijagonale d.

Neka je D najveca razlika raspona dijagonala medu svim dijagonalama od S koje je Matko nacrtao.
Odredi najmanju vrijednost D koju Matko moze postiéi.

Rjesenje.
Oznacimo s d,,i, raspon najmanje dijagonale i s d,q; raspon najvece dijagonale. Tada je

D = dma:c - dmzn

Pokazimo najprije da mora vrijediti d,,;n, = 2. To ée slijediti iz sljedece leme.

Lema: Najveci broj dijagonala koje se mogu povuéi bez presijecanja u pravilnom n-terokutu iznosi
n — 3. Te dijagonale dijele mnogokut na trokute.

Dokaz leme: Ovu tvrdnju moZemo dokazati jakom (ili potpunom) matemati¢kom indukcijom.
Jasno je da za n = 3 ne mozemo povudi ni jednu dijagonalu, a za n = 4 moZemo jednu, koja raspolavlja
cetverokut na dva trokuta. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = 3,4, ..., k. Pokazat ¢emo da vrijedi
i za k4 1. Povucimo bilo koju dijagonalu u konveksnom (k + 1)-terokutu. Ona ga dijeli na ni-terokut
i no-terokut, gdje je

nm+ny=(k+1)+2=%k+3

jer ova dva mnogokuta dijele 2 vrha. Odavde je no = k + 3 — ny. Sve dijagonale koje dalje povlac¢imo
moraju biti sadrzane unutar jednog od dva manja mnogokuta, jer bi inace dijagonala sjekla pocetnu
dijagonalu. U n;-terokutu po pretpostavci indukcije mozemo povuéi maksimalno n; — 3 dijagonale
koje se ne sijeku, a u na-terokutu ngo — 3 = k — ny dijagonale. Ove dijagonale dijele manje mnogokute
na trokute. Ukljucujuéi dijagonalu koja dijeli mnogokut na dva, imamo da je ukupan maksimalni broj
dijagonala koje se ne sijeku u velikom mnogokutu jednak

1+(n1—3)+(k—n1)=k—2=(k+1)—3.
Kako su manji mnogokuti podijeljeni na trokute, i veliki mnogokut ¢e biti podijeljen na trokute, jer
je dobiven spajanjem dva manja mnogokuta. Stoga tvrdnja vrijedi za svaki n € N, n > 3. O

Pretpostavimo sada da je dp, = k > 2. Ta dijagonala s kK — 1 vrhova izmedu njenih krajeva ¢ini
(k + 1)-terokut u kojem Matko nije povukao niti jednu dijagonalu. No, to je kontradikcija s lemom,
jer k+ 1 > 3, pa 2026-erokut ne bi bio podijeljen na trokute s povucenih 2023 = 2026 — 3 dijagonale.



Preostaje sada minimizirati vrijednost d,,.;. U nastavku dokazujemo da najmanji d,., koji Matko
moze postiéi iznosi M := [%1 = 676. Za nesusjedne vrhove U i V mnogokuta S oznacit ¢emo s

@ ) raspon dijagonale UV te s UV skup svih vrhova mnogokuta S koji su u rasponu dijagonale
UV (dakle, svi vrhovi mnogokuta S koji se nalaze izmedu vrhova U i V, ukljuéujuéi i njih, i to ,s
kradée strane”).

Pokazimo najprije da se dnq; = M moze postiéi. Oznaéimo vrhove 2026-erokuta S redom s A;, Ag,
..+, Aa026, pocevsi od proizvoljnog. Povucimo prvo dijagonale A Ag77, AgrrA13s2 1 A1352A1. Time smo
S podijelili na 677-erokut A1 As - - - Ag77, dva 676-erokuta Agr7Agrs - -+ A1352 1 A1352A1353 - - - A1 1 jedan
trokut Aj Ag77Ai13s2. Vede mnogkokute moZzemo podijeliti na trokute s ukupno (677—3)+2-(676—3) =
2020 dijagonala. Zajedno s prve tri dijagonale, ovo ¢ini podjelu mnogokuta S na trokute s ukupno
2023 dijagonale. Jasno je da u ovom sluéaju vrijedi dyer = d(A1A4s77) = 676.

Dokazimo sada kontradikcijom da je dmee < M nemogucée posti¢i. Pretpostavimo suprotno, tj. da
Matko moze povuéi 2023 dijagonale u mnogokutu S tako da je maksimalni raspon dijagonale koji
je postigao manji od M. Neka je AB neka od dijagonala s najveéim rasponom, tj. vrijedi d(AB) =

dmaz < M. Uzmimo tocku C ¢ AB takvu da je Matko povukao dijagonale AC i BC - ova to¢ka sigurno
postoji jer je mnogokut S podijeljen na trokute s 2023 dijagonale koje se ne sijeku, pa dijagonala AB

mora s obje strane biti dio nekog trokuta. Ako je sada AB C AC ili AB C BC, tada AB nije dijagonala

s najveéim rasponom. Stoga mora biti AB U BC U CA = S, a to znaéi da je suma raspona stranica
trokuta ABC jednaka 2026. Kako je raspon od AB manji od M = [%1 , barem jedna od stranica BC

ili CA ima raspon veéi ili jednak M. No tada AB nije dijagonala s najveéim rasponom — kontradikcija.

ZakljuCujemo da je najbolje Sto Matko moze postiéi dyey = 676 i dinin = 2, odnosno da je D = 674.
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MEDO 2025./2026.

Trece kolo LO omen
17.1.2026.

Seniori (1. — 4. r. SS)

Zadaci i rjeSenja

Zadatak S-3.1. [10 bodoval

Izracunaj
1 1 1 1

+ + o .
12 22 32 20262
20262 +1 20252 +1 20242 +1 12 +1

Rjesenje.

Primijetimo da k-ti ¢lan sume mozemo napisati kao
I
amy T 1

gdje je k =1,2,...,2026. Sada mozemo gledati kao parove ¢lanove na pozicijama k i 2027 — k (prvi i
zadnji, drugi i predzadnji, ...). Vrijedi

1 1 1 1
K + (2027—k)2 1 = k2+(2027—k)2 + (2027—k)2+k2
(2027—k)?2 (2027—(2027—F))2 + (2027—k)2 %2

(2027 — k)? k?

T RZ+ (2027 — k)2 ' (2027 — k)2 + k2
_ B+ 027k
T k24 (2027 — k)2

Ukupno ima 1013 parova pa suma iznosi 1013 - 1 = 1013.

Zadatak S-3.2. [15 bodova)|
Neka je p # 3 prost broj i neka su a i b cijeli brojevi takvi da

pla+b i p?|a®+03
Dokazi da vrijedi p? | a + b ili p® | a® + b3.
Rjesenje.
Izraz a3 + b® moZemo raspisati na sljedeéi nadin

a® + 5% = (a+ b)(a® — ab + b?) =
= (a +b)(a® + b* + 2ab — 3ab) =
= (a+b)((a + b)% — 3ab)

Kako p? | a® + b2 i p | a + b zakljucujemo da p? | a + b ili p | (a + b)? — 3ab.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Pretpostavimo da p? { a + b, tj. da p | (a + b)? — 3ab. Kako p | a + b, vrijedi i p | 3ab. S obzirom da
je p # 3, mora biti da p | a ili p | b. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da p | a. Tada kako
p | a+b, slijedi da p | b. Odavde imamo p3 | a® i p3 | b pa p3 | a® + b3.

Zadatak S-3.3. [20 bodova)

Zadan je trokut ABC sa stranicama duljina |[BC| = 2025, |AC| = 2026 i |AB| = 2027. Na stranici
BC odabrana je tocka D tako da upisane kruZnice trokuta ABD i ADC dodiruju duZinu AD u istoj
tocki.

Odredi duljinu duZine BD.

Rjesenje.

Dokazimo najprije sljedeé¢u poznatu lemu.

Lema: Upisana kruZnica trokuta ABC dira stranice BC, AC i AB redom u tockama D, E i F. Neka
su a, b i ¢ redom duljine stranica trokuta ABC nasuprot vrhova A, B i C. Tada je

|AE|=|AF1:I’+CT_“’
|BD| = |BF| = #,
|CD| = |CE| = #{

Dokaz leme: Kako su AE i AF tangente iz to¢ke A na upisanu kruznicu trokuta ABC slijedi da je
|AE| = |AF)|.

Analogno je |[BD| = |BF|i |CD| = |CE|.
Oznalimo s ¢ = |AE| = |AF|,y = |BD| = |BF|iz=|CD|=|CE|.
Redom imamo da je

x+y=|AF|+ |FB| =c,

z+z=|AE|+ |EC| =,
y+z=|BD|+|DC| =a.



Rjesavanjem gornjeg sustava po z, y i 2 kona¢no dobivamo

_bt+c—a

= TR

_a+tc—b

= 5

at+b—c

z2=—

2
§to smo i trebali pokazati. O

Vratimo se sada natrag na pocetni zadatak. Oznacimo s x = |BD| te neka je E zajednicko diraliSte
upisanih kruZnica trokuta ABD i ADC na duzini AD.

Primjenom gornje leme na trokut ABD imamo

|BD| + |AD| — |AB| _ z+ |AD| — 2027
2 o 2 ‘

|DE| =

Primjenom leme na trokut ADC' dobivamo

|DC| + |AD| — |AC| _ 2025 — x + |AD| — 2026 _ |AD|—z — 1

|DE| = 2 2 2

Iz gornjih jednakosti slijedi
r+|AD|—-2027 |AD|-z—1
2 N 2
iz Cega konacno dobivamo da je = 1013.

Dakle, traZena duljina duzine BD iznosi 1013.

Zadatak S-3.4. [25 bodova)

Matematicar Matko Zeli povuéi 2023 dijagonale u pravilnom 2026-erokutu S tako da se nikoje dvije od
njih ne sijeku. Raspon dijagonale d definiramo kao manji broj stranica mnogokuta S izmedu vrhova
dijagonale d.



Neka je D najveéa razlika raspona dijagonala medu svim dijagonalama od S koje je Matko nacrtao.
Odredi najmanju vrijednost D koju Matko moze postidi.

Rjesenje.
Oznacimo s d,,;, raspon najmanje dijagonale i s d,q; raspon najvece dijagonale. Tada je
D = dimaz — dmin.

Pokazimo najprije da mora vrijediti dy,;n, = 2. To ée slijediti iz sljedece leme.

Lema: Najveéi broj dijagonala koje se mogu povuéi bez presijecanja u pravilnom n-terokutu iznosi
n — 3. Te dijagonale dijele mnogokut na trokute.

Dokaz leme: Ovu tvrdnju moZemo dokazati jakom (ili potpunom) matemati¢kom indukcijom.
Jasno je da za n = 3 ne moZzemo povudi ni jednu dijagonalu, a za n = 4 mozemo jednu, koja raspolavlja
éetverokut na dva trokuta. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = 3,4, ..., k. Pokazat ¢emo da vrijedi
i za k + 1. Povucimo bilo koju dijagonalu u konveksnom (k + 1)-terokutu. Ona ga dijeli na ni-terokut
i no-terokut, gdje je

n+ny=(k+1)+2=%k+3

jer ova dva mnogokuta dijele 2 vrha. Odavde je no = k + 3 — ny. Sve dijagonale koje dalje povlac¢imo
moraju biti sadrZzane unutar jednog od dva manja mnogokuta, jer bi inace dijagonala sjekla pocetnu
dijagonalu. U n;-terokutu po pretpostavci indukcije mozemo povuéi maksimalno n; — 3 dijagonale
koje se ne sijeku, a u na-terokutu ngo — 3 = k — ny dijagonale. Ove dijagonale dijele manje mnogokute
na trokute. Ukljucujuéi dijagonalu koja dijeli mnogokut na dva, imamo da je ukupan maksimalni broj
dijagonala koje se ne sijeku u velikom mnogokutu jednak

1+ —-3)+(k—m)=k—2=(k+1)—3.

Kako su manji mnogokuti podijeljeni na trokute, i veliki mnogokut ¢e biti podijeljen na trokute, jer
je dobiven spajanjem dva manja mnogokuta. Stoga tvrdnja vrijedi za svaki n € N, n > 3. O

Pretpostavimo sada da je dp, = k > 2. Ta dijagonala s kK — 1 vrhova izmedu njenih krajeva ¢ini
(k + 1)-terokut u kojem Matko nije povukao niti jednu dijagonalu. No, to je kontradikcija s lemom,
jer k+1 > 3, pa 2026-erokut ne bi bio podijeljen na trokute s povucenih 2023 = 2026 — 3 dijagonale.

Preostaje sada minimizirati vrijednost dy,.,. U nastavku dokazujemo da najmanji d,,., koji Matko
2026

moze postiéi iznosi M := [ 3 -I = 676. Za nesusjedne vrhove U i V mnogokuta S oznacit ¢emo s
@ ) raspon dijagonale UV te s UV skup svih vrhova mnogokuta S koji su u rasponu dijagonale
UV (dakle, svi vrhovi mnogokuta S koji se nalaze izmedu vrhova U i V, uklju¢ujuéi i njih, i to ,s
krade strane”).

PokaZimo najprije da se dypqx; = M moZe posti¢i. Oznac¢imo vrhove 2026-erokuta S redom s A;, Ao,
..., A2, polevsi od proizvoljnog. Povucimo prvo dijagonale A Agr7, AgrrA13s2 i A1352A1. Time smo
S pOdijelﬂi na 677-erokut A1A2 ce A677, dva 676-erokuta A677A678 te A1352 i A1352A1353 s A1 ijedan
trokut Aj Ag77A13s2. Veée mnogkokute mozemo podijeliti na trokute s ukupno (677 —3)+2-(676—3) =
2020 dijagonala. Zajedno s prve tri dijagonale, ovo ¢ini podjelu mnogokuta S na trokute s ukupno
2023 dijagonale. Jasno je da u ovom slucaju vrijedi dpmez = d(A14677) = 676.

Dokazimo sada kontradikcijom da je dp.e < M nemoguée postiéi. Pretpostavimo suprotno, tj. da
Matko moze povuéi 2023 dijagonale u mnogokutu S tako da je maksimalni raspon dijagonale koji
je postigao manji od M. Neka je AB neka od dijagonala s najveéim rasponom, tj. vrijedi d(AB) =

dmaz < M. Uzmimo tocku C ¢ AB takvu da je Matko povukao dijagonale AC i BC — ova tocka sigurno
postoji jer je mnogokut S podijeljen na trokute s 2023 dijagonale koje se ne sijeku, pa dijagonala AB

mora s obje strane biti dio nekog trokuta. Ako je sada AB C AC ili AB C BC, tada AB nije dijagonala

s najveéim rasponom. Stoga mora biti AB U BC U CA = S, a to znaéi da je suma raspona stranica



trokuta ABC jednaka 2026. Kako je raspon od AB manji od M = [%W , barem jedna od stranica BC

ili CA ima raspon veéi ili jednak M. No tada AB nije dijagonala s najveéim rasponom — kontradikecija.

Zakljucujemo da je najbolje sto Matko moZe posti¢i dgqzr = 676 i dpin = 2, odnosno da je D = 674.

Zadatak S-3.5. [30 bodoval

Medvjedi Branko, Bruna i Brundo Zive u razli¢itim kuéama (to¢kama u ravnini). Medvjedi su odluéili
spremiti zalihe hrane na jedno mjesto (tocku u ravnini) tako da zbroj vremena koja su im potrebna
da dodu od svojih kuéa do spremista bude najmanji mogudi.

Svi medvjedi hodaju od svoje kuée do spremiSta po pravcu i svi prave korake iste duljine, ali dok
Branko napravi jedan korak, Bruna napravi dva koraka, a Brundo tri koraka.

Odredi gdje medvjedi trebaju napraviti spremiSte hrane.
Rjesenje.

Neka su tocke X, Y i Z redom Brankova, Brunina i Brundina kuca te neka je tocka S mjesto gdje ¢e
spremiti hranu.

Oznac¢imo s z = | X S|, y = |Y'S| i 2 = |ZS| redom brojeve koraka koji su potrebni Branku, Bruni i
Brundu da dodu do spremista hrane.

Ukupno vrijeme potrebno da dodu do spremista je tada

y oz
t=z+2+=.
w+2+3

Primjenom nejednakosti trokuta na XYS imamo da je
z+y>|XY],
iz Gega slijedi da je y > | XY| — z.
Analogno, primjenom nejednakosti trokuta na X.SZ dobivamo da je z > | X Z| — z.

Sada redom imamo da je

t_x+g+z>w+|XY|—w+|XZ|—x_|XY|+|XZ|+£>|XY|+|XZ|
ST 2037 2 32 367 2 37

XY|  |1XZ].
e

Iz gornje nejednakosti vidimo da je minimalno ukupno vrijeme za doéi do spremista 3

ono se postize kada je £ = 0, odnosno kada je S = X.

Dakle, medvjedi trebaju napraviti spremiste hrane u Brankovoj kudi.




Zadatak S-3.6. [35 bodoval

Na konferenciji je 25 diplomata. Prije konferencije, svaka dva diplomata su se dogovorila na kojem
jeziku ée razgovarati. Poznato je da medu bilo koja tri diplomata postoji diplomat koji ¢e koristiti isti
jezik za razgovor s preostala dva diplomata.

Dokazi da postoji diplomat koji na istom jeziku razgovara s najmanje devet drugih diplomata.

Prvo rjesenje.

Diplomate mozemo prikazati kao vrhove u obojanom grafu, gdje boja brida oznacava jezik kojim 2
diplomata komuniciraju.

Neka je v diplomat koji pri¢a na istom jeziku s najviSe drugih diplomata, tj. v je vrh u grafu iz kojeg
izlazi najviSe istobojnih bridova. Neka su ti bridovi crvene boje i taj skup oznac¢imo s S, a neka je s
broj elemenata tog skupa (v ¢ S). Sve vrhove, osim v obojimo u onu boju koje boje je brid izmedu v
i tog vrha. Ozna¢imo s K skup svih vrhova koji nisu v, niti su iz S. Za vrh k iz K, oznacimo s f(k)
skup svih vrhova iz S koji su povezani crvenim bridom s k.

Lema: Za dva vrha razliCite boje z i y iz K, ili je f(z) C f(y) ili f(y) C f(=).

Dokaz: Neka je x plave boje, a y boje. x i y su zbog uvjeta zadatka povezani plavim ili

bridom. Bez smanjenja opéenitosti neka su povezani plavim bridom. Uzmimo vrh z € f(z) koji je
povezan s z crvenim bridom. Onda iz uvjeta zadatka (gledajuéi trokut zyz), on mora biti povezan s y
crvenim ili plavim bridom. Ako bi bio s plavim, onda bi u trokutu vyz imali 3 stranice razli¢ite boje.
Stoga y i z moraju biti povezani crvenim bridom, tj. z € f(y). Pokazali smo da ako je z € f(z), da je
onda z € f(y) pa je f(z) C f(y). Da su z i y povezani bridom vrijedilo bi f(y) C f(z). O

PokazZimo sada da je za svaki k € K, f(k) neprazan skup.
Lema: Za svaki z iz K je |f(z)| > 2.

Dokaz: Uzmimo vrh x plave boje i y zelene boje iz K. x je povezan s vrhovima iz S crvenom ili plavom
bojom. Pretpostavimo suprotno tvrdnji, da je s barem s — 1 vrhova iz S povezan plavom bojom. Ako
su z i y povezani plavom bojom, onda iz  imamo barem (s —1)+1+1 = s+ 1 plavih bridova (vrhovi
iz S, v iy), $to je kontradikcija s time da je v vrh iz kojeg ide najviSe istobojnih bridova. Stoga su
barem 2 vrha iz S povezana s x crvenom bojom. Ako su pak z i y povezani bojom tada je iz
prethodne leme f(y) C f(z). Sada istim zakljuéivanjem dobivamo |f(y)| > 2 pa jei |f(x)| > 2. O

Uzmimo sada vrh z iz K s najmanje crvenih susjeda u S. Neka je x plave boje. Oznac¢imo s P skup
svih plavih vrhova (P C K) i s p broj elemenata skupa P. Vrhova iz K koji nisu plave boje ima
|K \ P| =25—s—p—1 (svi vrhovi bez vrhova is S, P i vrha v).

Zbog pretpostavke da je z vrh iz K s najmanje crvenih susjeda, za svaki vrh y iz K koji nije plave
boje, po prethodnoj lemi vrijedi f(z) C f(y). Stoga za svaki z € f(z) koji je povezan s = crvenom
bojom, je povezan crvenom bojom sa svim vrhovima iz K \ P. Takoder je povezan crvenom bojom s
v iz pa iz z izlazi barem (25 —s—p—1)+2 =n—s—p+ 1 crvenih bridova. Kako je v vrh s najvise



istobojnih bridova, vrijedi p < si25—s—p+ 1 < s. Odavde imamo

26

264+1<254+p<3Is = s> 3

Stoga je s barem 9.

Drugo rjesenje.
Pretpostavimo suprotno, da svaki diplomat razgovara na istom jeziku s najvise 8 drugih diplomata.

Za uredenu trojku diplomata (z,y,z) kazemo da je dobra ako u toj trojci diplomat x razgovara s
preostalom dvojicom (y i z) na istom jeziku. Po uvjetu zadatka za svaka 3 diplomata mozemo nadi
redoslijed takav da uredena trojka s ta 3 diplomata bude dobra. Stoga dobrih trojki ima barem (235) =
2300.

Za, proizvoljnog diplomata x, neka je k broj jezika koje diplomat x koristi. Oznacimo s X; skup
preostalih diplomata s kojima x razgovara na i-tom jeziku i neka je x; broj diplomata u tom skupu,
i =1,...k, k € N. Pretpostavimo x; > x3 > --- > . Jasno je da je Z — 1z = 24. Takoder, ako
uzmemo bilo koja dva elementa iz skupa X;, x s njima ¢ini dobru trojku. Zato je broj dobrih trojki u
kojima je x na prvom mjestu

i=1 =1

l\.')lr—t

k k
Zxk-l-Za:k = —12+%in.
i=1

Promotrimo sada koliko ovaj izraz moze najviSe iznositi. Za to je potrebno na¢i maksimum od Zi-“:l xi,

uz uvjet da je Zlea:k=24i:ci<82asvakii=1,...,k.

Lema: Za a,b € Ny, t.d. @ > b vrijedi a® + b < (a + 1)2 + (b — 1)2.

Dokaz:
(a+1)*+(b-1)2=a’+2a+1+b>-2b+1=
=a?+b2+2(a—(b-1))
Kako je je a > b — 1, slijedi da je 2(a — (b — 1)) > 0, odakle slijedi tvrdnja. O

Primijetimo da ako iterativno primjenjujemo prethodnu lemu za dva broja a i b, dolazimo do brojeva
(a+b) i 0 ¢ija je suma kvadrata najveéa moguéa od brojeva koji u sumi daju a + b.

Analogno zaklju¢ujemo da uz uvjete Z 1T =241z < 8zasvaki¢ = 1,...,k je suma kvadrata
najveca ako je k =3 i x1 = xo = x3 = 8. Tada suma iznosi 3 - 82 =192.

To znadi da dobrih trojki s  na prvom mjestu ima najvise 3- (g) = 84. Kako je z proizvoljan diplomat,
zakljuCujemo da je maksimalan broj dobrih trojki 25-84 = 2100. To je kontradikcija jer smo na pocetku
zakljucili da po uvjetu zadatka postoji barem 2300 dobrih trojki. Stoga postoji diplomat koji na istom
jeziku razgovara s najmanje devet drugih diplomata.

Zadatak S-3.7. [40 bodova)

Neka je O srediSte opisane kruznice te I srediSte upisane kruZnice trokuta ABC. Upisana kruZnica
trokuta, ABC dira stranice AB, BC i C'A redom u to¢kama D, F'i F.

Neka je G teziste trokuta DEF'. DokaZi da se tocke I, O i G nalaze na istom pravcu.

Rjesenje.

Neka su X, Y i Z redom polovista lukova BC, CA i AB opisane kruznice trokuta ABC kao na slici.
Neka, je tocka P sjeciSte pravaca AX i YZ. Neka su «, 8 i v redom mjere kutova u vrhovima A, B i
C trokuta ABC.



Kako je X poloviste luka BC slijedi da se tocka X nalazi na simetrali kuta <BAC, tj. tocke A, I i X
su kolinearne. Sasvim analogno se dobije da su tocke B, I i Y te tocke C, I i Z kolinearne.

Koristenjem obodnih kutova na opisanoj kruznici trokuta ABC redom imamo

<PXZ = <AXZ = <ACZ = %
<CZP =<CZY =<CBY = g,
<XZC = <XAC = %
Uodimo da je
a+p o 0
<XZP=<XZC+<CZP=—— =90°— o =90° — <PXZ,

iz Gega slijedi da je trokut X PZ pravokutan. Posebno pravac AX je okomit na pravac Y Z.
Na isti nacin se pokaze da je BY okomito na X Z te CZ okomito na XY.

Iz prijasnjih okomitosti slijedi da visine trokuta XY Z leze na pravcima AX, BY i C'Z pa je zato tocka
I ortocentar trokuta XY Z.

Nadalje, uo¢imo da je pravac AX okomit na pravac EF jer je trokut AEF jednakokracan (|AE| =
|AF|) te je AX simetrala kuta <FAE.

Kako su pravci EF i Y Z okomiti na pravac AX slijedi da je Y Z paralelno s pravcem EF'.
Sasvim analogno je pravac XY paralelan s pravcem DE te pravac X Z paralelan s pravcem DF'.

Iz prethodnih paralelnosti imamo da su odgovarajuée stranice trokuta XY Z i DEF medusobno pa-
ralelne. Zbog toga postoji neka homotetija h s centrom u tocki H koja trokut XY Z slika u trokut
DEF.

Neka je tocka T teziste trokuta XY Z. Kako homotetija preslikava karakteristicne tocke prvog trokuta
u odgovarajuce karakteristi¢ne tocke drugog trokutu slijedi da se teziSte T trokuta XY Z se preslikava
u teziste G trokuta DEF'. Posebno to znaéi da su tocke T', G i H kolinearne.

Nadalje, srediste opisane kruznice trokuta XY Z je tocka O i ona se po homotetiji h slika u srediSte
opisane kruznice trokuta DEF §to je tocka I. Iz toga slijedi da su tocke O, I i H takoder kolinearne.



Napokon, kako je I ortocentar , O srediSte opisane kruznice te T teZiSte trokuta XY Z slijedi da se
tocke I, O i T nalaze na Eulerovom pravcu trokuta XY Z. Dakle, tocke I, O i T su takoder kolinearne.

Konacno, iz prethodnih kolinearnosti slijedi da se tocke O, I, T, G i H sve nalaze na istom pravcu iz
Cega slijedi tvrdnja zadatka.
Zadatak S-3.8. [45 bodova)

Neka je a cijeli broj i n prirodan broj. Dokazi da je zbroj

Xn: aD(k:,n)
k=1

djeljiv s n.
D(z,y) oznacava najveéi zajednicki djelitelj prirodnih brojeva z i y.
Rjesenje.
n
Zapisimo najprije pocetnu sumu Z aP®n) na drugaciji nacin.
k=1

U tu svrhu fiksirajmo prirodan broj d koji je djelitelj broja n i odredimo broj pribrojnika oblika a¢ koji
se javljaju u pocetnoj sumi. Za prebrojiti takve pribrojnike trebamo odrediti broj prirodnih brojeva
k < n takvih da je D(k,n) = d.

k k
Kako je D(k,n) = d slijedi da je tada D (3, g) = 1. Brojeva k < n takvih da je y relativno prosto s
n upravo ima (n)
— 1 1.
g "Preve I ey
Dakle, prema prethodnom imamo da je za svaki prirodan broj d | n broj pribrojnika a? u poéetnoj

n
sumi jednak ¢ <E> Time pocetnu sumu mozemo zapisati u obliku

zn: oPkn) — Z 0 (g) ol
k=1

dln

Dokazimo sada najprije tvrdnju zadatka za brojeve n oblika n = p* gdje je p prost broj, a k prirodan
broj, tj. dokazat ¢emo sljedeéu tvrdnju:

k

Lema: Suma Z %) (%) a? je djeljiva s p* za svaki prosti broj p i prirodan broj k.
d|p*

Dokaz leme: Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po k.

Za k =1 imamo da je

P a®=aP + (p—1)a =pa =0 (mod
d%}:w(d) (p—1a=p (mod p)

pri ¢emu smo u gornjem rac¢unu koristili Mali Fermatov teorem, tj. da je a? = a (mod p).

k
Pretpostavimo da je za neki prirodan broj k suma Z % (%) a? djeljiva s p* i dokaZimo da ista
d|p*
tvrdnja vrijedi i za k + 1.

Primjenom Eulerovog teorema imamo da je
o+ (p— l)apj = pa?’ (mod p'*1)

za svaki prirodan broj j.



Sada redom imamo

k+1 k+1 ,
2o (75Kt
d|p*+1 =0

k+1 _
= 4 - D+ 3 (o)
=2
k+1

_ k ; k+1—1
=pa® + jgcp (pz) aP

k+1

=pa? + Y pp ()
=2
k+1 Z

=pY (P )

=1
k .
=pY ¢ (p') @ =0 (mod pF+?),
=0

pri ¢emu smo u zadnjoj kongruenciji iskoristili pretpostavku da je suma
P k s
d ; —1
S (i)t = % e @)
d|p* =0
djeljiva s p*. O
Dokazimo konacno tvrdnju zadatka za sve prirodne brojeve n > 2 (za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi).

Neka je p prost djelitelj broja n te p® najveca potencija prostog broja p koja dijeli n. Tada djelitelje
od n moZemo particionirati u skupove oblika {d,dp,...,dp"} za svaki d | n takav da je D(d,p) = 1.
Time sada pocetnu sumu mozemo zapisati kao

Fon-ge(@)er= T [)sro(G)erero(de)ov]

dp

Prema prethodnoj lemi imamo da je

(0% (03

> o () 0" =3 ¢ (1°7*) (a?)" = 0 (mod p*)
pa iz prethodne jednakosti imamo da je onda takoder

Z aP®") =0 (mod p®).
k=1

n
Buduéi da je p bio proizvoljan djelitelj broja n iz prethodnog slijedi da je tada suma Z aPtkn) djeljiva
k=1
s n §to smo i trebali dokazati.

10



