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Kadeti (5. i 6. r. OS)

Zadaci i rjesenja

Zadatak K-5.1. [10 bodova]

Ucenici Petar i Juraj zamolili su uciteljicu da im kaZe koje su ocjene dobili iz testa iz matematike.
Utiteljica im je nato zadala sljedeéu zagonetku: ,vaSe ocjene su znamenke koje nedostaju u poljima
oznacenima slovima P (za Petra) i J (za Juraja) u sljedeéem pisanom mnozenju”.

3 9 [ ] - 3 []
] [P] 8 8

1 9 1
1 [ ] [J] 9 8

Pomozi Petru i Juraju da otkriju koje su ocjene dobili!

Rjesenje.
Primijetimo da je ovdje pisano mnoZenje s ,potpisivanjem ulijevo” Sto znaci da je 1191 rezultat

mnozenja 39|:| - 3 $to znaci da nakon dijeljenja 1191 i 3 dobivamo da je jedan od pocetnih faktora
397.

Prvi pribrojnik ispod crte ima zadnju znamenku 8 $to znaci da je to zadnja znamenka umnoska
397 - 3|:| pa slijedi da na to prazno mjesto moze doc¢i samo znamenka 4.

Bududéi da sada znamo kako treba pomnoziti brojeve 397 i 34, moZemo rekonstruirati ostatak pisanog
mnozenja:

3 9 [7] - 3 [4]
1] [5] & 8
9 1
9

1
+ 1 1

1 [3] [4]

Petar je dobio ocjenu 5, a Juraj ocjenu 4.

Zadatak K-5.2. [15 bodova]

Velika kocka sastavljena je od 64 identicne male bijele kocke. Ako pet strana velike kocke obojimo
zelenom bojom, koliko ée malih kocaka imati to¢no dvije zelene strane?

Rjesenje.

Bududéi da se velika kocka sastoji od 64 malih kocaka, jedan brid velike kocke ¢ine 4 male kocke.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754
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Po dvije zelene strane ima 4 - 3 = 12 malih kocaka na vertikalnim bridovima i 4 - 2 = 8 malih kocaka
na donjoj plohi. Ukupno, to¢no dvije zelene strane ima 20 malih kockica.

Video rjesenje.

Zadatak K-5.3. [20 bodova]

U nekom je razredu deset ucenika dobilo barem jednu peticu, osam ucenika barem dvije petice, sedam
uCenika barem tri petice i pet ucenika barem cetiri petice. Tri su ucenika dobila to¢no pet petica.
Nitko nije dobio vise od pet petica. Koliko su ukupno petica dobili ucenici tog razreda?

Prvo rjesenje.

Odredimo koliko je to¢no ucenika dobilo jednu, dvije, tri i éetiri petice. RjeSavamo unatrag. Pet uéenika
je dobilo barem cetiri petice. U tom broju su sadrzani ucenici koji su dobili to¢no Cetiri ili to¢no pet
petica (i samo oni). Kako nam je poznato da su tri ucenika dobila to¢no pet petica, zakljucujemo da
je b5 — 3 = 2 ucenika dobilo toc¢no cetiri petice.

Nastavljamo dalje. Sedam ucenika koji su dobili barem tri petice ¢ine uéenici koji su dobili to¢no tri
petice i ucenici koji su dobili barem Cetiri petice. Stoga je 7 — 5 = 2 ucenika dobilo toc¢no tri petice.

Istim postupkom zaklju¢ujemo da je 8 — 7 = 1 ucenik dobio to¢no dvije petice, a 10 — 8 = 2 ucenika
to¢no jednu peticu.

Konac¢no, mozemo izrac¢unati koliko je ukupno petica dobiveno:

1-242-143-24+4-245-3=24+24+6+8415=33.

Drugo rjesenje.

Brojimo direktno dobivene petice. Zamislimo da svakom uceniku za svaku peticu koju je dobio damo
po jedno ukraseno uskrsnje jaje, tj. pisanicu. Prebrojimo sada koliko pisanica ukupno imaju ucenici,
tako da ih postepeno stavljamo u jednu koSaru. Neka najprije svaki od deset ucenika koji su dobili
barem jednu peticu stavi u kosaru jednu od svojih pisanica.

Nakon toga neka osam ucenika koji su dobili barem dvije petice stavi po jednu pisanicu u koSaru.
Primijetimo da je to moguce, jer su svi oni do tada stavili samo jednu pisanicu u kosaru, dakle sigurno
im je ostala bar joS jedna za ubaciti u koSaru u ovom koraku. U kosari je tada 10 + 8 = 18 pisanica.

Nastavljamo dalje, tako da sedam ucenika koji su dobili barem tri petice stave po jednu pisanicu u
koSaru, nakon toga pet ucenika koji su dobili barem Cetiri petice stave po jednu pisanicu i na kraju
tri ucenika koji su dobili to¢no pet petica stave po jednu pisanicu u koSaru. Uocimo da su tada sve
pisanice u kosari, jer nitko nije dobio vise od pet pisanica i svi uCenici su stavili sve svoje pisanice u
kosaru.


https://youtu.be/m6jDx8LpHW0

Ukupni broj pisanica u koSari ¢e na kraju biti 10+ 8 + 7+ 5 + 3 = 33. Kako svaka pisanica odgovara
jednoj petici, ovo je trazeni ukupni broj petica koji su ucenici dobili.

Zadatak K-5.4. [25 bodova)

Umnozak bilo koja dva od brojeva 30, 72 i n je djeljiv s tre¢im brojem. Koja je najmanja moguca
vrijednost prirodnog broja n?

Rjesenje.

Buduéi da n mora biti djelitelj od 30-72, a 30-72 = 24-33.5 u rastavu na proste faktore, zaklju¢ujemo
da n u svom rastavu na proste faktore nema viSe od Cetiri faktora 2, vise od tri faktora 3 i vise od
jednog faktora 5, a nema ni neke druge proste faktore osim 2, 3 i 5.

Buduéi da 30 = 2 - 3 - 5 mora biti djelitelj od 72n, a 72n = 23 - 32 . n, zakljuéujemo da n mora u svom
rastavu na proste faktore imati barem jedan faktor 5 Sto znaci da ima toc¢no jedan faktor 5.

Bududéi da 72 = 23 - 32 mora biti djelitelj od 30n, a 30n = 2- 3 -5 - n, zakljuéujemo da n mora u svom
rastavu na proste faktore imati barem dva faktora 2 i jedan faktor 3.

Dakle, n mora biti viSekratnik broja 22 - 3 - 5, a kako trazimo najmanju vrijednost od n, slijedi da je
n=2%.3.5=60.

Zadatak K-5.5. [30 bodova]

Dvojica gusara pronasla su na pustom otoku sanduk pun zlatnika, srebrnjaka i bakrenjaka. Prebrojili
su sve tri vrste novéi¢a i utvrdili da je najviSe srebrnjaka, a najmanje bakrenjaka. PoSto nisu znali
kako da medusobno raspodijele blago, odlucili su raspodjelu prepustiti sudbini. Zapisali su sve moguce
raspodjele novéiéa na zasebne papiriée (uklju¢ujuéi i one raspodjele pri kojima jedan od gusara ne
dobije niti jedan novéié pojedine vrste) i nasumicéno izvukli jedan. Sudbina je odluéila biti pravedna i
raspodijelila je sve nov¢i¢e ravnomjerno medu njima.

Ako im je trebalo ukupno 1955 papiriéa, koliko je nov¢iéa svake vrste dobio svaki gusar?
Rjesenje.
Oznacimo sa z broj zlatnika u sanduku, sa s broj srebrnjaka i s b broj bakrenjaka.

U bilo kojoj raspodjeli prvi gusar moze dobiti od 0 do z zlatnika, od 0 do s srebrnjaka i od 0 do
b bakrenjaka. To je z + 1 moguénosti za broj dobivenih zlatnika prvog gusara, s + 1 moguénosti
za broj dobivenih srebrnjaka i b + 1 moguénosti za broj dobivenih bakrenjaka. Jasno je da je svaka
raspodjela novéic¢a jednozna¢no odredena brojem nov¢iéa koje dobije prvi gusar (jer drugi dobije toéno
sve preostalo).

Ukupni broj moguéih raspodjela stoga iznosi (z + 1) - (s + 1) - (b+ 1). Buduéi da je bilo ukupno 1955
mogudih raspodjela (svaka raspodjela na jednom papiriéu), vrijedi:

(z4+1)-(s+1)-(b+1) =1955.
Rastavom broja 1955 na proste faktore dobiva se 1955 =5 -7 - 53 pa je

(z+1)-(s+1)-(b+1)=5-17-23.

Buduéi da srebrnjaka ima najviSe, slijedi s + 1 = 23, tj. s = 22.
Najmanje ima bakrenjaka pa je b+ 1 =15, tj. b =4.
Promatrajuéi zlatnike imamo z + 1 = 17, tj. z = 16.

Kako je raspodjela bila ravnomjerna, svaki gusar je dobio 11 srebrnjaka, 2 bakrenjaka i 8 zlatnika.



Zadatak K-5.6. [35 bodova]

Stranica AB pravokutnika ABCD dvostruko je dulja od stranice BC. Na stranici AB odabrana je
tocka E takva da veli¢ina kuta <DE A bude jednaka veli¢ini kuta <CED. Kolika je veli¢ina tog kuta?

Rjesenje.

Skica:

oo}

U
i

Q

Prema uvjetima zadatka, kutovi <DFA i <CED su sukladni. Oznac¢imo s « veli¢ine tih kutova.

Buduéi da je DE presje¢nica paralelnih stranica pravokutnika AB i CD, kutovi <DEA i <EDC su
sukladni pa je a = |<EDC|.

Buduéi da trokut CED ima dva kuta sukladna, on je jednakokra¢an i vrijedi |CD| = |CE|. Kako je
|AB| = 2|BC)|, slijedi i |CD| = 2|BC| te |CE| = 2|BC|.

Neka je C’ osnosimetri¢na slika tocke C' s obzirom na AB. Tada je |BC| = |BC’| te iz toga slijedi
|CE| =|CC'|.

Kako je E tocka na simetrali duzine CC’, ona je jednako udaljena od to¢aka C'i C’ pa je |CE| = |C'E|.
Dakle, trokut CEC' je jednakostrani¢an.

Jednakostranic¢ni trokut ima sva tri kuta jednake veli¢ine i to 60°. U jednakostrani¢énom trokutu visina
pripada simetrali kuta, stoga EB prepolavlja kut <CEC’, odakle zakljuéujemo da je |<<BEC| = 30°.

Kako je zbroj veli¢ina kutova <DEA, <CED i <BEC jednak 180° (¢ine ispruzeni kut), slijedi da je
2a. 4 30° = 180°, odakle je konacno o = 75°.

Zadatak K-5.7. [40 bodova]

Koliko Sesteroznamenkastih brojeva sadrzi barem jednu znamenku 1 ili barem dvije znamenke 2 ili
barem tri znamenke 3 ili barem Cetiri znamenke 4 ili barem pet znamenki 57

Rjesenje.

Rjesenje ovog zadatka se sastoji od dva velika dijela. Najprije ¢emo pojedinacno prebrojati koliko
postoji Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem n znamenki n, gdje je n =1,2,3,4 i 5. Nakon



toga ¢emo kombinirati dobivene pojedinacne rezultate u konacni rezultat, pazeci da svaki trazeni broj
brojimo to¢no jednom.

n = 1 (broj Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem jednu znamenku 1):

Ovdje ve¢ moZemo upasti u zamku ako krenemo ,,direktno” prebrojavati. Recimo da razmisljamo kako
slijedi. U Sesteroznamenkastom broju trebamo imati barem jednu jedinicu. Njeno mjesto moZemo
odabrati na 6 nacina. Ostalih 5 znamenki moZemo odabrati proizvoljno (osim prve koja ne smije
biti nula, ali zanemarimo to sada), pa imamo ukupno 6 - 10° = 600000 brojeva u ovom slu¢aju. No,
primijetimo da smo broj 111111 ovakvim brojanjem prebrojali jako puno puta, umjesto smao jednom!
Sliéno vrijedi za sve brojeve u kojima imamo vise od jedne jedinice, jer ih brojimo kao nove brojeve
svaki put kada promijenimo poziciju znamenke 1 koju brojimo prvu.

U ovakvoj situaciji je Cesto lakSe prebrojati trazene brojeve metodom komplementa. Naime, lakSe nam
je ispravno prebrojati koliko Sesteroznamenkastih brojeva ne sadrzi niti jednu znamenku 1. Primijetimo
da je to toc¢no ,suprotan” skup brojeva od onog koje stvarno zelimo prebrojati. Zato ¢emo preko njega
modi odrediti i koliko brojeva zadovoljava svojstvo koje Zelimo.

Brojimo dakle koliko Sesteroznamenkastih brojeva ne sadrzi niti jednu znamenku 1. Prva znamenka
takvog broja moze biti bilo koja iz skupa {2, 3,4, ..., 9}, S$to je 8 moguénosti. Preostale znamenke mogu
biti bilo koje iz skupa {0, 2, 3,4, ..., 9}, $to je 9 moguénosti za svaku od preostalih pet znamenki. Dakle,
postoji 8 - 95 = 472392 Sesteroznamenkastih brojeva koji ne sadrze niti jednu znamenku 1.

Sesteroznamenkastih brojeva ukupno ima 9 - 10° = 900000, pa zaklju¢ujemo da Sesteroznamenkastih
brojeva koji sadrze barem jednu znamenku 1 ima 900000 — 472392 = 427608.

n = 2 (broj Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem dvije znamenke 2):

I ovdje ¢emo se posluziti metodom komplementa. Komplementarno svojstvo zadanom je sljedece:
Sesteroznamenkasti brojevi koji sadrZze najviSe jednu znamenku 2. Prebrojavanje ¢emo podijeliti na
dva medusobno odvojena slucaja: Sesteroznamenkasti brojevi koji nemaju znamenku 2 i oni koji sadrze
to€no jednu znamenku 2.

Kao i u prethodnom sluéaju, broj Sesteroznamenkastih brojeva koji ne sadrze znamenku 2 je 8 - 95 =
472392.

Prebrojimo sada koliko Sesteroznamenkastih brojeva sadrzi to¢no jednu znamenku 2. Kako je prva
znamenka posebna (jer ne smije biti nula), izdvojimo sluéaj kada je znamenka 2 na prvom mjestu. U
tom sludaju postoji 9° = 59049 razli¢itih brojeva, jer preostale znamenke mogu biti bilo koje iz skupa
{0,1,3,4,...,9}. Ako znamenka 2 nije na prvom mjestu, imamo 5 moguénosti za njenu poziciju. Za
prvu znamenku imamo 8 moguénosti (ne smije biti 0 ni 2), a za preostale Cetiri znamenke imamo po
9 moguénosti, pa stoga ukupno u ovom slu¢aju imamo 5 - 8 - 9* = 262440 razli¢itih brojeva. Dakle,
ukupno je 59049 + 262440 = 321489 Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze tocno jednu znamenku
2.

Konacno, Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze najvise jednu znamenku 2 ima 472392 + 321489 =
793881. Metodom komplementa zaklju¢ujemo da broj Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem
dvije znamenke 2 iznosi 900000 — 793881 = 106119.

n = 3 (broj Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem tri znamenke 3):

Koristimo ponovno metodu komplementa. Prema rezultatu iz prethodnog koraka (jer sama vrijednost
znamenke nije vazna) znamo da Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrZze najviSe jednu znamenku 3
ima 793881. Ostaje prebrojati koliko Sesteroznamenkastih brojeva sadrzi toéno dvije znamenke 3.

Izdvojimo ponovno one brojeve u kojima je jedna od znamenki 3 na prvom mjestu. Druga znamenka
3 moZe biti na bilo kojem od preostalih pet mjesta, a svaka od preostale Cetiri znamenke moze biti
bilo koja iz skupa {0, 1,2,4,5,...,9}. Stoga je ovom sludaju 5 - 9* = 32805 brojeva.

Ako na prvom mjestu nije znamenka 3, tada dvije znamenke 3 mozemo rasporediti na % = 10



nacina. Naime, prvu znamenku 3 mozZemo staviti na pet mjesta, a drugu onda na cetiri mjesta. No,
time smo duplo prebrojali svaki broj, jer na ovaj nac¢in brojimo uzimajuéi u obzir raspored znamenki
(ilustrativno, AB i BA brojimo kao dva broja), medutim kako su znamenke jednake, njihovi razli¢iti
rasporedi ne mijenjanju konacni broj. Prvu znamenku biramo na 8 nacina, a preostale tri znamenke
svaku na po 9 nacdina. Ukupni broj u ovom sludaju je 10 - 8 - 93 = 58320.

Dakle, ukupno je 32805+58320 = 91125 Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze to¢no dvije znamenke
3.

Konacno, Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze najviSe dvije znamenke 3 ima 793881 + 91125 =
885006. Metodom komplementa zakljucujemo da broj Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem
tri znamenke 3 iznosi 900000 — 885006 = 14994.

n = 4 (broj Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem Cetiri znamenke 4):

Ovdje mozemo prijeéi na direktno prebrojavanje, umjesto indirektnog prebrojavanja preko komple-
menta, jer imamo samo tri medusobno odvojene grupe brojeva za prebrojati: oni koji sadrze to¢no
Cetiri, pet ili Sest znamenki 4.

Prebrojimo koliko ima Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze to¢no Cetiri znamenke 4. Ponovno
izdvajamo posebno slucaj kada je prva znamenka 4. Tada preostale tri znamenke 4 mozemo rasporediti
na pet slobodnih mjesta na % = 10 nadina (imamo 5 moguénosti za prvu znamenku 4, 4 moguénosti
za drugu i 3 moguénosti za treéu, te ne razlikujemo razliéite redoslijede znamenki). Preostale dvije
znamenke mogu biti bilo koje iz skupa {0, 1,2,3,5,...,9}. Stoga je u ovom sluéaju ukupno 10-9? = 810

razli¢itih brojeva.

Ako na prvom mjestu nije znamenka 4, tada Cetiri znamenke 4 moZemo rasporediti na 5 nacina na
preostalih pet mjesta (odabiremo jedno mjesto na koje ne ide znamenka 4). Prvu znamenku biramo iz
skupa {1,2,3,5,...,9}, a preostalu iz skupa {0,1,2,3,5,...,9}. Ukupni broj brojeva u ovom sluéaju
je 5-8-9 = 360. Stoga je konacni broj Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze to¢no Cetiri znamenke
4 jednak 810 + 360 = 1170.

Prebrojimo sada koliko Sesteroznamenkastih brojeva sadrzi toéno pet znamenki 4. Ako je prva zna-
menka 4, tada preostale Cetiri znamenke 4 mozemo rasporediti na 5 nacina na preostalih 5 mjesta, a
preostala znamenka moZe biti bilo koja iz skupa {0, 1,2,3,5,...,9}, pa u ovom sluéaju postoji ukupno
5-9 = 45 brojeva. Ako prva znamenka nije 4, tada je ona bilo koja iz skupa {1,2,3,5,...,9}, Sto znaci
da u ovom slu¢aju postoji 8 brojeva. Sve zajedno, postoji 45 + 8 = 53 Sesteroznamenkastih brojeva
koji imaju toCno pet znamenki 4.

Na kraju, jasno je da postoji samo jedan Sesteroznamenkasti broj koji ima to¢no 6 znamenki 4.
ZakljuCujemo da traZenih Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem cetiri znamenke 4 ima 1170+
53 +1=1224.

n =5 (broj Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem pet znamenki 5):

Prema rezultatu iz prethodnog odjeljka, znamo da postoji 53 Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze
tocno pet znamenki 5. Zajedno s jednim brojem koji se sastoji od samih znamenki 5, zakljucujemo da
postoji ukupno 54 Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem pet znamenki 5.

Ovime je zavrSen prvi dio rjeSenja, tj. odredivanje pojedina¢nog broja Sesteroznamenkastih brojeva koji
zadovoljavaju jedan od traZenih uvjeta. Sada Zelimo odrediti koliko brojeva postoji koji zadovoljavaju
barem jedno od tih svojstava. PoteSkoca na koju sada nailazimo je da neki brojevi zadovoljavaju vise
svojstava i stoga bismo ih viSe puta prebrojali ako bismo samo zbrojili dobivene brojeve.

Kako bismo toc¢no izbrojili trazene brojeve, uvodimo skupove brojeva koji zadovoljavaju trazena svoj-
stva. Neka je dakle sa S; oznacen skup svih Sesteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem jednu
znamenku 1. Analogno oznaéimo i ostale skupove, dakle sa Sa, S3, Sy i S5. Veli¢ina skupa (broj nje-
govih elemenata) oznacava se vertikalnim crtama |- |. Iz prethodnih izrac¢una smo dobili da vrijedi
|S1| = 427608, |Sa2| = 106119, |Ss| = 14994, |Sy| = 1224, |S5| = 54.



Prikazimo sada ilustrativno skupove kao krugove i to tako da sugestivno oznac¢imo kada se neki skupovi
»breklapaju”, tj. sadrze isti broj — kazemo da skupovi imaju presjek. Ovakva slika naziva se Vennov
dijagram.

Prokomentirajmo malo zasto Vennov dijagram izgleda bas ovako. Skup S7 ima presjek sa svim pre-
ostalim skupovima. Skup Sy ima presjek sa svim preostalim skupovima, osim sa skupom S5. Naime,
Sesteroznamenkasti broj koji bi bio istovremeno u skupovima Ss i S5 bi trebao imati najmanje dvije
znamenke 2 i najmanje pet znamenki 5 — no, taj broj bi se tada sastojao od najmanje sedam zname-
naka, a to je nemoguce. Skup S3 ima presjek sa skupovima S7 i So. Vazno je za primijetiti da ova tri
skupa imaju zajednicki presjek, u koji pripadaju Sesteroznamenkasti brojevi koji se sastoje od jedne
znamenke 1, dvije znamenke 2 i tri znamenke 3. Skup S4 ima presjek sa skupovima 57 i S3. Ovdje je
zanimljivo i vazno primijetiti da ova tri skupa nemaju zajednicki presjek, jer bi se broj iz tog presjeka
trebao sastojati od najmanje 14+ 2+4 = 7 znamenaka. Konac¢no, skup S5 ima presjek samo sa skupom
S1.

Sada dolazi zanimljiv dio zadatka. Trebamo odrediti koliko brojeva ukupno sadrze skupovi S7, So, Ss,
S4 1 S5. Rekli smo veé da je poteskocéa u odredivanju ovog broja ¢injenica da se neki brojevi pojavljuju
u viSe od jednog skupa te da stoga moramo paziti da ih ne prebrojimo vise od jednom. U tome ée
nam pomodi na§ Vennov dijagram. Brojat ¢emo postepeno i na dijagramu oznacavati koliko puta smo
prebrojali elemente pojedinog dijela skupova.

Neka broj Z sadrzava trenutni broj elemenata koji smo prebrojali. Na dijagramu oznac¢imo koliko puta
smo prebrojali svaki element u odredenom podrucju. Na pocetku brojanja je Z = 0 i svi brojevi na
dijagramu su nula.



U prvom koraku prebrojimo sve elemente skupa Si, pa je tada Z = 0 + |S1| = |Si|. Dijagram s
broja¢ima sada izgleda ovako:

U drugom koraku prebrojimo sve elemente skupa Sz, pa je tada Z = |Si| + |S2|. Buduéi da elemente



iz presjeka skupova S; i S2 brojimo po drugi put, dijagram s brojacima sada izgleda ovako:

Sada nam je jasno $to ¢e se dogadati, pa mozemo razmotriti situaciju nakon $to pribrojimo elemente
preostalih skupova Ss, Sy i S5. Tada je Z = |S1| + |S2| + |S3| + |Sa| + |S5], a dijagram izgleda ovako:




Cilj nam je da svaki brojac bude na 1, jer to znaci da smo elemente iz tog podrucja dijagrama prebrojali
tocno jednom. Stoga sada moramo smanjiti sve brojace veée od 1. To postizemo tako da od broja Z
oduzimamo broj brojeva koji su u presjeku nekih skupova. Oduzmimo najprije broj brojeva koji su u
presjeku skupova S; i S — oznacimo taj skup sa S 2. Tada je Z = |S1|+|S2|+|S3|+|S4| +|S5] —|S1,2],
a dijagram s broja¢ima postaje:

Primijetimo da je i dijagram iz zajednickog presjeka skupova S7, S2 i S3 u prethodnom koraku smanjen
za jedan, jer je on dio presjeka skupova Sj i S. Nakon Sto istim postupkom izbacimo sve presjeke po
dva skupa, vrijedi Z = |S1|+|S2|+ |S3| +|Sa| +|S5| — |S1,2] — |S1,3] — |S2,3] — |S2,4] — |S1,5/, & dijagram
izgleda ovako:
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Primijeéujemo da je broja¢ za podruéje S12,3 ovim postupkom doSao na vrijednost 0, jer smo elemente
iz tog podruéja najprije prebrojali tri puta (po jednom za svaki od skupova S;, Sz i 53), a potom oduzeli
takoder tri puta (po jednom za svaki presjek S; 2, S131 S23). Stoga u posljednjem koraku nasem broju
Z trebamo pribrojiti vrijednost |S 2.3|. Kona¢no dakle vrijedi

Z = |S1] + [S2] + |S5| + |Sa] + [S5] = |S1,2] = |S1,3] = |92,3] = |92.4] = |51, + |S1,23];

a dijagram je napokon ,ispravan”:
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Ovime smo dosli do ¢uvene FUI formule — formula ukljucivanja i isklju¢ivanja. Preostaje nam jos
odrediti veli¢ine presjeka skupova.

Idemo redom. Odredimo veli¢inu skupa Si 2, dakle odredimo broj Sesteroznamenkastih brojeva koji
istovremeno imaju barem jednu znamenku 1 i barem dvije znamenke 2. Podijelimo ih na 10 skupina s
obzirom na to koliko to¢no znamenki 1 i 2 imaju. Svaku od tih skupina prebrojimo na nacin analogan
prethodnim prebrojavanjima. Primjerice, odredimo broj brojeva koji sadrze to¢no dvije jedinice i dvije
dvojke. Podijelimo ih najprije s obzirom na to je li ijedna od tih znamenki na prvom mjestu ili nije. U
slucaju da je neka od tih znamenki na prvom mjestu, preostale mozemo rasporediti na preostalih pet

mjesta na % = 10 nacina (ponovno ne uzimamo u obzir raspored, bar za sada), a dvije preostale
znamenke biramo svaku iz skupa {0, 3,4,...,9}, dakle na 8 naina. Jo§ trebamo uzeti u obzir da

znamenke 1,1, 2,2 moZemo poredati na 321 = 6 nacina (najprije ih poredamo kao da su sve razli¢ite

na 4-3-2-1 nacina, a onda podijelimo s brojem nacina da iste znamenke rasporedimo, $to je po dva
nadina za svaku znamenku). Dakle, u ovom sluéaju imamo 10-82-6 = 3840 brojeva. Ako znamenke 1i 2
nisu na prvom mjestu, tada ih mozemo rasporediti na 5 nacina na neka cCetiri od preostalih pet mjesta,
pa je broj takvih brojeva 5-7-8-6 = 1680. Ukupno je dakle 3840 + 1680 = 5520 Sesteroznamenkastih
brojeva koji sadrze to¢no dvije znamenke 1 i to¢no dvije znamenke 2.

Velic¢ine svih skupina su sljedece:

broj znamenki 2
broj znamenki 1 2 3 415
1 28800 | 3680 | 235 | 6
2 5520 | 470 | 15 | 0
3 470 20 0 |0
4 15 0 0 |0

Ukupno je stoga |S1,2| = 39231.

Tablica za skup S1 3 je samo dio tablice za S; 2, jer same vrijednosti znamenki ne mijenjaju broj:

12



broj znamenki 3
broj znamenki 1 3 409
1 3680 | 235 | 6
2 470 | 15 | 0
3 20 0 |0

Ukupno je stoga |S1,3| = 4426.

Analognim postupkom dobijemo i S14 = 256, S15 = 6, S2.3 = 505, Sz 4 = 15. Veli¢inu skupa 5123
izracunamo kao broj svih rasporeda znamenki 1,1,1,2,2 i 3, koji iznosi % = 60.

Na kraju krajeva, trazeni broj iznosi

Z = 427608 + 106119 4 14994 + 1224 4 54 — 39231 — 4426 — 256 — 6 — 505 — 15 + 60 = 505620.

Zadatak K-5.8. [45 bodova]

Na 15 polja ploce dimenzija 4 X 4 nalaze se Zetoni, a jedno polje je prazno. Anton nizom poteza pokusava
s ploce ukloniti Sto viSe Zetona. U svakom potezu on odabire tri uzastopna polja (u horizontalnom ili
vertikalnom smjeru), uzima Zetom s prvog polja, preskade njime Zeton na drugom polju i stavlja prvi
Zeton na treée polje (do tada prazno), a drugi (preskoceni) Zeton uklanja s ploce (vidi sliku).

XY —> X

Odredi koja sve polja ploce mogu na pocetku biti prazna kako bi Anton mogao postiéi da na kraju na
plodi ostane samo jedan Zeton.

Rjesenje.

Uocimo da svakim potezom, tj. preskakanjem i uklanjanjem Zetona, nestane Zeton s polja s kojega je
krenuo skok i nestane Zeton koji je preskocen, a pojavi se Zeton na mjestu koje je do tada bilo prazno.
Stoga mozemo zakljuciti kako s obzirom na promjenu broja Zetona u jednom potezu postoje tri vrste

polja. Dakle, ima smisla obojiti plo¢u s 3 razliCite boje, i to tako da svaka tri uzastopna polja ploce
budu obojena u tri razli¢ite boje.

Sada primjeéujemo da se kod ovakvog bojanja u svakom potezu ukupan broj Zetona koji se nalaze na
neke dvije boje smanji za toc¢no 1, a ukupan broj Zetona na trecoj boji se poveéa za tocno 1. Iz toga
slijedi da se u svakom potezu promijeni parnost ukupnog broja Zetona na svakoj pojedinoj boji.
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Kako je na pocetku na ploci 15 Zetona, ako Anton uspije zavrsiti sa samo jednim Zetonom na plodi,
znamo da je napravio ukupno 14 poteza. Zakljucujemo da ¢e parnost ukupnog broja Zetona na svakoj
pojedinoj boji na kraju biti jednaka kao i na pocetku.

Uocimo da je 6 polja plo¢e obojeno u crveno, a po 5 polja u plavo i zeleno. Buduéi da na kraju ostaje
samo jedan Zeton na cijeloj ploci, broj Zetona na neke dvije boje na pocetku mora biti paran, a na
preostaloj boji broj Zetona mora biti neparan. Primijetimo sada da nije moguée da istovremeno na
plavoj i zelenoj boji imamo po paran broj Zetona na pocetku, jer bi tada barem po jedno plavo i
zeleno polje ostalo prazno, a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je na pocetku samo jedno polje ploce
prazno.

Zakljuujemo da na crvenim poljima pocetni broj Zetona mora biti paran. No, tada na svim crvenim
poljima na pocetku mora biti postavljen Zeton, jer bi u suprotnom barem dva crvena polja bila prazna.
Prazno polje stoga moze biti plave ili zelene boje.

Primijetimo sada da rotacijom ploce za 90° dobijemo ponovno bojanje koje zadovoljava svojstvo da su
svaka tri uzastopna polja obojena u tri razlicite boje. Stoga istim zakljucivanjem zakljucujemo da i pri
ovakvom bojanju sva crvena polja moraju biti popunjena. Zakljucujemo da prazno polje na pocetku
jedino moze biti neko polje na rubu ploce koje nije kut ploce.

Sljedeéa konstrukcija pokazuje da u tom sluaju Anton zaista moze postiéi da na kraju na ploc¢i ostane
samo jedan Zeton (na slici).
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MEDO 2025./2026.

Peto kolo L00men
28. ozujka 2026.

Juniori (7. i 8. r. OS)

Zadaci i rjeSenja

Zadatak J-5.1. [10 bodova]

U nekom je razredu deset ucenika dobilo barem jednu peticu, osam ucenika barem dvije petice, sedam
ucenika barem tri petice i pet ucenika barem cCetiri petice. Tri su ucenika dobila to¢no pet petica.
Nitko nije dobio viSe od pet petica. Koliko su ukupno petica dobili ucenici tog razreda?

Prvo rjesenje.

Odredimo koliko je to¢no ucenika dobilo jednu, dvije, tri i Cetiri petice. RjeSavamo unatrag. Pet ucenika
je dobilo barem cetiri petice. U tom broju su sadrzani ucenici koji su dobili to¢no Cetiri ili to¢no pet
petica (i samo oni). Kako nam je poznato da su tri ucenika dobila to¢no pet petica, zaklju¢ujemo da
je 5 — 3 = 2 ucenika dobilo toc¢no cetiri petice.

Nastavljamo dalje. Sedam ucenika koji su dobili barem tri petice ¢ine ucenici koji su dobili to¢no tri
petice i ucenici koji su dobili barem Cetiri petice. Stoga je 7 — 5 = 2 ucenika dobilo toc¢no tri petice.

Istim postupkom zakljucujemo da je 8 — 7 = 1 ucenik dobio to¢no dvije petice, a 10 — 8 = 2 ucenika
to¢no jednu peticu.

Konacno, mozemo izracunati koliko je ukupno petica dobiveno:

1-242-14+3-2+4-24+5-3=2+2+6+84+15=33.

Drugo rjesenje.

Brojimo direktno dobivene petice. Zamislimo da svakom uceniku za svaku peticu koju je dobio damo
po jedno ukrasSeno uskrsnje jaje, tj. pisanicu. Prebrojimo sada koliko pisanica ukupno imaju ucenici,
tako da ih postepeno stavljamo u jednu kosaru. Neka najprije svaki od deset ucenika koji su dobili
barem jednu peticu stavi u kosaru jednu od svojih pisanica.

Nakon toga neka osam ucenika koji su dobili barem dvije petice stavi po jednu pisanicu u kosaru.
Primijetimo da je to mogude, jer su svi oni do tada stavili samo jednu pisanicu u kosaru, dakle sigurno
im je ostala bar jo$ jedna za ubaciti u kosaru u ovom koraku. U kosari je tada 10 + 8 = 18 pisanica.

Nastavljamo dalje, tako da sedam ucenika koji su dobili barem tri petice stave po jednu pisanicu u
koSaru, nakon toga pet uCenika koji su dobili barem Cetiri petice stave po jednu pisanicu i na kraju
tri ucenika koji su dobili to¢no pet petica stave po jednu pisanicu u kosaru. Uoc¢imo da su tada sve
pisanice u kosari, jer nitko nije dobio vise od pet pisanica i svi ucenici su stavili sve svoje pisanice u
kosaru.

Ukupni broj pisanica u koSari ¢e na kraju biti 10+ 8 4+ 7+ 5 + 3 = 33. Kako svaka pisanica odgovara
jednoj petici, ovo je trazeni ukupni broj petica koji su ucenici dobili.

Zadatak J-5.2. [15 bodova]

Koje su godine rodene osobe koje ée tijekom 2026. godine navrsiti onoliko godina koliki je zbroj
znamenaka godine njihovog rodenja?


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Rjesenje.
Ako je neka osoba rodena godine x, tada ona 2026. godine navrsava 2026 — x godina.

Ako je osoba rodena u 20. stoljeéu, tada je rodena godine 19ab i vrijedi:
2026 —19ab=1+9+a+b
2026 — 1900 — 10a —b=10+a+b
116 = 11a + 2b
Kako je broj na lijevoj strani jednakosti paran, tako i broj na desnoj strani mora biti paran pa a

parna znamenka, no za najveéi moguéi a = 8 imamo 2b = 28, tj. b = 14, a b nije znamenka. Tako da
mogucénost da je osoba rodena u 20. stolje¢u otpada.

Zbog sli¢nog razloga otpada moguénost da je osoba rodena i u nekom stolje¢u prije dvadesetog. Naime,
uocimo da se, rjesavajuéi na isti nacin kao i prije, broj na lijevoj strani jednakosti povecava, a izraz
1la + 2b < 117 za sve moguce a i b.

Stoga, ako rjeSenje postoji, osoba mora biti rodena u 21. stolje¢u, odnosno godina njezinog rodenja je
oblika 20ab. Vrijedi:

2026 —20ab=24+0+4+a+b
2026 — 2000 —10a —b=2+a+b
24=11a+2b

Slicnim argumentom kao i prije zaklju¢ujemo da a mora biti parna znamenka pa je a = 2. Dakle,
b=1.

TraZena godina rodenja je 2021. godina.

Zadatak J-5.3. [20 bodova)

Stranica AB pravokutnika ABCD dvostruko je dulja od stranice BC. Na stranici AB odabrana je
tocka E takva da veli¢ina kuta <DFE A bude jednaka velic¢ini kuta <CED. Kolika je veli¢ina tog kuta?

Rjesenje.

Skica:

«

w

U
Y

Q



Prema uvjetima zadatka, kutovi <AED i <DEC su sukladni. Ozna¢imo s « veli¢ine tih kutova.

Buduéi da je DE presje¢nica paralelnih stranica pravokutnika AB i CD, kutovi <AED i <CDE su
sukladni pa je a = |[<CDE|.

Buduéi da trokut DEC ima dva kuta sukladna, on je jednakokracan i vrijedi |CD| = |CE|. Kako je
|AB| = 2|BC)|, slijedi i |CD| = 2|BC| te |CE| = 2|BC|.

Neka je C” osnosimetri¢na slika tocke C' s obzirom na AB. Tada je |BC| = |BC’| te iz toga slijedi
|CE| =|CC'|.

Kako je E tocka na simetrali duzine CC’, ona je jednako udaljena od toéaka C'i C' pa je |CE| = |C'E]|.
Dakle, trokut CEC’ je jednakostranican.

Jednakostranic¢ni trokut ima sva tri kuta jednake veli¢ine i to 60°. U jednakostrani¢nom trokutu visina
pripada simetrali kuta, stoga EB prepolavlja kut <CEC’, odakle zaklju¢ujemo da je |<CEB| = 30°.

Kako je zbroj veli¢ina kutova <AED, <DEC i <CEB jednak 180° (¢ine ispruzeni kut), slijedi da je
2a + 30° = 180°, odakle je konac¢no o = 75°.

Zadatak J-5.4. [25 bodova]

Odredi prirodne brojeve n i k za koje su to¢no tri od sljedece Cetiri izjave istinite:
1) n+1 je djeljivs k
2) n=2k+5

3) n+ k je djeljivs 3

4) n + Tk je prost broj.

Rjesenje.

Trazimo parove izjava koje ne mogu istovremeno biti istinite.

Primijetimo da u 2. izjavi dodavanjem k na obje strane dobivamo n+k = 3k+5 $to znaci da n+k nije
djeljiv s 3, no 3. izjava tvrdi da n + k je djeljiv s 3. Te dvije izjave ne mogu biti istovremeno istinite.

Takoder, ako je n + k djeljiv s 3, moZemo to zapisati u obliku n + k = 3m, m € N. Uvrstavanjem u
izraz iz 4. izjave nam daje n + 7k = 3m + 6k = 3(m + 2k) (m + 2k € N, m + 2k > 1) $to znadi da je
taj izraz djeljiv s 3, a 4. izjava kaze da je n + Tk prost broj, tako da ni te dvije izjave ne mogu biti
istovremeno istinite.

To znadi da je 3. izjava ta koja mora biti lazna.

Dodavanjem broja 1 na obje strane izraza iz 2. izjave dobivamo n+ 1 = 2k 4 6, a kako prema 1. izjavi
k dijeli n + 1, mora vrijedi i da k dijeli 2k + 6 pa slijedi da k dijeli 6. Stoga je k € {1,2, 3,6}.

Uvrstavamo moguce vrijednosti za k u izraz iz 2. izjave.

Za k =1 je n =17, no 4. izjava tada nije istinita jer 14 nije prost broj.
Za k =2 je n =9 i tada su istinite 1. i 4. izjava.

Za k = 3 je n = 11, no 4. izjava tada nije istinita jer 32 nije prost broj.
Za k =6 je n =17 i tada su istinite 1. i 4. izjava.

Dakle, rjesenja su (n, k) € {(9,2), (17,6)}.

Zadatak J-5.5. [30 bodova]
Neka je PQRS paralelogram u kojemu vrijedi |PQ| = 2|QR)|. Neka je tocka M poloviste stranice PQ



i tocka N noziSte okomice iz vrha R na pravac PS.
Dokazi da vrijedi |[<QMN| =3 - |<PNM|.
Rjesenje.

Skica:

Tockom M nacrtajmo pravac p koji je paralelan s pravcem PN. Neka je K tocka presjeka pravca p i
stranice RS, a tocka L presjek pravca p i pravca RN.

Vrijedi da je p L RN jer je paralelan s pravcem PN koji je okomit na pravac RN. Tada je |<PNR| =
|<MLR| = 90°. Takoder je i |<PNM| = |<LMN]| jer su to sukladni kutovi uz presje¢nicu paralelnih
pravaca PN i p.

Nadalje, Cetverokut MQRK je romb pa vrijedi |<<RMK| = |<RML| = |<QMR).

Bududi da je |[SK| = |KR| i jer su duZine KL i SN paralelne, duzina KL je srednjica trokuta SRN.
To znaci i da tocka L dijeli duzinu RN na dva sukladna dijela pa zbog toga i zbog cinjenice da je
|<MLR| = 90° vrijedi da je trokut RN M jednakokralan. Stoga je pravac p simetrala kuta <RM N.

Sada imamo |[<QMR| = |<RML| = |[<LMN| = |<PNM|, a kako je |[<QMN| = |<LMN| +
|[<RML|+|<QMR], vrijedi |<QMN| = |<LMN|+|<LMN|+|<LMN]|, tj. |[<NMQ| = 3-|<NML|.

Kako je |<PNM| = |<LM N|, konaéno slijedi |[<QMN| = 3 - |<PNM|, sto je trebalo dokazati.

Zadatak J-5.6. [35 bodova]

Koliko deseteroznamenkastih brojeva sadrzi barem jednu znamenku 1 ili barem dvije znamenke 2 ili
barem tri znamenke 3 ili ...ili barem devet znamenki 97

Rjesenje.

Oznacimo sa S, skup svih deseteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem n znamenki n, gdje je
n=1,2,3,...,9. Trebamo odrediti vrijednost |S1 US2US3U---USg|. Odredimo najprije koliko iznose
pojedinacni |Sy,|.

Krenimo od kraja, tj. od Sg. Deseteroznamenkasti brojevi koje sadrZze barem devet znamenki 9 imaju



ili to¢no deset ili to¢no devet znamenaka 9. Postoji samo jedan deseteroznamenkasti broj s deset
znamenaka 9. Deseteroznamenkastih brojeva koji sadrze tocno devet znamenaka 9 ima 9-9 + 8 = 89
(dijelimo ih s obzirom je li devetka na prvom mjestu ili ne). Stoga je |So| = 89 + 1 = 90.

Prelazimo na Sg. Ponovno dijelimo ove brojeve na disjunktne skupove s obzirom na to £1J{018ik0 toCno
znamenki osam imaju. Jedini novi slucaj je tocno osam znamenki 8. Takvih brojeva ima T 92438
9.9 = 3564. Stoga je |Ss| = 3564 + 89 + 1 = 3654.

Dalje nastavljamo istim postupkom. Dobije se |S7| = 88218, |Sg| = 1404792, |S5| = 15458454, |Sy| =
119620890, |S3| = 648936126, | Ss| = 2413851687, |S1| = 5900636088.

Kako bismo odredili koliko elemenata sadrzi unija svih ovih skupova, koristimo formulu ukljucivanja
i iskljuéivanja. Evo Vennovog dijagrama za ove skupove:

(Prva Cetiri skupa su u obliku elipse i ¢ine standardni Vennov dijagram za Cetiri skupa, a preostale
skupove nadocrtavamo ,iskrivljene” elipse pazeéi s kojim skupovima imaju presjek).

FUI ¢ée u ovom slucaju glasiti:

|51USQUS3U---USQ|=|Sll+|52|+|53|+---+|59|
—|51ﬂ52|—|SlﬂS3|—|51ﬂ54|—---—|51ﬂ59|
—|Szﬂ53|—|SQﬂS4|—---—|SQﬁSg|—|S3ﬂS4|—"-—|S3ﬂS7|
— 184N S5| — |S4 N S|
+|SlﬂSzﬂSg|+|51082ﬁ84|+--~+|Slﬂ»5'2087|
—I-|SlﬂSgﬂS4|—+—|51ﬂS3ﬂS5|+|SlﬂS3ﬂSG|+|SlﬂS4ﬂS5|
+|S2 N S3N Sy| + [S2 N S3 N Ss|
1811821 S5 Sal.

Veli¢inu svakog presjeka u ovoj formuli ra¢unamo dijele¢i na slucajeve ovisno o to¢nom broju zname-
naka, kao prije, uz pomo¢ metode komplementa. Dobije se |S1NSs| = 432245757, | S1NSs| = 359755894,



|S1 N Sy| = 247826194, |S1 N S5| = 6837838, |S1 N S| = 525616, |S1 N S7| = 26194, |S1 N Sg| = 766,
|Sl N Sg| = 10, |Sz N 53| = 58527674, |52 N S4| = 16031553, |SQ N S5| = 1497789, |52 N Sal = 88479,
|Sz N S7| = 3009, |S2 N Sgl = 45, |S3 N S4| = 2450904, |S3 N Ss| = 174420, |S3 N Sﬁ' = 7224,
|S3N S| =120, |S4NS5| = 10416, |S4NSe| = 210, |S1NS2NS3| = 51988170, |S1NS2NSy| = 6338034,
|Sl NSy N S5| = 472944, |Sl NSy N Sﬁl = 19674, |Sl NSy N S7| = 450, |Sl NSz N S4| = 477120,
|S1 N Ss3 N S5| = 31500, |S1 N Ss3 N Sﬁ| = 1350, |Sl NSy N S5| = 1260, |SQ N S3 N S4| = 97170,
|S2 N S3 N S5| = 2520, |S1 NSe N S35 N Sy = 12600. Konacéni rezultat je stoga jednak 8032934085.

Zadatak J-5.7. [40 bodova)

Na 15 polja ploce dimenzija 4 X 4 nalaze se Zetoni, a jedno polje je prazno. Anton nizom poteza
pokusSava s ploce ukloniti $to viSe Zetona. U svakom potezu on odabire tri uzastopna polja (horizontalno
ili vertikalno), uzima Zetom s prvog polja, preskace njime Zeton na drugom polju i stavlja prvi Zeton
na treée polje (do tada prazno), a drugi (preskoceni) Zeton uklanja s ploce (vidi sliku).

XY —> X

Odredi koja sve polja plo¢e mogu na pocetku biti prazna kako bi Anton mogao postiéi da na kraju na
plo¢i ostane samo jedan Zeton.

Rjesenje.

Uocimo da svakim potezom, tj. preskakanjem i uklanjanjem Zetona, nestane Zeton s polja s kojega je
krenuo skok i nestane Zeton koji je preskocCen, a pojavi se Zeton na mjestu koje je do tada bilo prazno.
Stoga mozemo zakljuciti kako s obzirom na promjenu broja Zetona u jednom potezu postoje tri vrste

polja. Dakle, ima smisla obojiti plo¢u s 3 razliCite boje, i to tako da svaka tri uzastopna polja ploce
budu obojena u tri razli¢ite boje.

Sada primjeéujemo da se kod ovakvog bojanja u svakom potezu ukupan broj Zetona koji se nalaze na
neke dvije boje smanji za toc¢no 1, a ukupan broj Zetona na trecoj boji se poveéa za tocno 1. Iz toga
slijedi da se u svakom potezu promijeni parnost ukupnog broja Zetona na svakoj pojedinoj boji.

Kako je na pocetku na ploci 15 Zetona, ako Anton uspije zavrsiti sa samo jednim Zetonom na plodi,
znamo da je napravio ukupno 14 poteza. Zakljucujemo da ¢e parnost ukupnog broja Zetona na svakoj
pojedinoj boji na kraju biti jednaka kao i na pocetku.

Uocimo da je 6 polja plo¢e obojeno u crveno, a po 5 polja u plavo i zeleno. Buduéi da na kraju ostaje
samo jedan Zeton na cijeloj ploci, broj Zetona na neke dvije boje na pocetku mora biti paran, a na



preostaloj boji broj Zetona mora biti neparan. Primijetimo sada da nije moguée da istovremeno na
plavoj i zelenoj boji imamo po paran broj Zetona na pocetku, jer bi tada barem po jedno plavo i
zeleno polje ostalo prazno, a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je na pocetku samo jedno polje ploce
prazno.

Zaklju¢ujemo da na crvenim poljima pocetni broj Zetona mora biti paran. No, tada na svim crvenim
poljima na pocetku mora biti postavljen Zeton, jer bi u suprotnom barem dva crvena polja bila prazna.
Prazno polje stoga moze biti plave ili zelene boje.

Primijetimo sada da rotacijom ploce za 90° dobijemo ponovno bojanje koje zadovoljava svojstvo da su
svaka tri uzastopna polja obojena u tri razlic¢ite boje. Stoga istim zakljucivanjem zakljucujemo da i pri
ovakvom bojanju sva crvena polja moraju biti popunjena. Zakljucujemo da prazno polje na pocetku
jedino moze biti neko polje na rubu ploce koje nije kut ploce.

Sljedeca konstrukcija pokazuje da u tom sluaju Anton zaista moze postiéi da na kraju na ploci ostane
samo jedan Zeton (na slici).
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Zadatak J-5.8. [45 bodova]

ab bc ca
Odredi najmanju moguéu vrijednost izraza — + — + —, ako su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi
c

b
da vrijedi a® 4+ b? + ¢2 = 1. Za koje a, b i c se ta vrijednost postize?
Rjesenje.
Oznacimo izraz koji Zelimo minimizirati sa S. Ako direktno primijenimo AG nejednakost, dobili bismo:
S_ab+bc+ca_ 1 (ab+bc)+1 (bc+ca)+1 (ca+ab)
c a b 2\c¢ a 2\a b 2\b c
ab bc \/ bc ca ca ab
—_ _|_ _ — —

> * _=b P
a b—i— b o +c+a

Cc a

§to nije niSta, ali u ovom sluc¢aju nije ni nesto, jer ne znamo minimizirati vrijednost od a + b + c.

Primijetimo li da je uvjet koji imamo kvadratan, mozemo doéi na ideju da izraz S kvadriramo. Tada
imamo:

2 272 2.2 2,2 232 2.2 2.2
o (ab bc ca\® a“b®  b*c®  c%a 2, 42, oy _ @%b b’  ca
s _(? a ?) T2 + a? + b2 +2a" b7+ = c2 a? b2 +2
o adfh? | BPE Pa? . L .
Sada zadatak postaje minimizirati izraz —— + —- + I U njemu primijenimo AG nejednakost
c a

na parove pa dobijemo:

a?t?  b’c? e’ 1 [(a?? b33 1 (%2 c%a? 1 [(c%a? ap? 9 9 9
5+ —t—=|t;| =t |t + =5 ]| =20+ +a" =1
2 b2 c?

(zz—l_b2 )

2

c c a? a? b2

V3

Stoga vrijedi S2 > 142 = 3, tj. S > /3. Ova minimalna vrijednost se postiZe za a = b = c = 3
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Zadatak S-5.1. [10 bodoval

Stranica AB pravokutnika ABCD dvostruko je dulja od stranice BC. Na stranici AB odabrana je
tocka E takva da veli¢ina kuta <DE A bude jednaka veli¢ini kuta <CED. Kolika je veli¢ina tog kuta?

Rjesenje.

Skica:

w

U
Y

Q

Prema uvjetima zadatka, kutovi <AED i <DEC su sukladni. Oznaéimo s « veli¢ine tih kutova.

Buduéi da je DE presje¢nica paralelnih stranica pravokutnika AB i CD, kutovi <AED i <CDE su
sukladni pa je o = |<CDE|.

Buduéi da trokut DEC ima dva kuta sukladna, on je jednakokraan i vrijedi |CD| = |CE|. Kako je
|AB| = 2|BC)|, slijedi i |CD| = 2|BC| te |CE| = 2|BC|.

Neka je C’ osnosimetri¢na slika tocke C' s obzirom na AB. Tada je |BC| = |BC’| te iz toga slijedi
|CE| = |CC'|.

Kako je E tocka na simetrali duzine CC’, ona je jednako udaljena od to¢aka C'i C' pa je |CE| = |C'E|.
Dakle, trokut CEC’ je jednakostranican.

Jednakostranic¢ni trokut ima sva tri kuta jednake velic¢ine i to 60°. U jednakostrani¢énom trokutu visina
pripada simetrali kuta, stoga EB prepolavlja kut <CEC’, odakle zaklju¢ujemo da je |<CEB| = 30°.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Kako je zbroj veli¢ina kutova <AED, <DEC i <CEB jednak 180° (¢ine ispruZeni kut), slijedi da je
2a + 30° = 180°, odakle je konacno a = 75°.

Zadatak S-5.2. [15 bodova)

Kazemo da je tablica 3 x 3 sarolika ako je u svako polje te tablice upisan po jedan od brojeva —1, 0 i
1, tako da je svih Sest zbrojeva brojeva u pojedinom retku odnosno stupcu medusobno razlicito.

Postoji li takva tablica? Ako postoji, koliko ima razli¢itih Sarolikih tablica?
Prvo rjesenje.

Pokazat ¢emo da takva tablica ne postoji. RaspiS§imo najprije sve moguée kombinacije 3 broja i po-
gledajmo koji je zbroj svake od njih.

3 |02 | 1| o | 1 | 2 | 3
-1-1-1[-1-10|-100| 000 | 100 [110[111
11-110-1]-1-11

Pokazimo najprije da ukoliko je tablica Sarolika, u tablici ne mogu istovremeno postojati redak ili
stupac Cija je suma 3 i ¢ija je suma —3. Pretpostavimo da je suma prvog retka 3. Tada je odmah jasno
da ne postoji stupac u kojem je suma —3 (prvi redak sadrzi samo jedinice). Neka je bez smanjenja
opcéenitosti suma drugog retka —3. Kako svi stupci sada imaju po dva ista broja, moraju se razlikovati
u tre¢em broju pa zadnji redak sadrzi sve razlicite brojeve 1, 0 i —1, no tada su sume u 2. stupcu i 3.
retku jednake.

111 1111
1 —1| 1| — [-1]-1]-1
10 |-1

Primijetimo da postoji 7 razlic¢itih suma. Da bi sume svih redaka i stupaca bile razlicite, tablica treba
sadrzavati 6 razli¢itih suma. Stoga se svi zbrojevi osim jednog trebaju posti¢i u tablici te se zato samo
jedan od zbrojeva 3 i —3 mora postici.

Primijetimo nadalje da je suma svih redaka i stupaca jednaka dvostrukom zbroju svih elemenata
tablice. Kako je suma zbrojeva parna, broj redaka ili stupaca s neparnom sumom mora biti paran.
Kako smo zakljucili da od zbrojeva koji se postizu u tablici mora nedostajati 3 ili —3, to nije mogucde.
Stoga ne postoji Sarolika tablica.

Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjesenju zakljucujemo da postoji 7 razli¢itih suma, a ako je tablica Sarolika, treba
sadrzavati 6 razli¢itih suma. Takoder zakljucujemo da se jedna od suma 3 i —3 mora postiéi.

Pretpostavimo nadalje da postoji redak kojem je suma 3. Pokazimo da se tada u toj tablici ne moze
postiéi suma —2. Opet kao i ranije zakljuéujemo da ne postoji stupac kojem je suma —2. Neka je bez
smanjenja opcenitosti suma prvog retka 3 i suma drugog retka —2.

1|11
-1|-110

Tada, kako smo prije pokazali da suma ni jednog retka ni stupca ne moze biti —3, svi ostali zbrojevi
se moraju postici, pa tako i 2. Zbroj 2 se moze postiéi samo brojevima 1,1 i 0. Ukoliko bi to bila suma
zadnjeg retka, imamo dva mogudéa slucaja.

1 1|1 1 1|1
—-1(-1|0 -1/-1]0
1 1|0 110 |1




U prvom slucaju je suma prva dva stupca jednaka, a u drugom suma treceg retka i treceg stupca.

Ako se pak suma 2 postize u treCem stupcu, tada jedan od preostalih stupaca mora imati sumu —1,
BSO neka je to prvi stupac. To znaci da zadnji redak ima na prvom mjestu —1. Tada neovisno Sto je
drugi element treceg stupca, suma drugog stupca i treéeg retka su jednake.

1 1 |1
—-1/-11]0
-1 z |1

Zakljucili smo da ako postoji suma jednaka 3, ne mogu se posti¢i sume —3 i —2, a ako je suma —3
analogno zakljucujemo da se ne mogu posti¢i 3 i 2. Stoga ne postoji Sarolika tablica.

Zadatak S-5.3. [20 bodova)

m-+n

Neka su m i n relativno prosti prirodni brojevi takvi da je takoder prirodan broj. Dokazi da

je barem jedan od brojeva mn + 1 i 4mn + 1 potpun kvadrat.

Rjesenje.
m-+n

=keN.

Neka je

m+n

m-—n

m+n=km—kn

nk+1)=m(k—1)
n k-1

m k+1

=k

Kako su m, n relativno prosti, postoji d € N takav da je nd = k — 1 te md = k 4+ 1. MnoZenjem ovih
jednakosti dobivamo da je mnd? = k? — 1, odnosno

d®mn+1= k> (1)

Preostaje odrediti d. S obzirom da d dijeli £k — 1 i £+ 1, mora dijeliti i njihovu razliku, dakle d = 1 ili
d =2 pa iz (1) slijedi tvrdnja zadatka.

Zadatak S-5.4. [25 bodova)

U ovisnosti o realnom broju x odredi vrijednost beskonac¢ne sume:

5 2 2o 25

n=0

Napomena: |a] oznadava najveéi cijeli broj manji ili jednak realnom broju a.
Rjesenje.

<1 a je
2PJ

x
Primijetimo najprije da je suma konac¢na. Naime, za dovoljno veliki n je ontl

=

z+2"
oeFl el T3

strogo izmedu 0 i 1. Zato je najvedi cijeli broj manji od tog izraza 0.



Neka je N € N takav da je

Nolz+2n = |z+2n
Z on+1 _z;) on+l | °

Tvrdimo da za x € R vrijedi

o+ 3] = 1221 - La

Neka je x = n + a gdje je n € N,a € [0,1).
e za a < % je2a<1i a+% < 1 pa je [x—i—%J = n te |2z] = 2n pa u ovom slucaju vrijedi
jednakost
e Za a > %jeZa} 1ia—|—% > 1 pa je {m—i—%J =n+1te |22] =2n+ 1 pa i u ovom slucaju
vrijedi jednakost
Dalje imamo
N oz +2n N T 1
Z on+1 Z 2n+1 +35 2
n=0 n=0 "~

N x x
ZZ 2- 2n+1J {2"+1J

n=0 -

:i ;J {QfﬂJ

n=0

z T x x x x
= |z] - —2—2+...+W—2—N+2—N—W
Vidimo da se suma teleskopira, tj. da se svi srednji ¢lanovi pokrate. Imamo

3 5] = et [

n=0

Za dovoljno veliki n (pa tako i za N) je % izmedu 0ilzax > 0teizmedu0i —1zaxz <0, a

najvece cijelo od toga je 0 za x > 0, odnosno -1 za z < 0. Kona¢no,

ol 8 (i

= lz] +1, z <O0.

Zadatak S-5.5. [30 bodoval

Zeton je postavljen u ishodiste koordinatnog sustava. Medvjedi Dado i Tina igraju sljedeéu igru. Dado
igra prvi, a zatim igraju naizmjeni¢no. U svakom potezu igraé bira dva (ne nuzno razli¢ita) cijela broja
a i b, koje ni Dado ni Tina nisu odabrali u prethodnim potezima, te zatim pomice Zeton za a jedinica
u horizontalnom smjeru i za b jedinica u vertikalnom smjeru. Tina pobjeduje ako se Zeton u bilo kojem
trenutku vrati u ishodiste. Moze li Dado sprijeciti Tinu da pobijedi?

Napomena: Pomak u horizontalnom smjeru za pozitivnu vrijednost ide udesno, a za negativnu ulijevo
(analogno vrijedi i za vertikalni smjer).

Rjesenje.

Dado mozZe sprijeciti Tinu da pobijedi sljede¢om strategijom.



Neka je S skup svih brojeva koje su Dado i Tina prije odabrali te (z,y) trenutne koordinate Zetona.
Stavimo ¢ := 3 - max{1, |z|,|a| : a € A}.

Dado na svom potezu bira brojeve (a,b) = (¢, —x — t) te pomice Zeton s (z,y) na (z +t,y — z — t).
Dokazimo najprije da Dado moze uvijek odabrati brojeve t i —x — t.
Ocito je t > |a| pa se broj t ne nalazi u skupu S.
Takoder imamo da je
[~z —t] > 1~ lel > 21 > o
pa slijedi da se ni broj —z — ¢ ne nalazi u skupu S.
Buduéi da se t i —z — t ne nalaze u skupu S, Dado ih mozZe odabrati na svom potezu.

Uoc¢imo da Dado ovom strategijom nikada neée zavrs$iti u ishodistu jer je t > |z| pa je z+t > 0. Dakle,
z-koordinata nove pozicije zetona ¢e uvijek biti pozitivna nakon Sto Dado odigra svoj potez.

Pretpostavimo sada suprotno, tj. da Tina moze vratiti Zeton natrag u ishodiste ako Dado koristi gornju
strategiju. Neka je Dado u svom prethodnom potez, prije nego $to je Tina pobjedila, odabrao brojeve
(t,—z — t) te Zeton pomaknuo iz (z,y) u (x + ¢,y — = — t). Kako Tina u iduéem potezu pobjeduje,
ona posebno onda mora odabrati broj a = —x — t da bi xz-koordinata Zetona postala 0. Medutim, to
dovodi do kontradikcije jer je u prethodnom potezu Dado veé odabrao broj —x — ¢.

Dakle, prethodno opisanom strategijom Dado sprije¢ava Tinu da pobjedi.

Zadatak S-5.6. [35 bodova|
Neka je A konacan skup funkcija f: R — R sa svojstvima:
(i) akosu f,g€ A, onda je foge A

(ii) za svaku funkciju f € A postoji funkcija g € A tako da vrijedi f(f(z) +y) = 2z + g(g(y) — x)
za sve z,y € R.

Neka je id: R — R identiteta, tj. id(xz) = x za sve x € R. DokaZzi da je id € A.
Rjesenje.
Uzmimo f € A te njoj pridruzenu g € A tako da vrijedi

F(f(@) +y) =22+ g(g(y) — z).

Sada uvrstimo z = @, y=—f (_f((’%—z):

(1) 1)

Vidimo da g moze poprimiti bilo koju vrijednost u R, tj. da je g surjekcija.

Takoder, fiksiranjem z € R i uvrStavanjem y takvog da je g(y) = = dobivamo

f(f(z) +y) =2z +g(0)
iz Cega slijedi da i f moze poprimiti bilo koju vrijednost u R, tj. da je f surjekcija. Dakle, svaki element
u A je surjekcija.
Uzmimo opet f € A te promatrajmo dalje niz fO, @ ... gdjeje f™ = fofo---of.
| —
n puta

Svaki ¢lan ovog niza je po svojstvu (i) u skupu A. Kako je A konacan, moraju se dogoditi ponavljanja
u ovom nizu, odnosno postoje k,! € N, k > I takvi da je f®) = O,



Iz toga dalje imamo
f¥@) = 47 (10@) = ()

Stavljanjem y = f®)(z), a to moZemo postiéi za svaki y € R jer je f surjekcija, dobivamo f*=9(y) = 4.
Dakle, vidimo da je f*~9 identiteta.

Zadatak S-5.7. [40 bodova)

Neka je tocka H ortocentar raznostrani¢nog Siljastokutnog trokuta ABC. Simetrala Siljastog kuta
kojeg ¢ine pravei AH i CH sijede stranice AB i BC redom u todkama P i Q. Neka je M poloviste
stranice AC. Simetrala kuta u vrhu B trokuta ABC sije¢e duzinu HM u tocki R. Dokazi da tocke P,
B, Qi R leze na istoj kruznici.

Rjesenje.

Oznad¢imo s a i 8 redom kutove u vrhovima A i B trokuta ABC. Neka su A; i C redom nozista visina

iz vthova A i C u trokutu ABC te neka je H’' centralno simetri¢na tocka ortocentra H u odnosu na
M.

\
\
1
1
1
1
1

1

Kako je tocka M poloviste stranice AC slijedi da je éetverokut AH'CH paralelogram. Posebno, imamo
da je AH' paralelno s CH i CH’ je paralelno s AH.

Nadalje, kako su AH i CH redom okomiti na BC i AB slijedi da je
<H'AB = <BCH' = 90°.

Prema tome tocka H' se nalazi na opisanoj kruznici trokuta ABC te je BH' promjer opisane kruZnice.

Imamo da je
<H'BC = <H'AC = 90° — a = <C,BH.



Prema K—K poucku o sli¢nosti trokuta sada slijedi da su trokuti BC1H i BCH' sli¢ni, odnosno imamo

da vrijedi
|BH| _ |BCi|

|BH'| ~ |BC|"

Iz <H'BC = <C1BH slijedi da je BR takoder i simetrala kuta <H BH’. Primjenom poucku o simetrali
unutarnjeg kuta u trokutu HH'B i gornje jednakosti redom imamo

\HR| _ |BH| _ |BG|
\H'R| ~ |BH'| ~ |BC|"

Nadalje, trokuti AHC7, CHA; i CBC] su slicni jer su to pravokutni trokuti te je

<C1HA = <CHA; = 180° — <AHC = 180° — <AH'C = §.

Iz gornje sli¢nosti sada redom imamo da je

(C\H| _ |A1H| _ |BCy| _ |HR]
|AH| ~ |CH| ~ [BC| _ |H'R[

Primjenom poucka o simetrali unutarnjeg kuta u trokutu AHC1 slijedi da je

|PCy| _ |C1H| _ |HR
|PA| ~ |AH| ~ |H'R]’

odnosno da je pravac PR paralelan s pravcem C1H.

Kako je C1H okomito na AB slijedi da je <RPB = 90°.

Sasvim analogno se dobije da je QR paralelno s A1 H i da je <BQR = 90°.
Konaé¢no, iz <RPB = <BQR = 90° slijedi da je éetverokut PRQB tetivan.

Zadatak S-5.8. [45 bodova)

Dani su prirodni brojevi m,n > 1. Dokazi da postoji samo kona¢no mnogo uredenih parova prirodnih
brojeva (z,y) za koje vrijedi

Z+D)"+@+2)"+ -+ (@+m)"=y+1)"+ y+2)>"+-- + (y+ m)*.

Rjesenje.
Dokazimo najprije sljede¢u lemu.

Lema: Postoje prirodni brojevi yo i C' takvi da za sva rjeSenja (x,y) poletne jednadzbe za koja je
y = yo vrijedi
¥+ (m+1)y-C<z<y*+(m+1)y+C.

Dokaz leme: Stavimo da je x = y?+(m+1)y+c. Uvrstimo taj izraz za x natrag u pocetnu jednadzbu.
Time na lijevoj i desnoj strani jednadzbe dobivamo polinome stupnja najvise 2n u varijabli y.

1

Koeficijenti uz y?" na obje strane iznose m, a uz y?*~! iznose nm(m + 1).

2n=2 pa lijeve strane jednadzbe iznosi

m(m +1)2 (g) + —"’m(’;’ D m <Z’> ¢,

Koeficijent uz y



a na desnoj strani jednadzbe

m(m+1)(2m+1) (2n
6 2 )

Uo¢imo da koeficijent uz 2”2 od lijeve strane linearno ovisi o ¢, dok koeficijent desne strane uopée

ne ovisi o c. Prema tome slijedi da postoje cijeli brojevi C; i Cs takvi da za sve ¢ > C vrijedi

m(m + 1)2 (Z) + w + m(?)c > m(m + 125(2m +1) (22n>

te za sve ¢ < Cy vrijedi

m(m 4+ 1)? (g) N nm(f;t+ 1) +m<"1b>c _ mm+ 125(2m+ 1) <22n)

U sluéaju ¢ > C; imamo da ée koeficijent uz y?»2 lijeve strane jednadzbe biti uvijek veéi nego
koeficijent uz y2"~2 od desne strane jednadZbe. Iz toga slijedi da ée polinom na lijevoj strani brze rasti
nego polinom na desnoj strani. Posebno, postoji prirodan broj y; tako da za sve y > y; ée lijeva strana
jednadzbe biti ve¢a od desne strane te u tom slucaju nemamo rjesSenja za nasSu pocetnu jednadzbu

Analogno za sluéaj ¢ < Cy imamo da postoji prirodan broj yo tako da za sve y > y2 ée desna
strana jednadzbe biti uvijek veca od lijeve strane te ponovo u tom slucaju nemamo rjeSenja pocetne
jednadzbe.

Stavljanjem yo := max{y1,y2} te C := max{|C\|,|C2|} slijedi tvrdnja leme.

Neka su sada yg i C' brojevi kao u lemi.

Kako polinom stupnja n ima najviSe n razli¢itih nutlocka slijedi da za svaki prirodan broj y < yo
imamo najviSe n prirodnih brojeva z koji zadovoljavaju pocetnu jednadzbu. To nam ukupno daje
najvise n(yo — 1) rjeSenja.

Za y > yo iz leme slijedi da je tada
Y+ (m+1)y-C<z <y’ +(m+1)y+C,

odnosno x moze poprimiti 2C + 1 mogucih vrijednosti.

Uvrstavanjem svake od tih vrijednosti u pocetnu jednadzbu dobivamo polinom stupnja 2n u y. Time
slijedi da za svaku od tih vrijednosti z imamo najvise 2n prirodnih brojeva y koji zadovoljavaju pocetnu
jednadzbu. Dakle, u slu¢aju kad je y > yo ukupno imamo najvise 2n(2C + 1) rjeSenja.

Konaéno, iz gornjih slu¢ajeva slijedi da pocetna jednadzba ima najviSe n(yo — 1) +2n(2C + 1) rjeSenja,
tj. broj rjeSenja pocetne jednadzbe u skupu prirodnih brojeva jest konacan.



