MEDO 2025./2026.

Drugo kolo LOO men
6.12.2025.

Kadeti (5. i 6. r. OS)

Zadaci i rjesenja

Zadatak K-2.1. [10 bodova)

Izracunaj:
21-254+71-21—-21-4-2-54+5-9-21 —21 —75.

Rjesenje.

Primijetimo da mozZemo iskoristiti distributivnost mnozenja prema zbrajanju i oduzimanju bududéi da
na vise mjesta imamo visekratnike broja 21:

21-25+71-21—21-4-2-54+5-9-21—21 — 75
=21-25+21-71—-21-4.2.5421-5-9—-21-1—75
=21-(25+71-4-2-54+5-9—1)—75
=21-(25+71—40+45—1)— 75
=21-(25+ (71 — 1) — 40 + 45) — 75

=21 (25+ 70 — 40 + 45) — 75

=21-100—75

= 2100 — 75

= 2025

Zadatak K-2.2. [15 bodova]

Marko je s obitelji preselio u novi stan ¢iji je tlocrt dan na slici, a na njemu su istaknute neke mjere
u metrima. Sve istaknute sobe su pravokutnog oblika.



https://natjecanja.math.hr/
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Odredi povrsinu Markovog stana.

Prvo rjesenje.

Dopunimo sliku tako da istaknemo nekoliko tocaka:
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Uocimo na slici tri pravokutnika koji se ne preklapaju: ABCD, EFGH i IJKC'. Da bismo odredili
ukupnu povrsinu stana, potrebno je zbrojiti povrsinu ovih triju pravokutnika. Duljina stranice AB je
8 cm, a duljina stranice BC je 6 cm (zato &to je |BC| = |BE|+|EC)|). Povrsina pravokutnika ABCD
je stoga jednaka 8 - 6 = 48 cm?.

Duljina stranice EF je 3 cm, a duljina stranice GF je 5 cm. Povr$ina pravokutnika EFGH stoga
iznosi 3-5 = 15 cm?.

Duljina stranice KC je 5 cm, a duljina stranice JK je 2 cm. Povrsina pravokutnika IJKC iznosi
5.2 =10 cm?.

Ukupna povrSina stana je:
48 cm? 4 15 cm? 4 10 cm? = 73 cm?.

Drugo rjesenje.

Dopunimo sliku tako da stvorimo pravokutnik oko cijelog stana (crveno istaknute stranice):
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Da bismo dobili povrsinu stana, potrebno je od povrSine pravokutnika AM N L oduzeti povrSine pra-
vokutnika BMFE, HGNI i DK JL.

Duljina stranice AM je 11 cm (zato Sto je |AM| = |AB| + |BM|), a duljina stranice M N je 8 cm
(zato §to je [MN| = |MF|+ |FG|+|GN|, a |GN| =1 cm zato §to je NG| = |HI| = |EH|— |EC| =
5 cm — 4 cm = 1 cm). Povrsina pravokutnika AM N L stoga iznosi 11 -8 = 88 cm?.

Duljina stranice BM je 3 cm, a duljina stranice EB je 2 cm. Povr§ina pravokutnika BM FE iznosi
3-2=6cm?

Duljina stranice GH je 3 cm, a duljina stranice HI je 1 cm. Povrsina pravokutnika HGNI iznosi
3-1=3cm?

Duljina stranice DK je 3 cm (zato $to je [DK| = |DC| — |KC|), a duljina stranice KJ je 2 cm.
Povrsina pravokutnika DK JL iznosi 3 -2 = 6 cm?.

Ukupna povrsina stana, je:

88 cm? — 6 cm? — 3 cm? — 6 cm? = 73 cm?.

Zadatak K-2.3. [20 bodova]

Mirela i Paula zajedno su za Bozié dobile 50 bombona, Paula i Izabela su zajedno dobile 38 bombona,
a Mirela i Izabela su zajedno dobile 56 bombona. Koliko bombona je dobila svaka od djevojaka?

Prvo rjesenje.

Pozbrajamo li sve navedene iznose, dobivamo 50+ 38 + 56 = 144 bombona. S druge strane, to je tocno
dvostruki broj bombona koji imaju sve tri djevojke zajedno jer smo svacije bombone pribrojili dva
puta. Stoga znamo da sve tri djevojke zajedno imaju 72 bombona.

Sada znamo da Mirela i Paula zajedno imaju 50 bombona. Dakle, Izabela ima ono S$to nedostaje od
50 do 72, odnosno 72 — 50 = 22 bombona.

Dalje, Paula i Izabela imaju zajedno 38 bombona, a od toga 22 ima Izabela, pa zato Paula ima
38 — 22 = 16 bombona.

Konacno, Mirela i Izabela imaju zajedno 56 bombona, a od toga 22 ima Izabela pa zato Mirela ima
56 — 22 = 34 bombona.

Dakle, Mirela ima 34 bombona, Paula ima 16 bombona, a Izabela ima 22 bombona.
Drugo rjesenje.

Oznacimo sa M, P i I koli¢éinu bombona koje imaju redom Mirela, Paula i Izabela. Znamo da su te
veli¢ine u sljedeéim odnosima:

M+ P =50
P+1=38
M +1 =56

Pozbrajamo li sve tri dobivene jednadzbe dobivamo 2M + 2P + 21 = 144, odnosno

M+P+1="72.

Sada znamo da sve tri djevojke zajedno imaju 72 bombona, a Mirela i Paula zajedno imaju 50 bombona.
Dakle, Izabela ima ostatak od 50 do 72 bombona, odnosno

I=72—M—-P=72—(M+P)="72—50=22



Dalje, Paula i Izabela imaju zajedno 38 bombona, a od toga 22 ima Izabela pa je zato

P =38-1=38-22=16.

Konac¢no, Mirela i Izabela imaju zajedno 56 bombona, a od toga 22 ima Izabela pa je zato

M =56 —-1=56—22=34.

Dakle, Mirela ima 34 bombona, Paula ima 16 bombona, a Izabela ima 22 bombona.

Zadatak K-2.4. [25 bodova]

Izracunaj:

2025 + 2024 + 2023 — 2022 — 2021 — 2020 + 2019 + 2018 4+ 2017 — 2016 — 2015 — 2014 +-- -+ 3+ 2+ 1.

Rjesenje.

Primijetimo kako se ra¢unske operacije pravilno ponavljaju: tri zbrajanja pa tri oduzimanja i tako do
kraja. Takoder, uo¢imo da je

2025 — 2022 = 2024 — 2021 = 2023 — 2020 = 3.

Sli¢no je i
2019 — 2016 = 2018 — 2015 = 2017 — 2014 = 3.

Buduéi da je svaka takva razlika jednaka 3, u svakoj grupi od 6 uzastopnih brojeva rezultat nakon
provedbe svih racunskih operacija ¢e biti 3 + 3 + 3 = 9. Prikazimo zornije:

2025 + 2024 + 2023 — 2022 — 2021 — 2020 + 2019 + 2018 + 2017 — 2016 — 2015 — 2014 +-- - + 1.
9 9

Buduéi da imamo 2025 brojeva, podijelimo 2025 sa 6, sto je broj brojeva u svakoj grupi. Dobit ¢emo
koli¢nik koji predstavlja koliko grupa imamo i ostatak koji govori koliko brojeva nije upalo u grupe od
6 brojeva.

Dobivamo da je 2025 : 6 = 337 i ostatak 3. Dakle, imamo 337 grupa koje daju rezultat 9 i jos na kraju
zbroj 3 broja 3 + 2 + 1. Konacni rezultat je:

337-9+3+2+1=3039.

Zadatak K-2.5. [30 bodova]

Odredi sve troznamenkaste prirodne brojeve koji su 9 puta veéi od dvoznamenkastog broja koji nastane
ispustanjem njihove znamenke desetica.

Rjesenje.

Kako trazimo troznamenkaste prirodne brojeve koji imaju svojstvo da se umanje 9 puta ako im se
ispusti znamenka desetica, moZzemo preformulirati problem u traZenje troznamenkastog prirodnog
broja koji je jednak deveterostrukom broju koji dobivamo ispustanjem njegove znamenke desetica.
Oznadimo s abc traZeni troznamenkasti broj, pri éemu su a, b i ¢ njegove znamenke stotica, desetica
i jedinica. Dvoznamenkasti broj koji dobivamo ispustanjem znamenke desetica tada mozemo zapisati

kao ac. Uvjet zadatka sada glasi o
abc=9-ac.



Sada moZemo nastaviti na dva nadina: ili raspisati jednadZbu koristeéi raspis abc = 100a + 10b + ¢, ili
analizirati jednakost znamenku po znamenku. Odlu¢ujemo se za drugu opciju. Krenimo od posljednje
znamenke. Zadnja znamenka umnoska 9 - ac bit ¢e zadnja znamenka broja 9 - c. No, znamo da ta
znamenka mora biti upravo c. Isprobavanjem svih 10 moguénosti za znamenku ¢, vidimo da su jedine
mogucénosti c=01ic=>5.

Ako je ¢ = 0, isprobavanjem svih moguénosti za znamenku a, dobijemo da jednadzba nema rjeSenja
u ovom sluéaju. Ako je pak ¢ = 5, ponovno isprobavanjem svih moguénosti za znamenku a dobijemo
rjeSenja 135, 225, 315 i 405.

Zadatak K-2.6. [35 bodova]

Razlika duljina stranica dvaju kvadrata je 13 cm, a razlika njihovih povrsina je 1053 cm?. Odredi
zbroj opsega tih dvaju kvadrata.

Prvo rjesenje.

Nacrtajmo ta dva kvadrata tako da imaju jedan zajednicki vrh te oznac¢imo duljinu stranice manjeg
kvadrata s a. Stranica veéeg kvadrata tada ima duljinu a + 13. Produljimo stranice manjeg kvadrata
preko tocke nasuprot zajednicke.
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Uocimo kako je veci kvadrat podijeljen na Cetiri dijela i to na manji kvadrat, dva sukladna pravokutnika
s duljinama stranica a i 13 cm te kvadrat s duljinom stranice 13 cm.

Razliku povrsina dvaju zadanih kvadrata ¢ine dva pravokutnika i kvadrat s duljinom stranice 13 cm.
Povrsina tog kvadrata je 13 cm - 13 cm = 169 cm?.

Dakle, povrsina dvaju pravokutnika je jednaka 1053 cm? — 169 cm? = 884 cm?, a povrsina jednog
pravokutnika je jednaka 884 cm? : 2 = 442 cm?.

Bududéi da pravokutnik ima duljine stranica a i 13 cm, vrijedi sljedece:

13- a =442
a=442 :13
a=34 cm

Duljina stranice manjeg kvadrata je 34 cm pa je njegov opseg jednak 4 - 34 cm = 136 cm.

Duljina stranice ve¢eg kvadrata je 34 cm+13 cm = 47 cm pa je njegov opseg jednak 4-47 cm = 188 cm.



Zbroj njihovih opsega je jednak 136 cm + 188 cm = 324 cm.
Drugo rjesenje.

Uz sliku i oznake kao i u prvom rjeSenju, zakljucujemo da razliku povrsina ¢ine dva pravokutnika i
kvadrat s duljinom stranice 13 cm. Zapisujemo jednadzbu i odredujemo a:

2-13a+13-13 = 1053
26a + 169 = 1053

26a = 884
a=884:26
a=34

Dalje nastavljamo kao u prvom rjesenju.

Zadatak K-2.7. [40 bodova)

Na svakoj stranici trokuta ABC' oznaceno je po pet tocCaka razli¢itih od A, B i C. Koliko ukupno
postoji trokuta ¢iji vrhovi su istaknute tocke? Medu istaknute tocke ubrajamo vrhove trokuta ABC i
tocke oznacene na stranicama trokuta ABC.

Prvo rjesenje.

Prebrojimo najprije broj trazenih trokuta koji imaju kao vrh neku od tocaka A, B i C. O¢ito, trokut
ABC je jedini koji sadrzi istodobno sve tri ove tocke. Prebrojimo koliko trokuta sadrzi kao vrhove
to¢no dvije od ovih tofaka. Medu tri tocke A, B i C imamo 3 moguénosti za izbor dvije tocke (jer
nam poredak nije bitan). U svakom ovom izboru, treéu tocku trokuta mozemo izabrati na 2 -5 = 10
nacina, jer ne smijemo izabrati nijednu tocku na duzini koju odreduju dva odabrana vrha, kao ni tre¢u
tocku. Sve skupa dakle imamo 3 - 10 = 30 raazlic¢itih trokuta koji kao vrhove sadrZe to¢no dvije tocke
medu tockama A, BiC.

Dalje, prebrojimo koliko trokuta ima to¢no jedan vrh medu tockama A, B i C. Neka je taj vrh tocka
A (u ostalim slucajevima prebrojavanje je potpuno analogno). Ako su sada oba preostala vrha na
stranici BC, tada imamo (5-4) : 2 = 10 moguéih trokuta. Naime, na stranici BC oznaéeno je 5 novih
tocaka. Od njih trebamo izabrati dvije razlicite tocke koje ée tvoriti trokut zajedno s tockom A. Prvu
totku moZemo izabrati na 5 nafina, a drugu na 4 (ne smije biti ista kao prva), stoga mnozimo 5 i
4. Medutim, primijetimo da ¢emo ovim postupkom dva puta prebrojati svaki dobiveni trokut, zato
$to nije vazno kojim redoslijedom odaberemo tocke. Stoga je stvarni broj trokuta upola manji i stoga
dijelimo s 2.

Ako je samo jedan od preostalih vrhova na stranici BC (neka od 5 oznacenih toCaka), treéi vrh moze
biti bilo koji od 5 + 5 = 10 oznacenih tocaka na stranicama AB i AC. To daje ukupno 5 - 10 = 50
trokuta u ovom slucéaju.

Kona¢no, ako je jedan preostali vrh trokuta na stranici AB, a drugi na stranici AC, tada imamo
5 -5 = 25 moguéih trokuta (sa svake od ovih stranica odabiremo jednu od pet moguéih tocaka). Sve
zajedno imamo 10 + 50 + 25 = 85 trokuta koji imaju tocku A kao vrh i nemaju tocke B ni C kao
vrhove. OCcito je da ¢e biti jednako toliko trokuta koji sadrze to¢no jedan od vrhova B i C'. Takoder,
medu ovim trokutima niti jedan se nije ponovio, jer bi u suprotnom taj trokut sadrzavao barem dva
vrha medu tockama A, B i C. Dakle, ukupni broj trokuta ove vrste je 3 - 85 = 255.

......

su mogucénosti:
(i) svaki vrh je na svojoj stranici trokuta ABC
(ii) dva vrha trokuta su na istoj stranici trokuta ABC.

U sluéaju (i) biramo po jedan vrh medu 5 tocaka sa svake stranice trokuta ABC, pa imamo 5-5-5 = 125



razli¢itih trokuta. U sluéaju (ii) najprije biramo stranicu trokuta ABC na kojoj se nalaze dva vrha
trokuta na 3 nacina, potom ta dva vrha biramo na (5-4) : 2 = 10 nafina (poredak nam ponovno
nije bitan), a zadnji vrh biramo medu preostalih 10 oznacenih to¢aka na druge dvije stranice trokuta
ABC. Dakle, imamo 3 - 10 - 10 = 300 razlicitih trokuta u ovom slucaju.

Ukupni broj trazenih trokuta konacno iznosi:

143042554 125 4 300 = 711.

Drugo rjesenje.

Zajedno sa vrhovima trokuta ABC, ukupno je istaknuto 18 tocaka. Pronadimo broj nacina kako
odabrati 3 tocke medu njima. Za odabir ,,prve” tocke imamo 18 izbora, za odabir ,,druge” 17 izbora,
a za odabir ,trece” 16 izbora. Prema principu uzastopnog prebrojavanja, ukupno je to 18-17-16 nacina.

Pri tome je nebitno koja je tocka ,prva”, koja ,druga”, a koja ,treéa” pa taj ukupan broj treba
podijeliti sa brojem poredaka tri tocke. Npr. ako promatramo trokut od tocaka A, B i C, imamo 6
razli¢itih poredaka: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB i CBA. 1li principom uzastopnog prebrojavanja,
imamo 3 - 2 -1 = 6 razli¢itih poredaka.

Dakle, ukupan broj razli¢itih odabira 3 tocke je jednak
(18-17-16) : (3-2-1) = 816.

To ipak nije rjeSenje zato $to smo ovime brojili ,trokute” od tocaka na istoj stranici, a znamo da tri
tocke na istoj duzini ne ¢ine trokut.

Na jednoj stranici imamo 7 - 6 - 5 moguéih odabira tri tocke, podijeljen sa 3 -2 -1 (sli¢no kao i
prije, poredak tri tocke je nebitan) pa dobivamo:

(7-6-5) : (3-2-1) = 35,
Sto znaci da na sve tri stranice zajedno imamo 35 - 3 = 105 razli¢itih odabira tri tocke.

Konacno, trazeni broj trokuta je:
816 — 105 = 711.

Zadatak K-2.8. [45 bodova)

Na skolskoj ploci napisani su svi prirodni brojevi od 1 do 2025. Nikola radi sljedece operacije: on u
svakom koraku briSe bilo koja dva broja koja su u tom trenutku na ploci i zamjenjuje ih razlikom ta
dva broja (uvijek oduzima manji broj od veéeg, a ako su jednaki zamjenjuje ih nulom). Na taj naéin,
nakon 2024 koraka, na ploci ostaje samo jedan broj.

a) Moze li taj preostali broj biti 207
b) Moze li taj preostali broj biti 257
Rjesenje.
a) Kljué za rjesavanje ovog zadatka je razmotriti kako se mijenja parnost brojeva prilikom dane

transformacije i uoc¢avanje pravilnosti. Znamo da oduzimanjem parnog i parnog te neparnog i neparnog
broja kao rezultat dobijemo paran broj, a oduzimanjem parnog i neparnog dobijemo neparan broj.

Promotrimo sada kako se prilikom svake transformacije mijenja ukupni broj neparnih brojeva na plodi.
Ako Nikola obriSe dva parna broja, umjesto njih ée ponovno upisati paran broj, pa se broj neparnih
u ovom slucaju ne mijenja. Ako obrise dva neparna broja, umjesto njih ¢e napisati paran broj, pa se



ukupan broj neparnih brojeva smanjio za 2. Kona¢no, ako obriSe jedan paran i jedan neparan broj,
umjesto njih ¢ée upisati neparan broj, Sto znaéi da broj neparnih brojeva i nakon ove transformacije
ostaje nepromijenjen.

Sve u svemu, ukupni broj neparnih brojeva na ploc¢i mozZe se jedino smanjivati za 2. Na pocetku imamo
2026 : 2 = 1013 neparnih brojeva na ploé¢i. Sada zaklju¢ujemo da broj neparnih brojeva u nijednom
trenutku ne moze postati 0, jer ¢e broj neparnih brojeva na ploci u svakom trenutku biti neparan.
Stoga, zadnji preostali broj mora biti neparan. Dakle, 20 ne moZe biti zadnji preostali broj.

b) U prvom dijelu smo dokazali da zadnji preostali broj na plo¢i mora biti neparan. Sada moramo
pokazati da taj broj moze biti bas 25. To znaci da moramo opisati postupak kojim Nikola moze dobiti
broj 25 kao zadnji broj na plodi.

Jedan moguéi nacin je sljedeéi. U prvih 1012 koraka Nikola brise redom parove brojeva (1,2), (3,4),
..., (23,24), (26,27), (28,29), ..., (2024,2025) i umjesto njih upisuje broj 1. Sada je na plo¢i ostalo
1012 brojeva 1 i broj 25. U sljedeé¢ih 506 koraka Nikola brise po dva broja 1 i umjesto njih pise broj
0. Nakon toga na ploci ostaje 506 brojeva 0 i broj 25.

Sada Nikola u iduéih 506 poteza obrise broj 25 i jednu nulu, a umjesto njih napise broj 25. Time d¢e
pobrisati sve nule i na plo¢i ¢e ostati samo broj 25. Ovime je dokaz zavrSen.



MEDO 2025./2026.

Drugo kolo L00men
6.12.2025.

Juniori (7. i 8. r. OS)

Zadaci i rjeSenja

Zadatak J-2.1. [10 bodova)

Mirela i Paula zajedno su za Bozié dobile 50 bombona, Paula i Izabela su zajedno dobile 38 bombona,
a Mirela i Izabela su zajedno dobile 56 bombona. Koliko bombona je dobila svaka od djevojaka?
Rjesenje.

Oznacimo sa M, P i I koli¢éinu bombona koje imaju redom Mirela, Paula i Izabela. Znamo da su te
veli¢ine u sljedeé¢im odnosima:

M+ P =50
P+1=38
M +1 =56

Pozbrajamo li sve tri dobivene jednadzbe dobivamo 2M + 2P + 21 = 144, odnosno
M+P+1=T2

Sada znamo da sve tri djevojke zajedno imaju 72 bombona, a Mirela i Paula zajedno imaju 50 bombona.
Dakle, Izabela ima ostatak od 50 do 72 bombona, odnosno

I=72-M-P=T72—(M+ P)="T72-50=22.
Dalje, Paula i Izabela imaju zajedno 38 bombona, a od toga 22 ima Izabela pa je zato

P=38-1=38-22=16.

Konac¢no, Mirela i Izabela imaju zajedno 56 bombona, a od toga 22 ima Izabela pa je zato

M =56 —-1=56—22=34.

Dakle, Mirela ima 34 bombona, Paula ima 16 bombona, a Izabela ima 22 bombona.

Zadatak J-2.2. [15 bodova]
Izracunaj:

20.254-20.244-20.23—-20.22—20.21—-20.20+20.194+20.184-20.17—20.16—20.15—20.14+- - -+0.034-0.024-0.01.

Rjesenje.
Primijetimo kako se pravilno ponavljaju tri pozitivna broja pa tri negativna broja i tako do kraja.
Takoder, uoc¢imo da je

20.25 — 20.22 = 20.24 — 20.21 = 20.23 — 20.20 = 0.03.
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Sli¢no je i
20.19 — 20.16 = 20.18 — 20.15 = 20.17 — 20.14 = 0.03.

Buduéi da je svaka takva razlika jednaka 0.03, u svakoj grupi od 6 brojeva, rezultat ée biti 0.03 +
0.03 + 0.03 = 0.09. Prikazimo zornije:

20.25 4 20.24 + 20.23 — 20.22 — 20.21 — 20.20 + 20.19 + 20.18 4 20.17 — 20.16 — 20.15 — 20.14 + - - -+-0.01.
0.09 0.09

Buduéi da imamo 2025 brojeva, podijelimo 2025 sa 6, Sto je broj brojeva u svakoj grupi. Dobit ¢emo
koli¢nik koji predstavlja koliko grupa imamo i ostatak koji govori koliko brojeva nije upalo u grupe od
6 brojeva.

Dobivamo da je 2025 : 6 = 337 i ostatak 3. Dakle, imamo 337 grupa koje daju rezultat 0.09 i jos
na kraju zbroj 3 broja 0.03 4+ 0.02 4+ 0.01. Konacni rezultat je:

337-0.09 4+ 0.03 4+ 0.02 + 0.01 = 30.39.

Zadatak J-2.3. [20 bodova]

Razlika duljina stranica dvaju kvadrata je 13 cm, a razlika njihovih povrSina je 1053 cm?. Odredi
zbroj opsega tih dvaju kvadrata.

Prvo rjesenje.

Nacrtajmo ta dva kvadrata tako da imaju jedan zajednicki vrh te oznac¢imo duljinu stranice manjeg
kvadrata s a. Stranica veéeg kvadrata tada ima duljinu a + 13. Produljimo stranice manjeg kvadrata
preko tocke nasuprot zajednicke.
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Uocimo kako je veci kvadrat podijeljen na Cetiri dijela i to na manji kvadrat, dva sukladna pravokut-
nika s duljinama stranica a i 13 cm te kvadrat s duljinom stranice 13 cm.

Razliku povrsina dvaju zadanih kvadrata Cine dva pravokutnika i kvadrat s duljinom stranice 13 cm.
Povrsina tog kvadrata je 13 cm - 13 cm = 169 cm?.



Zapisujemo jednadzbu i odredujemo a:

2-13a + 169 = 1053
26a + 169 = 1053

26a = 884
a =884 :26
a=34

Duljina stranice manjeg kvadrata je 34 cm pa je njegov opseg jednak 4 - 34 cmm = 136 cm.
Duljina stranice veéeg kvadrata je 34 cm+13 cm = 47 cm pa je njegov opseg jednak 4-47 cm = 188 cm.

Zbroj njihovih opsega je jednak 136 cm + 188 cm = 324 cm.
Drugo rjesenje.

Uz sliku i oznake na slici u prvom rjesenju, razlika povr$ina jednaka je (a + 13)? — a2.

(a+13)2 — a? = 1053
a? + 26a + 169 — a? = 1053
26a = 884
a=34

Dalje zakljuujemo isto kao i u prvom rjesenju.

Zadatak J-2.4. [25 bodova]

Neka je ABC siljastokutni jednakokra¢ni trokut s osnovicom AB i neka je H ortocentar tog trokuta.
Neka je H' tocka simetri¢na tocki H u odnosu na pravac AB. Odredi mjeru kuta <H'AC.

Prvo rjesenje.

P = o e e e e e = === ——

=
[ws]

/



Zapisimo <<H' AC kao zbroj tri kuta:

<H'AC = <H'AB + <BAH + <HAC

Pritom znamo da je <H'AB = <BAH zbog simetrije, te je jasno da <BAH = 90° — <CBA (promo-
trimo zbroj kuteva u trokutu s vrhovima A, B i noZiStem visine iz A), §to je pak 90° — <BAC jer je
ABC jednakokracan.

Sada smo gotovi jer je:

<H'AC = <H'AB + («BAH + <HAC) = 90° — <BAC + <BAC = 90°.

Drugo rjesenje.

Buduéi da se radi o jednakokraénom trokutu, ukoliko produZimo pravac C'H, ZNamo da ée se H'
nalaziti na njemu te da je noziste visine iz C' (ozna¢imo ga s N) ujedno poloviste AB (moZe se lagano
pokazati preko sukladnosti trokuta AANC i ABNC).

Buduéi da je N poloviste AB, te je po definiciji osne simetrije poloviste HH’, onda je AH'BH
Cetverokut kojem se dijagonale raspolavljaju, $to znamo da je palalelogram (ostavljamo formalni dokaz
kao vjezbu Citatelju; preko sukladnosti).

Kako je onda AH’ paralelan s BH koji je visina na AC, onda je traZeni kut takoder pravi kao kut uz
presjec¢nicu paralelnih pravaca.
Trece rjesenje.

Ukoliko znamo lemu o refleksijama ortocentra (moZete ju naéi recimo na MNM predavanjima ili u
Evan Chen: Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads - lemma 1.17), ona nam po tvrdnji a)
govori da H' leZi na opisanoj kruZnici trokuta ABC.

Dapade, buduéi da je noziste visine ujedno i poloviste stranice AB, ona nam po tvrdnji b) iste leme
kaze da je CH' ba$ i promjer opisane kruznice trokutu ABC.

Dakle, trazimo kut nad promjerom kruznice, pa je po Talesovom poucku trazeni kut pravi.

Zadatak J-2.5. [30 bodova)

Odredi znamenke a, b i ¢ tako da razlomak 5 a ima decimalni zapis 0.ab.

+c
Rjesenje.
Jednadzba glasi:
2 —0.ab.
b+c

Odmah vidimo da mora vrijediti b+ ¢ > a zato Sto je vrijednost razlomka bi manja od 1. RijeSimo

c

odmah i ,,rubni” sluéaj a = 0. Tada je 5 - 0 = 0.ab, pa mora biti b = 0. Broj ¢ u ovom slucaju moze
c

biti bilo koja znamenka razli¢ita od 0, jer bismo u sluc¢aju da je i ¢ = 0 dobili neodredeni razlomak g

Zaklju¢ujemo da su sve trojke (0,0, c), gdje je ¢ # 0, rjeSenje jednadzbe, tj. traZene znamenke.

— —— ab
Prisjetimo se da decimalni broj 0.ab piSemo u obliku razlomka na sljedeéi naéin: 0.ab = la_OO' Uvrstimo
to u pocetnu jednadzbu te se rijeSimo nazivnika:

a ab
100a = ab - (b+ c).




Sada je jedan moguéi nacin rjeSavanja ove jednadZbe ispitivanje svih moguénosti za znamenku a i
odredivanje odgovarajué¢ih znamenki b i c. No, mozemo i skratiti posao, razmatranjem faktora lijeve i
desne strane jednakosti.

Znamo da je 100 = 22 - 52, dakle faktori 2 i 5 ée se pojaviti najmanje dva puta u rastavu na proste
faktore lijeve strane jednakosti, Sto znaci da se nalaze i u rastavu na proste faktore desne strane.
Promotrimo faktor 5. Broj b+ ¢ pripada skupu {1,2,3,...,17,18} pa moZe imati najvise jedan faktor
5, §to znadi da broj ab mora imati barem jedan faktor 5 u sebi. Iz toga slijedi da je b € {0,5}. Medutim,
ako je b = 0, jednadZba postaje 100a = a0 - ¢, iz ega bi slijedilo ¢ = 10, $to nije moguée jer ¢ mora
biti znamenka.

Zaklju®ujemo da mora biti b = 5. Jednadzba sada postaje 100a = a5 - (5 + c¢). Broj ab sadrzi dva
faktora 5 jedino ako je a = 2 ili @ = 7. U sluéaju a = 2 dobijemo rjesenje (a,b,c) = (2,5, 3). Ako je
a = 7, broj 75 sadrzi faktor 3, koji nije sadrzan u broju 7 - 100, pa jednadzba nema rjeSenja u tom
slucaju.

U svim ostalim sluéajevima, broj a5 sadrzi samo jedan faktor 5, pa broj 5+ ¢ mora takoder sadrzavati
faktor 5. To je moguée jedino za 5+c =5 i 5+ ¢ = 10. Medutim, vrijedi a5-5 < 100a i a5-10 > 100a,
pa jednadzba nema rjesenja u ovim slucajevima. Time smo ispitali sve moguénosti.

Napomena. Kada dodemo do jednadzbe 100a = a5 - (5 + ¢), moZemo razmotriti i faktor 2. Broj a5
ne sadrzi faktor 2, pa slijedi da broj 5 4+ ¢ mora sadrzavati faktor 22 = 4. Iz toga slijedi 5 + ¢ = 8 ili
5+ ¢ = 12. Sada nastavljamo sli¢no kao u rjesenju.

Zadatak J-2.6. [35 bodova]

Odredi sve éetvorke realnih brojeva (z,y, z, w) koje zadovoljavaju sljedeéi sustav jednadzbi:

zy+z+w==6
yz+w+z=2
zw+zT+y=>5
wr+y+z=3.

Rjesenje.
Trazimo nacin na koji mozemo kombinirati dane jednadzbe kako bismo pojednostavili sustav. Zbrajanje
svih jednadZbi ne daje povoljan rezultat. Oduzmimo stoga drugu jednakost od prve:

(zy+z+w)— (yz+w+z)=6-—2
zyt+z+w—yz—w—z=4
zy—yz+z—x=4
yle—2) —(x—2)=4
(z—2)(y—1) =4

Sli¢no, oduzimanjem treée jednadzbe od druge, Cetvrte od treée i prve od cetvrte, dobijemo redom
sljedeée jednakosti:

(y—w)(z-1) = -3
z—z)(w—-1)=2
(w—-y)(z-1)=-3.

Usporedivanjem (tj. dijeljenjem) parova dobivenih jednadzbi s istim prvim faktorom zaklju¢ujemo da
vrijediy—1=-2(w—-1)iz—1= —(z—1), iz Cega slijedi y = —2w+ 3 i z = —x + 2. Uvrstavanjem u
posljednju jednadZbu poéetnog sustava i sredivanjem dobivamo (z — 2)(w — 1) = 0. Iz toga slijedi da
jex =2ili w = 1. Ako je x = 2, dobijemo redom z =0, w =01y = 3. Ako je w = 1, dobijemo y = 1,



no tada uvrstavanjem u prvu jednadzbu polaznog sustava dobijemo x + z = 5, $to je u kontradikciji
s jednakos¢éu z = —z + 2, stoga jednadzba nema rjeSenja u ovom slucaju. Zaklju¢ujemo da je jedino
rjeSenje sustava Cetvorka (z,y, z,w) = (2,3,0,0).

Zadatak J-2.7. [40 bodova]

Na skolskoj ploc¢i napisani su svi prirodni brojevi od 1 do 2025. Nikola radi sljedece operacije: on u
svakom koraku brise bilo koja dva broja koja su u tom trenutku na ploci i zamjenjuje ih apsolutnom
vrijednoS¢u razlike ta dva broja. Na taj nacin, nakon 2024 koraka, na plo¢i ostaje samo jedan broj.

a) Moze li taj preostali broj biti 207
b) Moze li taj preostali broj biti 257
Rjesenje.
a) Klju¢ za rjeSavanje ovog zadatka je razmotriti kako se mijenja parnost brojeva prilikom dane

transformacije i uoc¢avanje pravilnosti. Znamo da oduzimanjem parnog i parnog te neparnog i neparnog
broja kao rezultat dobijemo paran broj, a oduzimanjem parnog i neparnog dobijemo neparan broj.

Promotrimo sada kako se prilikom svake transformacije mijenja ukupni broj neparnih brojeva na ploc¢i.
Ako Nikola obriSe dva parna broja, umjesto njih ée ponovno upisati paran broj, pa se broj neparnih
u ovom sluéaju ne mijenja. Ako obriSe dva neparna broja, umjesto njih ée napisati paran broj, pa se
ukupan broj neparnih brojeva smanjio za 2. Kona¢no, ako obriSe jedan paran i jedan neparan broj,
umjesto njih ¢ée upisati neparan broj, Sto znaéi da broj neparnih brojeva i nakon ove transformacije
ostaje nepromijenjen.

Sve u svemu, ukupni broj neparnih brojeva na ploc¢i mozZe se jedino smanjivati za 2. Na pocetku imamo
2026 : 2 = 1013 neparnih brojeva na plo¢i. Sada zaklju¢ujemo da broj neparnih brojeva u nijednom
trenutku ne moze postati 0, jer ¢e broj neparnih brojeva na ploci u svakom trenutku biti neparan.
Stoga, zadnji preostali broj mora biti neparan. Dakle, 20 ne moZe biti zadnji preostali broj.

b) U prvom dijelu smo dokazali da zadnji preostali broj na plo¢i mora biti neparan. Sada moramo
pokazati da taj broj moze biti bas 25. To znaci da moramo opisati postupak kojim Nikola moze dobiti
broj 25 kao zadnji broj na ploci.

Jedan mogudéi nacin je sljedeéi. U prvih 1012 koraka Nikola brise redom parove brojeva (1,2), (3,4),
..., (23,24), (26,27), (28,29), ..., (2024,2025) i umjesto njih upisuje broj 1. Sada je na plo¢i ostalo
1012 brojeva 1 i broj 25. U sljedeé¢ih 506 koraka Nikola briSe po dva broja 1 i umjesto njih pise broj
0. Nakon toga na ploci ostaje 506 brojeva 0 i broj 25.

Sada Nikola u iduéih 506 poteza obrise broj 25 i jednu nulu, a umjesto njih napise broj 25. Time ce
pobrisati sve nule i na ploci ée ostati samo broj 25. Ovime je dokaz zavrsen.

Zadatak J-2.8. [45 bodova)

Neka je H ortocentar trokuta ABC te neka su M i N redom polovista stranica AB i AC. Pretpos-
tavimo da se toCka H nalazi unutar ¢etverokuta BCNM te da se opisane kruznice trokuta BHM i
CN H medusobno dodiruju. Pravac kroz H paralelan s BC sijece opisane kruznice trokuta BHM i
CNH redom u tockama X i Y. Neka je F' sjeciSte pravaca MX i NY te neka je I srediSte upisane
kruznice trokuta M HN.

Dokazi da je |FI| = |FAl.
Rjesenje.

Neka je <BAC = «, pravac t zajednicka tangetna opisanih kruznica trokuta BHM i CNH te tocka
T proizvoljna tocka na pravcu t kao na slici.



Duzina M N je srednjica trokuta ABC pa je zato i pravac M N paralelan s pravcima BC i XY.
Buduéi da je H ortocentar trokuta ABC slijedi da je

<HBM = <HBA =90° — a.
Cetverokut BHM X je tetivan pa je zato

<HXM = <HBM =90° — a.
Konacno kako su pravci XY i M N paralelni imamo da je

INMF = <HXM =90° — a.

Analogno se dobije da jei <FFNM = 90° — a.
Iz gornjeg imamo da je <NMF = <FNM = 90° — « pa je zato |F'M| = |FN|. Nadalje, imamo da je

<IMFN =180°—<NMF — <FNM = 2a = 29BAC

iz Cega slijedi da je kut <M F'N sredisnji kut obodnog kuta M AN na opisanoj kruznici trokuta AM N.
Posebno, imamo da je F' srediSte opisane kruZnice trokuta AMN.

Dokazimo da se tocka I nalazi na opisanoj kruznici trokuta AMN.
Prema teoremo o kutu izmedu tetive i tangente redom imamo

STHM = <MHX =90° — q,
<NHT = <NCH = 90° — o

Iz gornjeg slijedi da je
<NHM = <NHT + <THM = 180° — 2a.



Konacno, kako je I srediste upisane kruznice trokuta M HN mozemo izrac¢unati
<NIM =180° —<MNI — <IMN = 180° — %(<MNH + <HMN) =90° + %<[NHM =180° — a.

Iz gornjeg slijedi da je Cetverokut MIN A tetivan, tj. tocka I se nalazi na opisanoj kruznici trokuta
AMN.

Buduéi da je F srediSte opisane kruZnice trokuta AM N i tocka I se takoder nalazi na opisanoj kruznici
slijedi da je |FI| = |FA| $to je i trebalo dokazati.
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Zadaci i rjeSenja

Zadatak S-2.1. [10 bodova)

Razlika duljina stranica dvaju kvadrata je 13 cm, a razlika njihovih povrsina je 1053 cm?. Odredi
zbroj opsega tih dvaju kvadrata.

Rjesenje.
Nacrtajmo ta dva kvadrata tako da imaju jedan zajednicki vrh te oznac¢imo duljinu stranice manjeg

kvadrata s a. Stranica veéeg kvadrata tada ima duljinu a + 13. Produljimo stranice manjeg kvadrata
preko tocke nasuprot zajednicke.

N
w

13

Razlika povrsina jednaka je (a + 13)2 — a2.

(a+13)2 — a? = 1053
a? + 26a + 169 — a? = 1053
26a = 884
a=34

Zbroj opsega ovih kvadrata jednak je 4a + 4(a + 13) = 8a + 52, tj. 8 - 34 + 52 = 324 cm.

Zadatak S-2.2. [15 bodova)

Neka je ABC siljastokutni jednakokrac¢ni trokut s osnovicom AB i neka je H ortocentar tog trokuta.
Neka je H' tocka simetri¢na tocki H u odnosu na pravac AB. Odredi mjeru kuta <H'AC.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Prvo rjesenje.
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Zapisimo <H'AC kao zbroj tri kuta:
<H'AC = <H'AB + <BAH + <HAC

Pritom znamo da je <H'AB = <BAH zbog simetrije, te je jasno da <BAH = 90° — <CBA (promo-
trimo zbroj kuteva u trokutu s vrhovima A, B i noZiStem visine iz A), §to je pak 90° — <BAC jer je
ABC jednakokracan.

Sada smo gotovi jer je:

<H'AC = <H'AB + («BAH + <HAC) = 90° — <BAC + <BAC = 90°.

Drugo rjesenje.

Buduéi da se radi o jednakokra¢nom trokutu, ukoliko produZimo pravac C'H, znamo da ée se H'
nalaziti na njemu te da je noziste visine iz C' (ozna¢imo ga s N) ujedno poloviste AB (moZe se lagano
pokazati preko sukladnosti trokuta AANC i ABNC).

Buduéi da je N poloviste AB, te je po definiciji osne simetrije poloviste HH’, onda je AH'BH
Cetverokut kojem se dijagonale raspolavljaju, §to znamo da je palalelogram (ostavljamo formalni dokaz
kao vjezbu Citatelju; preko sukladnosti).

Kako je onda AH’ paralelan s BH koji je visina na AC, onda je traZeni kut takoder pravi kao kut uz
presjecnicu paralelnih pravaca.
Tredée rjesenje.

Ukoliko znamo lemu o refleksijama ortocentra (moZete ju naéi recimo na MNM predavanjima ili u
Evan Chen: Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads - lemma 1.17), ona nam po tvrdnji a)
govori da H' lezi na opisanoj kruZnici trokuta ABC.

Dapade, buduéi da je noziste visine ujedno i poloviste stranice AB, ona nam po tvrdnji b) iste leme
kaze da je CH' ba$ i promjer opisane kruznice trokutu ABC.



Dakle, trazimo kut nad promjerom kruznice, pa je po Talesovom poucku trazeni kut pravi.

Zadatak S-2.3. [20 bodova|

Na skolskoj plo¢i napisani su svi prirodni brojevi od 1 do 2025. Nikola radi sljede¢e operacije: on u
svakom koraku brise bilo koja dva broja koja su u tom trenutku na ploci i zamjenjuje ih apsolutnom
vrijednosc¢u razlike ta dva broja. Na taj nacin, nakon 2024 koraka, na ploci ostaje samo jedan broj.

a) Moze li taj preostali broj biti 207
b) Moze li taj preostali broj biti 257
Rjesenje.
a) Kljué za rjesavanje ovog zadatka je razmotriti kako se mijenja parnost brojeva prilikom dane

transformacije i uoc¢avanje pravilnosti. Znamo da oduzimanjem parnog i parnog te neparnog i neparnog
broja kao rezultat dobijemo paran broj, a oduzimanjem parnog i neparnog dobijemo neparan broj.

Promotrimo sada kako se prilikom svake transformacije mijenja ukupni broj neparnih brojeva na plodi.
Ako Nikola obrise dva parna broja, umjesto njih ée ponovno upisati paran broj, pa se broj neparnih
u ovom slucaju ne mijenja. Ako obrise dva neparna broja, umjesto njih ¢e napisati paran broj, pa se
ukupan broj neparnih brojeva smanjio za 2. Konac¢no, ako obriSe jedan paran i jedan neparan broj,
umjesto njih ¢ée upisati neparan broj, Sto znaéi da broj neparnih brojeva i nakon ove transformacije
ostaje nepromijenjen.

Sve u svemu, ukupni broj neparnih brojeva na plo¢i moZe se jedino smanjivati za 2. Na pocetku imamo
2026 : 2 = 1013 neparnih brojeva na ploci. Sada zakljucujemo da broj neparnih brojeva u nijednom
trenutku ne moze postati 0, jer ée broj neparnih brojeva na plo¢i u svakom trenutku biti neparan.
Stoga, zadnji preostali broj mora biti neparan. Dakle, 20 ne moze biti zadnji preostali broj.

b) U prvom dijelu smo dokazali da zadnji preostali broj na plo¢i mora biti neparan. Sada moramo
pokazati da taj broj moze biti bas 25. To znaci da moramo opisati postupak kojim Nikola moze dobiti
broj 25 kao zadnji broj na ploci.

Jedan mogudéi naéin je sljedeéi. U prvih 1012 koraka Nikola brise redom parove brojeva (1,2), (3,4),
..., (23,24), (26,27), (28,29), ..., (2024,2025) i umjesto njih upisuje broj 1. Sada je na plo¢i ostalo
1012 brojeva 1 i broj 25. U sljede¢ih 506 koraka Nikola briSe po dva broja 1 i umjesto njih pise broj
0. Nakon toga na ploci ostaje 506 brojeva 0 i broj 25.

Sada Nikola u iduéih 506 poteza obrise broj 25 i jednu nulu, a umjesto njih napise broj 25. Time ¢e
pobrisati sve nule i na plo¢i ¢e ostati samo broj 25. Ovime je dokaz zavrSen.

Zadatak S-2.4. [25 bodova)
Neka su z # 0, y # 0 i 2z # 0 medusobno razliciti realni brojevi takvi da je = + y + z = 0. Dokazi

T z —Z zZ—T r —
( T )(y + 222 y)=9.
y—2z z—x T—Y T Y z

Rjesenje.

Oznaéimo A = -2~ + ¥ +.51B= %+%+%. Raspisimo:

g sE—2)@—y) +yly —2)(z —y) +2(y — 2)(z — 2)
(y—2)(z —z)(z —y)

y2(y — 2) + z2(2 —2) + zy(z — )
Y2 '

B =




Nadalje, raspis$imo nazivnik od A. Imamo:

P—zytaz)(z—y) =

(y—2)(z—z)(x—y) = (yz — 2
=zyr—x2° — 22y + 2’2 — Y22ty 4wyl —myzr =
=yz(z—y) +z2(z —2) +ay(y —z) =
= —(y2(y = 2) + 22(z — 2) + wy(z - v)).

Stoga je
J _ae-n)a -y + ¥ - e —y) + - (—1)
—zY2

A-B

Primijetimo da je
(z —x)(x —y) = z(2z — 2% —yz 4+ 2y) =
=z(z(z+y) — 22 —yz) =
= a(a(~2) - o* ~y2) =

= —22% — zyz.
Analogno zakljuéujemo da je

y(y — 2) (@ —y) = —2¢° — ayz,
2(y — 2)(z —x) = —22° — zy2.

Sada imamo

—223 — 2y° — 22° — Bzyz  22% 4+ 2y3 + 223 + 3wyz
—xyz N Y2 '

A-B=

Kako Zelimo pokazati da je A- B = 9, ostalo je pokazati da je 2z3 + 2y® + 22% = 6zyz, odnosno
23 + 33 + 23 = 3zyz.
Jer je x + y 4+ z = 0, vrijedi

0= (z+y+2)(@?+1y°+ 22 —zy—yz — 2z) =23+ 32 + 2° — 3y

Dakle,
_ bzyz+3zyz  9ryz

xyz xyz

A-B 9.

Napomena. Jednakost 3 + 32 + 23 = 32yz mozemo dokazati i na sljedeéi nacin:

x3+y3+z3=(w+y)(m2—xy+y2)+z3=—z(a:2—my+y2)+z3=z(—m2+my—y2+z2)
=2((z—2)(z+z) + 2y —9*) = 2((2 — 2) - (~y) + 2y — ¥°) = yz(z — 2+ = — y) = 3wyz.

Zadatak S-2.5. [30 bodoval

Katarina pece boziéni kola¢ u posudi dimenzija n x n. Odredi sve prirodne brojeve n takve da Katarina
moze izrezati kola¢ na dijelove tako da najviSe jedan izrezani dio bude u obliku 1 x 1 kvadrata, a svi
ostali izrezani dijelovi budu u obliku L-triomina.

Napomena. L-triomino je oblik koja se dobije uklanjanjem jednog 1 x 1 kvadrata iz 2 x 2 kvadrata.
Rjesenje.
Katarina moze izrezati kola¢ na Zeljeni nacin za sve prirodne brojeve n # 3.

Dokazimo najprije da Katarina ne moze izrezati 3 x 3 kola¢ na Zeljeni nacin. Pretpostavimo da je
moguce izrezati 3 X 3 kola¢. Buduéi da je ukupan broj polja u 3 x 3 posudi djeljiv s 3 da bi kolaé



izrezali na Zeljeni na¢in moramo za to koristiti to¢no tri L-triomina. Medutim, posuda ima 4 kutna
polja, a svaka L-tiomina moze pokriti najviSe jedno od tih kutnih polja. To dovodi do kontradikcije.
Dakle, ne mozemo izrezati 3 X 3 kola¢ na Zeljeni nacin.

Preostaje jos dokazati da za sve n # 3 Katarina moze izrezati n x n kola¢ na Zeljeni na¢in. U tu svrhu
¢emo najprije dokazati sljede¢u pomoénu tvrdnju.

Lema: Za svaki prirodan broj n > 2 pravokutnu plocu 6 X n mozemo izrezati na L-triomine.

Dokaz leme: Dvije L-triomine moZemo zajedno spojiti u plo¢u oblika 2 x 3. Pomo¢u ploca 2 x 3 mozemo
napraviti ploce 6 X 2 i 6 x 3. Za dokaz pomocéne tvrdnje nam je sada dovoljno dokazati da se svaki
prirodan broj n > 2 moze zapisati u obliku n = 3a + 2b za neke nenegativne cijele brojeve a i b jer
tada nasu ploéu mozemo izrezati na a ploca dimenzije 6 x 3 i b ploca dimenzije 6 x 2.

Promotrimo sve moguée ostatke koje n daje pri dijeljenju s 3. Ako je n djeljiv s 3 tada direktno
mozemo zapisati n = 3a za neki nenegativni cijeli broj a. Ako n daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3 tada
mozemo zapisati n = 3a + 2 - 2 te buduéi da je u tom slucaju n > 4 slijedi da je a nenegativan cijeli
broj. Konacno ako n daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3 tada mozemo zapisati n = 3a + 2.

Dokazat ¢emo matematickom indukcijom s korakom 6 da za sve n # 3 Katarina moze izrezati n x n
kolaé¢ na Zeljeni nacin.

Kolaci dimenzija 1 x 11 2 X 2 se oCito mogu izrezati na Zeljeni nacin. Iz gornje Leme slijedi da i kolaé
dimenzija 6 X 6 moZemo izrezati na Zeljeni nacin. Rezanje kolaca oblika 4 x 4, 5 X 5, 7x 719 X 9 je
prikazano na slici.
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Pretpostavimo da smo za neki n > 2 uspjeli izrezati kola¢ dimenzija n X n na Zeljeni nac¢in. Dokazimo
da tada mozemo izrezati i kola¢ dimenzija (n + 6) x (n + 6).

Kola¢ dimenzija (n+6) x (n+6) moZemo podijeliti na jedan n x n kvadrat, dva pravokutnika dimenzije
6 x n te jedan kvadrat dimenzije 6 x 6 kao na slici. Iz pretpostavke znamo da n x n kvadrat mozemo
izrezati na Zeljeni nacin, a prema Lemi pravokutnike dimenzija 6 X n i kvadrata 6 X 6 mozemo izrezati
u samo L-triomine. Prema tome, posudu (n + 6) x (n + 6) takoder moZzemo izrezati na Zeljeni nacin.



Zadatak S-2.6. [35 bodoval

Neka je H ortocentar trokuta ABC te neka su M i N redom polovista stranica AB i AC. Pretpos-
tavimo da se tocka H nalazi unutar cetverokuta BCN M te da se opisane kruznice trokuta BHM i
CNH medusobno dodiruju. Pravac kroz H paralelan s BC sijece opisane kruznice trokuta BHM i
CNH redom u tockama X i Y. Neka je F' sjeciste pravaca M X i NY te neka je I srediSte upisane
kruznice trokuta M HN. Dokazi da je |FI| = |FA|.

Rjesenje.

Neka je <BAC = «, pravac t zajednicka tangetna opisanih kruZnica trokuta BHM i CNH te tocka
T proizvoljna tocka na pravcu t kao na slici.




Duzina M N je srednjica trokuta ABC' pa je zato i pravac M N paralelan s pravcima BC i XY.
Buduéi da je H ortocentar trokuta ABC slijedi da je

<HBM = <HBA =90° — a.
Cetverokut BHM X je tetivan pa je zato

<HXM = <HBM = 90° — a.
Konacno kako su pravci XY i M N paralelni imamo da je

INMF = <HXM =90° — o

Analogno se dobije da je i <FFNM = 90° — .
Iz gornjeg imamo da je <NMF = <FNM = 90° — « pa je zato |F'M| = |FN|. Nadalje, imamo da je

<MFN =180° — <NMF — <FNM = 2a = 2<BAC

iz Cega slijedi da je kut <M F N sredi$nji kut obodnog kuta M AN na opisanoj kruznici trokuta AMN.
Posebno, imamo da je F' srediSte opisane kruZnice trokuta AMN.

Dokazimo da se tocka I nalazi na opisanoj kruznici trokuta AMN.
Prema teoremo o kutu izmedu tetive i tangente redom imamo

STHM = <MHX =90° — q,
<NHT = <NCH = 90° — o

Iz gornjeg slijedi da je
<NHM = «<NHT + <THM = 180° — 2a.

Konacno, kako je I srediSte upisane kruznice trokuta M HN mozZemo izracunati
1 1
<NIM =180° — <MNI — <IMN = 180° — 5(<£MNH +<HMN) =90° + §<{NHM =180° — a.

Iz gornjeg slijedi da je Cetverokut MIN A tetivan, tj. tocka I se nalazi na opisanoj kruznici trokuta
AMN.

Buduéi da je F srediSte opisane kruZnice trokuta AM N i tocka I se takoder nalazi na opisanoj kruznici
slijedi da je |FI| = |FA| 8to je i trebalo dokazati.

Zadatak S-2.7. [40 bodoval

k
Za racionalan broj r kazemo da je poseban ako se mozZe zapisati u obliku r = % pri cemu su p i q

relativno prosti prirodni brojevi i £ > 1 prirodan broj.

Neka su a, b i ¢ pozitivni racionalni brojevi takvi da je abc = 1. Pretpostavimo da postoje prirodni
brojevi k, | i m takvi da je a® + b 4+ ¢™ prirodan broj. DokaZi da su brojevi a, b i ¢ posebni.
Rjesenje.

Neka je p prosti broj takav da je vp(a) > 0, ako takav ne postoji onda je a reciprocan prirodnom broju

te oCito poseban (specijalno ako za nijedan od a, b, ¢ ne postoji takav p nuzno je a = b = ¢ = 1 koji su
oCito posebni). Dalje pretpostavljamo da postoji takav p.



Tvrdimo da je a poseban. Iz uvjeta zadatka imamo vp(a) + vp(b) + vp(c) = 0 te onda znamo da je
min(vp(b), vp(c)) < 0. Tvrdimo da su oba negativna, zaista kada bismo imali v,(b) > 0,v,(c) < 0 tada
bismo imali vy(a* + b + ¢™) = v,(c™) < 0 §to je nemogude jer je a* + b + ¢™ prirodan broj.
Nadalje, neka je v,(b") # v,(c™) tada je vy(a®+b'+c™) = min(vy(b!), v,(c™)) < 0 §to je opet nemoguée
jer je a® + b + ¢™ prirodan broj. Dakle, v,(b!) = v,(c™) <= lv,(b) = muvy,(c), odnosno vidimo da
postoji prirodan broj ¢t takav da je

m l

vp(b) = _tgcd(m, 1)’ vp(e) = _tgcd(m, 1)

Konaéno, kako je vp(a) + vp(b) + vp(c) = 0 imamo

m + 1

vp(a) = —vp(b) —vp(c) = tm

Stoga ako je vp(a) > 0 imamo #:llﬂ) | vp(a). Kako to vrijedi za prozvoljan p takav da je vp(a) > 0

brojrlljik. od a je #:zlﬂ)'ta potencija prirodnog broja pa je a poseban. Analogno se dobije da su b, c
posebni.

Zadatak S-2.8. [45 bodova

Za strogo rastuéi niz pozitivnih realnih brojeva (a,)nen kaZemo da je vilenjacki ako za svaki realan
broj ¢ > 0 postoji prirodan broj N takav da je a, < cn za svaki prirodan broj n > N. Nadalje, kazemo
da je ¢lan vilenjackog niza a, boZi¢na kapica ako je an—; + any; < 2an, zasvei=1,2,...,n— 1.

Postoji li u svakom vilenjackom nizu beskonac¢no mnogo boziénih kapica?
Rjesenje.
Odgovor: Svaki vilenjacki niz ima beskona¢no mnogo bozi¢nih kapica.

Neka je (an)nen vilenjacki niz te stavimo da je ap = 0. Promotrimo tocke (n,a,) za sve nenegativne
cijele brojeve n u koordinatnom sustavu kao na slici.

Za svaki prirodan broj n oznac¢imo s k, koeficijent smjera pravca kojeg dobijemo spajanjem tocaka
(0, aO) i (’I’L, an)'

Koristenjem svojstva vilenjackog niza za ¢ = k; slijedi da postoji prirodan broj N takav da je a, < cn
za svaki n > N. Posebno, to znaci da je
an—ap _ a

kn= —n<k'1
n

n—0
za svaki n > N.

Promotrimo koeficijente smjera ki, k2, ..., kny—_1. Neka je n; najvedi indeks i =1,2,..., N —1 za
koji je koeficijent smjera k; maksimalan. Iz prethodne nejednakosti takoder imamo da je k,, > k, za
sven > N, tj. ky,, je je maksimalan mogudi koeficijent smjera pravca. Zbog maksimalnosti koeficijenta
smjera k,, se zato sve promatrane tocke nalaze na ili ispod pravca kojeg dobijemo spajanjem tocaka

(0,a0) i (n1,an,)-

Obojimo tofku (ni,a,,) crveno bojom, a sve prethodne tocke (1,a1), (2,a2), ..., (N1 — 1,an,-1)
obojimo plavom bojom.

Stavimo tocku (n1, ap, ) u ishodiste koordinatnog sustava te promotrimo ostatka niza (a,) zan > n; u
tom novom koordinatnom sustavu. Koordinate novih todaka ée biti oblika (n, a, —an,) za sve n > nj.

Direktnim racunom se lagano provjeri da se svojstva vilenjaskog niza ocuvaju kada svakom clanu
niza oduzmemo isti realan broj z. Posebno, slijedi da je niz (a, — an, )n>n, dalje vilenjacki niz. Zbog



toga analognim postupkom kao i prije mozemo definirati indeks ng te tocku (ng, an,) obojati crvenom
bojom, a sve prijasnje tocke plavom.

Ponavljanjem gornjeg postupka redom dobijemo niz crvenih tofaka A; = (n1,an,), A2 = (n2,an,),
ey Ak = (nk,ank),

Pokazimo da je za svaku crvenu tocku A; = (nj, an;) broj an; bozi¢na kapica.

Neka je i < n; i promotrimo tocke X1 = (nj —4,an;-i), 4; = (nj,an,;) i Xo = (nj + i,an,4). Iz
definicije crvenih tocaka i svojstva maksimalnosti koeficijenata smjerova znamo da se tocke X; i Xo
nalaze na ili ispod pravca koje dobijemo spajanjem tocaka A;_1 i A; i pravca kojeg dobijemo spajanjem
toCaka A; i Aji1. Posebno, to znaci da je

<IX1AJ'X2 < <Aj_1AjAj+1 < 180°.

Iz <X1A;X5 < 180° slijedi da pravac X1 A zatvara vedi kut s z-osi, nego pravac X2 4, tj. koeficijent
smjera pravca X1A je veéi od koeficijenta smjera pravca XsA. Prema tome imamo da je

anj - anj—i anj—i-i - anj

kx,a= > kx4 =

iz Cega konaclno slijedi da je an;—i + an;+i < 2an; za svaki i < n;. Dakle, a,, je zaista bozi¢na kapica
za svaki prirodan broj j.




