MEDO 2025./2026.

Cetvrto kolo LO omen
14.2.2026.

Kadeti (5. i 6. r. OS)

Zadaci i rjeSenja

Zadatak K-4.1. [10 bodova]

Najmanji ¢etveroznamenkasti viSekratnik broja 13 uveéan je za njegovu trinaestinu.
Odredi dobiveni broj.

Rjesenje.

Odredimo prvo najmanji cetveroznamenkasti viSekratnik broja 13. Provjerimo koji ostatak pri dijelje-
nju s 13 daje 1000 (najmanji etveroznamenkasti broj):

1000 : 13 =76 i ostatak 12.
Dakle, 1000 = 13 - 76 4+ 12, odnosno
1001 =1000+1=13-76+12+1=13-76 + 13 =13 - 77.

Zakljucujemo da je 1001 najmanji cetveroznamenkasti visekratnik broja 13. Kako je 1001 = 13 - 77,
trinaestina broja 1001 jednaka je 1001 : 13 = 77. Uvecamo li najmanji Cetveroznamenkasti visekratnik
broja 13 njegovom trinaestinom dobivamo

1001 + 77 = 1078.

Zadatak K-4.2. [15 bodova]
Trokut ABC smjeSten je u kvadratnu mreZu u kojoj je duljina stranice kvadrati¢a 2 cm.

Izra¢unaj povrSinu trokuta ABC.



https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Rjesenje.
»Zapakirajmo” trokut ABC' unutar pravokutnika ADEF tako da vrhovi trokuta B i C' pripadaju
redom stranicama pravokutnika DE i EF.

8cm 8cm

Py / P 8cm

14 cm

/ 6.cm

16 cm

Duljine stranica dobivenog pravokutnika su 16 cm i 14 ¢cm pa mu je povrSina jednaka 16 cm-14 cm =
224 cm?.

Oznadimo s P;, P, i P3 povrsine trokuta ADB, BEC i CFA. Odredimo te povrsine:

P, =16cm -6 cm: 2 =48 cm?.

P,=8cm-8cm:2=32cm?.

P;=8cm-14 cm: 2 = 56 cm?.

Povrsina P trokuta ABC jednaka je razlici povrSine pravokutnika i zbroja povrSina P, P» i P3 pa

slijedi:

P =224 — (P, + Py + P3) = 224 — (48 + 32 + 56) = 224 — 136 = 88 cm?.

Zadatak K-4.3. [20 bodova]

Toma, Branko i Sven zajedno su skupili 67 bodova na Skolskom natjecanju iz matematike. Znamo da
je Branko osvojio dvostruko vise bodova od dvije tre¢ine Tomina broja bodova, a Sven je osvojio 2
boda manje od pet sedmina Brankovih bodova.

Koliko je bodova osvojio svatko od njih?

Prvo rjesenje.

PrikaZimo osvojene bodove triju natjecatelja kao pravokutnike. Prvo nacrtajmo pravokutnik koji ¢e
predstavljati Tomine bodove i podijelimo ga na tri jednaka dijela pa obojimo dva dijela istom bojom.




Ta dva dijela predstavljaju dvije tre¢ine Tominih bodova, a Branko je osvojio dva puta vise od toga
pa ¢emo njegove bodove prikazati pomocéu 4 takva dijela, tj. Branko je osvojio Cetiri treé¢ine Tominih
bodova.

Bududi da je Sven osvojio 2 boda manje od pet sedmina Brankovih bodova, da bismo prikazali njegove
bodove, potrebno je svaki djeli¢ podijeliti na sedmine, a to bi znacilo da smo Tomine bodove podijelili

na dvadesetjednine. Branko je tada osvojio 21 Tominih bodova.

2
Bududi da je g od 28 jednako 28 : 7-5 = 20, Sven je osvojio 2 boda manje od % Tominih bodova.



Ako oznadimo sa z dvadesetjedninu Tominih osvojenih bodova, tada je ukupan broj Tominih bodova
21z, Brankovih 28z, a Svenovih 20x — 2. Buduéi da je zbroj svih njihovih bodova jednak 67, slijedi
jednadzba:

21z + 28z + 20z — 2 = 67

69x — 2 =67
69x = 69
r=1

Dakle, Toma je osvojio 21 - 1 = 21 bod, Branko 28 - 1 = 28 bodova, a Sven 20 - 1 — 2 = 18 bodova.

Drugo rjesenje.
Oznacimo s T broj Tominih bodova, s B broj Brankovih bodova i sa S broj Svenovih bodova.

Branko je osvojio dvostruko vise od dvije tre¢ine Tominih bodova pa vrijedi

2 4
B=2.--T=_T.
3 3

Sven je osvojio 2 boda manje od pet sedmina Brankovih bodova pa vrijedi

) 5 4 20

Zajedno su skupili 67 bodova pa imamo.

420
T+ 3T+ 5T —2=67,

gdje nakon pojednostavljivanja dobivamo

69
ity
91 69,



odakle je T' = 21. Dalje uvrstavanjem umjesto T dobivamo B = 28 i S = 18.

Zadatak K-4.4. [25 bodova]

Organizacijski odbor djecje utrke ,,Mali brziéi” nabavlja pobjednicko postolje za svecanost proglasenja
najboljih trkaca. Postolje se sastoji od tri platforme, za prvo, drugo i tre¢e mjesto. Kada se postolje
gleda sprijeda, vide se tri pravokutnika jednake Sirine, poslozena tako da najviSa platforma stoji u
sredini, a svaka sljedeéa (za drugo i treée mjesto) je 5 cm niza od prethodne. Organizatori Zele da
sve dimenzije tih pravokutnika budu cjelobrojne (u cm) te da ukupna povrsina tih triju pravokutnika
iznosi 2700 cm?. Takoder, Sirina pojedine platforme treba biti veéa od zbroja visina svih platformi, a
najniza platforma treba biti visine barem 5 cm.

Koliko moZe iznositi visina platforme za 1. mjesto?

Rjesenje.
Oznac¢imo s = duljinu jedne platforme, a s y visinu platforme za treée mjesto. Tada je y + 5 visina
platforme za drugo mjesto, a y + 10 visina platforme za prvo mjesto.
Buduéi da je ukupna povrsina jednaka 2700 cm?, vrijedi:
z-y+z-(y+5)-z-(y+10) = 2700
z-(y+y+5+y-+10) =2700
z - (3y + 15) = 2700

Nakon rastavljanja broja 2700 na proste faktore dobivamo
z-(By+15)=2-2-3-3-3-5-5.

Sada mnozimo proste faktore tako da na kraju dobijemo dva faktora koji predstavljaju x i 3y + 15 i
trazimo rjesenja. Pri tome imamo na umu da izraz 3y + 15 predstavlja zbroj visina svih platformi, a
prema uvjetima zadatka mora vrijediti x > 3y + 15. Takoder, najniZza platforma visine y mora biti
barem 5 cm pa je izraz 3y + 15 > 3 -5+ 15 = 30.

Taj broj 30 moZemo dobiti iz prostih faktora 2-3-5 pa za stvaranje drugog faktora ostaje 2-3-3-5 = 90.

Sljedeéi broj po veli¢ini koji mozemo dobiti za 3y + 15 je 36 kao umnozak 2 -2 - 3 - 3 pa za stvaranje
faktora x ostaje 3-5-5 = 75.

Na sli¢an nacin trazimo dalje; odredimo vrijednost izraza 3y+ 15 kombinirajué¢i mogudée proste faktore,
a zatim racunamo vrijednost od z. Prikazujemo sve moguce rezultate u tablici:

Dakle, 3y + 15 moze poprimiti vrijednosti 30, 36, 45 i 50 prema uvjetima zadatka, ali 50 nije moguce
rjeSenje jer 50 nije djeljiv s 3, odnosno tada y ne bi bio cijeli broj.

Dakle, y € {5,7,10}, a to znaéi da visina platforme za prvo mjesto y + 10 moze biti 15 cm, 17 cm ili
20 cm.



Zadatak K-4.5. [30 bodova]

Odredi sve mogudée proste brojeve p i ¢ te prirodan broj n takve da vrijedi 2p + 3q + 4n = 2026.
Rjesenje.

Bududéi da je 2026 paran broj, izraz na lijevoj strani jednakosti takoder mora biti paran broj. Buduéi

da su 2p i 4n sigurno parni kao visekratnici broja 2, takoder i 3¢ mora biti paran broj. Taj broj ¢e biti
djeljiv s 2 ako je q djeljiv s 2, a to je moguce samo ako je ¢ = 2 jer ¢ mora biti prost broj.

Uvrstimo u izraz ¢ = 2 nakon sredivanja imamo 2p + 4n = 2020, a nakon dijeljenja s 2 dobivamo
p+ 2n = 1010.

Sli¢no kao i prije, 1010 je paran broj, stoga i izraz na lijevoj strani mora biti paran, a to ée biti ako
je p paran, a zbog toga Sto je p prost, mora vrijediti p = 2.

Nakon uvrsStavanja i sredivanja dobivamo 2n = 1008, odnosno n = 504.

Zadatak K-4.6. [35 bodova]

Pet pjevacdica, Antonija, Ivana, Korina, Lucija i Mirela, otpjevale su neki broj pjesama na humanitar-
nom koncertu. Svaku su pjesmu otpjevale zajedno tri pjevacice. Svaku od svojih odabranih pjesama
svaka je pjevacica pjevala samo jednom. Antonija je otpjevala najvise, i to 8, a Ivana najmanje, i to
5 pjesama.

Koliko je ukupno pjesama otpjevano na ovom koncertu?

Napomena: potrebno je pokazati da se dobiveni broj pjesama doista moze postié¢i u skladu s uvjetima
zadatka.

Rjesenje.

Oznac¢imo s A, I, K, L i M broj pjesama koje su otpjevale redom Antonija, Ivana, Korina, Lucija i
Mirela. Znamo da vrijedi A =8 i I = 5. Takoder, 5 < K,L, M < 8 pa K, L i M mogu biti jednaki 6
ili 7.

Neka je n ukupni broj otpjevanih pjesama. Buduéi da su svaku pjesmu otpjevale 3 pjevacice, vrijedi
A+IT1+ K+ L+ M = 3n, odnosno

8+5+ K+ L+ M=3n.
Desna strana jednakosti djeljiva je s 3 pa zato i 13 + K + L + M mora biti djeljivo s 3. Promatramo
mogucnosti za broj pjesama koje su otpjevale Korina, Lucija i Mirela.

¢ Ako su sve tri djevojke otpjevale po 6 pjesama, imamo 13+ K+ L+ M =13+6+6+6 = 31,
Sto nije djeljivo s 3 pa to nije moguce.

e Ako je jedna od njih otpjevala 7 pjesama, a preostale dvije po 6, imamo 13+ K + L+ M =
13+ 7+ 6 + 6 = 32. To ponovno nije djeljivo s 3 pa taj sluc¢aj nije moguc.

¢ Ako su dvije od njih otpjevale po 7 pjesama, a jedna 6, imamo 13+ K+L+M = 13+7+7+6 = 33.
Kako je 33 djeljiv s 3, zakljucujemo da ukupan broj pjesama moze biti 33 : 3 = 11.

o Ako su sve tri djevojke otpjevale po 7 pjesama, imamo 13+ K+ L+ M =13+ 7474+ 7 = 34,
§to ponovno nije djeljivo s 3 pa to nije mogude.

Dobili smo jednu moguénost za ukupan broj otpjevanih pjesama, ali preostaje nam provjeriti je li
mogude postic¢i 11 otpjevanih pjesama na nacin da je Antonija otpjevala 8, Ivana 5, dvije od preostalih
djevojaka po 7 i jedna 6 pjesama te tako da su svaku pjesmu otpjevale po 3 djevojke.

Pretpostavimo da su Antonija i Ivana otpjevale 5 pjesama skupa, a Antonija jo§ 3 bez Ivane. Preostale
tri pjesme tada su morale otpjevati Korina, Lucija i Mirela:



pjesma 1. pjevacica 2. pjevacica 3. pjevacica

1 Antonija Ivana

2 Antonija Ivana

3 Antonija Ivana

4 Antonija Ivana

5 Antonija Ivana

6 Antonija

7 Antonija

8 Antonija

9 Korina Lucija Mirela
10 Korina Lucija Mirela
11 Korina Lucija Mirela

Pretpostavimo da su Korina i Lucija otpjevale po 7 pjesama, a Mirela 6. Ako su pjesme 6, 7 i 8
otpjevale Antonija, Korina i Lucija, tada Korini i Luciji nedostaje po jedna pjesma. Ako su pjesme 1
i 2 otpjevale Antonija, Ivana i Korina ili Lucija, tada je Mirela morala otpjevati pjesme 3, 4 i 5 Cime
su zadovoljeni svi uvjeti.

pjesma 1. pjevacica 2. pjevadica 3. pjevadica
1 Antonija Ivana Korina,
2 Antonija Ivana Lucija
3 Antonija Ivana Mirela,
4 Antonija Ivana Mirela
5 Antonija Ivana Mirela,
6 Antonija Korina Lucija
7 Antonija Korina Lucija
8 Antonija Korina Lucija
9 Korina Lucija Mirela
10 Korina Lucija Mirela
11 Korina Lucija Mirela

Ovo je samo jedan od moguéih rasporeda za koji su zadovoljeni svi uvjeti. Zaklju¢ujemo da je na
koncertu otpjevano ukupno 11 pjesama.

Zadatak K-4.7. [40 bodova]

Koliko ima brojeva manjih od 10000 koji imaju tocno 6 djelitelja?

Rjesenje.

Svaki prirodni broj veéi od 1 moze se zapisati kao umnozak prostih brojeva. Na primjer,

12=2%2.3, 15=3-5 32=25

Postoji jednostavno pravilo za prebrojavanje djelitelja. Ako je broj zapisan kao umnozak svojih prostih
faktora

n=pi-py®-... ¥,
tada je broj njegovih djelitelja jednak (a; +1)- (a2 +1)-...- (ax +1).
Na primjer:
e 12 =22.3! eksponenti su 2 i 1, pa je broj djelitelja (2+1)-(1+1)=3-2 =6.
e 15=3-5', eksponenti su 11i 1, pa je broj djelitelja (1 +1)-(1+1)=2-2=4.



e 32 =25, eksponent je 5, pa je broj djelitelja 5+ 1 = 6.

Zasto ovo pravilo vrijedi? Pogledajmo opet broj 12 = 22 - 31. Svaki djelitelj broja 12 nastaje tako da
za faktor 2 odaberemo eksponent 0, 1 ili 2 (to su 3 moguénosti), a za faktor 3 odaberemo eksponent
0ili 1 (to su 2 moguénosti). Ukupno tako imamo 3 - 2 = 6 kombinacija, i svaka daje drugi djelitelj:

20.30=1, 28.3%=2 22.3%=4, 20.3'=3, 2'.3'=6, 22.3'=12.

Brojevi koji imaju toc¢no 6 djelitelja su oni za koje vrijedi

(a1+1)-(a2+1)-...-(ak+1)=6.

Broj 6 moZemo zapisati kao umnozak brojeva ve¢ih od 1 na samo dva nacina, pa imamo samo dva
slucaja:

o 1. sludaj: 6 = 6, Sto znadi da imamo samo jedan prosti faktor s eksponentom a; = 5 (jer
a1 + 1 = 6). Dakle, broj je oblika n = p°, gdje je p prosti broj.

e 2. slucaj: 6 = 3 - 2, Sto znaci da imamo dva razli¢ita prosta faktora s eksponentima a; = 2 i
az =1 (jer a; +1 =3 i az + 1 = 2). Dakle, broj je oblika n = p? - q, gdje su p i q razli¢iti prosti
brojevi.

Prebrojimo sada sve takve brojeve manje od 10 000.

1. n=p°

Trebamo pronaéi sve proste brojeve p takve da je p® < 10000:
e p=2: 2°=32<10000
e p=3: 3% =243 < 10000
e p=>5: 5°=3125< 10000
e p=7: 75=16807 > 10000
Za, sve proste brojeve veée od 5 peta potencija prelazi 10000, pa ih ne racunamo.
U ovom sluéaju dobivamo 3 broja: 32, 243 i 3125.
2. n=p%-q
Ovdje su p i q razli¢iti prosti brojevi, a uvjet je p? - ¢ < 10000.

Iz toga slijedi da ¢ mora zadovoljavati:

g < 10000 : p°.

Za svaki prosti broj p trebamo prebrojiti koliko ima prostih brojeva ¢ (razli¢itih od p) koji su
manji od 10000 : p?.

Rezultati su prikazani u sljedeéoj tablici. Za svaki p, gornja granica za q dobije se tako da
izra¢unamo 9999 : p? i uzmemo cijeli dio tog broja (jer p?-q mora biti manji od 10000, tj. najvise
9999). Stupac najveéi moguéi q sadrzi najveéi prosti broj koji zadovoljava oba uvjeta (¢ < granica
i g # p), a stupac broj rjesenja daje ukupan broj takvih prostih brojeva q.



p p? | gornja granica za ¢ | najveéi moguéi ¢ | broj rjeSenja
2 4 2499 2477 366
3 9 1111 1109 185
5 25 399 397 77
7 | 49 204 199 45
11 | 121 82 79 21
13 | 169 59 59 16
17 | 289 34 31 10
19 | 361 27 23 8
23 | 529 18 17 7
29 | 841 11 11 5
31 | 961 10 7 4
37 | 1369 7 7 4
41 | 1681 5 5 3
43 | 1849 5 5 3
47 | 2209 4 3 2
53 | 2809 3 3 2
59 | 3481 2 2 1
61 | 3721 2 2 1
67 | 4489 2 2 1
Ukupno: 761

Za p = 71 imamo p? = 5041, pa ¢ak ni uz najmanji moguéi ¢ = 2 ne dobivamo broj manji od
10000 (jer je 5041 -2 = 10082 > 10000). Zato se u tablici ne pojavljuju prosti brojevi p > 71.

Objasnimo na primjeru kako ¢itati tablicu. Pogledajmo redak s p = 7:
o p2 =49
o Gornja granica: 9999 : 49 = 204,06. . ., cijeli dio je 204. Dakle, ¢ mozZe biti najvise 204.
¢ Prostih brojeva manjih ili jednakih 204 ima ih ukupno 46 (to su 2,3,5,7,11,...,197,199).
e Iz tog popisa moramo izbaciti ¢ = 7 jer mora biti ¢ # p. Ostaje 46 — 1 = 45 prostih brojeva.
o Najveéi medu njima je 199.
Zbrojimo rezultate iz oba slucaja:

2o+ =[]

sluéaj p° sluéaj p2-q

Dakle, postoji toéno 764 prirodnih brojeva manjih od 10000 koji imaju to¢no 6 djelitelja.

Napomena: Umjesto da raspisujemo redom po prostim brojevima p mogli smo raspisivati redom po
prostim brojevima ¢, ali u tom sluéaju dobili bismo vrlo veliki broj slucajeva.

Zadatak K-4.8. [45 bodova]

Uodi Valentinova, cvjeéar Vlatko ima pune ruke posla i treba brzo sastavljati bukete. Na raspolaganju
ima 4 vrste cvijeca: ruze, tulipane, karanfile i ljiljane. Planira sastaviti bukete od po 11 cvjetova.

Koliko razli¢itih vrsta buketa Vlatko moze sastaviti ako



a) nije nuzno staviti svaku vrstu cvijeta u buket,
b) barem 1 cvijet svake vrste mora biti u buketu?

Vrste buketa se medusobno razlikuju po broju cvjetova pojedine vrste. Primjerice, jedna vrsta buketa
sadrzi 2 ruze, 5 tulipana i 4 ljiljana (bez karanfila), a druga vrsta sadrzi 1 ruzu, 5 tulipana, 2 ljiljana
i 3 karanfila.

Pretpostavljamo da Vlatko ima dovoljno cvijeca svake vrste za sve bukete koje ¢e napraviti.
Rjesenje.

Ovaj zadatak je primjena metode Stapiéa i kuglica te moZemo izraziti ekvivalentni zadatak:
Na koliko nac¢ina moZemo 11 razli¢itih kuglica podijeliti u 4 skupine tako da:

a) nije nuzno da se u svakoj skupini nalazi kuglica,
b) barem 1 kuglica mora biti u svakoj skupini?

Zamislimo da kuglice dijelimo u skupine tako da ih razdvojimo Stapi¢ima. Za stvoriti ¢etiri skupine
nam trebaju tri Stapica. Slijedi jedan primjer kako to moZemo napraviti:

Za nas zadatak bi to znaéilo da se u buketu nalaze 2 ruZe, 3 tulipana, 4 karanfila i 2 ljiljana.
Promatrajmo sada posebno svaki podzadatak.

a) U ovom dijelu zadatka moguda je sljedeéa situacija:
([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] H [ ] [ ] [ ] ([ ] ‘ [ ] [ ]

Ovo konkretno znaci da je moguée da imamo 5 ruZa, nijedan tulipan, 4 karanfila i 2 ljiljana. S obzirom
da tako mozemo postaviti kuglice i Stapi¢e na bilo koja mjesta, zakljuujemo da imamo 14 pozicija
za 14 predmeta pa prvi Stapi¢ moZzemo postaviti 14 nacina, drugi stapi¢ na 13 nacina, a treéi na 12
nacina. Ukupno je to 14 - 13 - 12 nacina.

Ipak, buduéi da Stapiée ne razlikujemo, taj umnozak treba podijeliti sa brojem moguéih medusobnih
razmjestaja tih Stapica, a buduéi da imamo 3 Stapica, njih mozemo rasporediti na 3 - 2 - 1 nacina.
Dakle, broj moguéih buketa u a) zadatku je
14-13-12
3-2-1
b) Buduéi da u svakoj skupini mora biti barem jedna kuglica, ne smijemo postavljati Stapiée jedan
za drugim, kao ni na pocetak ili kraj niza. To znaci da ih moZemo smjestati izmedu 11 kuglica za Sto
imamo 10 moguénosti. Dakle, prvi Stapi¢ mozemo postaviti na 10 nacina, drugi na 9, a treé¢i na 8, no

opet, buduéi da Stapiée ne razlikujemo, trebamo podijeliti umnozak 10 - 9 - 8 sa brojem medusobnih
razmjestaja tih Stapica, a to je 3-2-1 =6.

= 364.

Dakle, broj moguéih buketa u b) zadatku je

Napomena: Ekvivalentan zadatak bi bio odrediti broj rjesenja jednadzbe
1+ 29 +x3+2x4=11
gdje su:
a) x1, T2, T3 i T4 nenegativni cijeli brojevi,

b) 1, 2, x3 i x4 prirodni brojevi.
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Zadaci i rjeSenja

Zadatak J-4.1. [10 bodova]

Toma, Branko i Sven zajedno su skupili 67 bodova na skolskom natjecanju iz matematike. Znamo da
je Branko osvojio dvostruko vise bodova od dvije treéine Tomina broja bodova, a Sven je osvojio 2
boda manje od pet sedmina Brankovih bodova.

Koliko je bodova osvojio svatko od njih?
Rjesenje.
Oznacimo s T broj Tominih bodova, s B broj Brankovih bodova i sa S broj Svenovih bodova.

Branko je osvojio dvostruko vise od dvije tre¢ine Tominih bodova pa vrijedi

2 4
B=2-2T="T.
373

Sven je osvojio 2 boda manje od pet sedmina Brankovih bodova pa vrijedi

5 5 4 20

Zajedno su skupili 67 bodova pa imamo.

420
T+ 3T+ 5T —2=67,

gdje nakon pojednostavljivanja dobivamo

69
=T =
21 69,

odakle je T' = 21. Dalje uvrstavanjem umjesto T dobivamo B = 28 i S = 18.

Zadatak J-4.2. [15 bodova]

Ako brojeve 1995 i 2026 podijelimo istim brojem, dobit ¢emo redom ostatke 52 i 16.

S kojim brojem smo podijelili dane brojeve?

Rjesenje.

Oznacimo s n traZeni broj. Tada vrijedi 1995 = nk+52 i 2026 = nl+ 16 gdje su k i [ prirodni brojevi.

Oduzimanjem 52 iz prve te 16 iz druge jednakosti dobivamo 1943 = nk i 2010 = nl. Ovo znadi da je
n zajednicki djelitelj brojeva 1943 i 2010.

Rastavom tih brojeva na proste faktore dobivamo 1943 = 67-2912010=2-3-5 - 67.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Broj 67 je jedini zajednicki djeljitelj (osim 1) ovih brojeva, tako da je n = 67.

Zadatak J-4.3. [20 bodova]

U dvije posude spremljene su dvije nijanse tempere ljubicaste boje, dobivene mijeSanjem crvene i plave
tempere. U prvoj posudi je pomijeSano 8 litara crvene i 7 litara plave tempere, a u drugoj posudi 11
litara crvene i 9 litara plave tempere. Iz obje posude izvadeno je istovremeno po 7 litara tempere te
je zatim izvadeni dio iz prve posude uliven u drugu i obratno.

Od koliko se litara crvene, a od koliko plave tempere sastoji ljubiasta tempera u svakoj od posuda
nakon prelijevanja?

Rjesenje.

Analizirajmo sastav smjese u svakoj od posuda. U prvoj posudi pomijesano je 8 litara crvene i 7 litara
plave boje pa crvena boja Cini %7 te smjese, a plava boja %8 smjese. U drugoj posudi pomijesano
je 11 litara crvene i 9 litara plave boje pa crvena boja Cini ﬁ te smjese, a plava boja % smjese.

Udjeli se proporcionalno prenose u bilo koju koli¢inu pojedine smjese:

posuda prva posuda druga posuda
boja crvena plava crvena plava
u 1 litri smjese 1‘% litre 1—75 litre % litre 2% litre
u 7 litara smjese | 7 - 1% = % litre 7. 1—75 = 11—2 litre . ;—(1) = ;—(7) litre 7. % = % litre
u ostatku smjese | 8- 1% = (15—;1 litre 8- 1—75 = % litre 13- ;—(1) = %; litre | 13- % = 12—107 litre

U cetvrtom retku tablice sada imamo koli¢ine crvene i plave boje koje smo odlili iz pojedine posude,
a u petom retku koli¢ine boje koje su ostale u odgovarajucoj posudi. Nakon ulijevanja po 7 litara u
suprotne posude imamo sljedeée koli¢ine boja po posudama:



posuda prva posuda druga posuda

boja crvena plava crvena plava

. . (1 64 56 143 117
bilo u posudi (litara) T 5 50 50
[ 63 56 49

li li — — e =
doliveno (litara) 50 50 T 5

4 14 11 4
6 7 81 @+§=6§ 3 56 153 7 9_97

k 1i 20 SR LD 02| Lo
ukupno (litara) 157200 | 15720 %60 | 20 " 15 60 | 20 T15 Y60

7
Nakon prelijevanja u prvoj posudi nalazi se 8@ litara crvene i 6@ litara plave tempere, a u drugoj

53
posudi nalazi se 10@ litara crvene i 9@ litara plave tempere.

Zadatak J-4.4. [25 bodova]

Pet pjevadica, Antonija, Ivana, Korina, Lucija i Mirela, otpjevale su neki broj pjesama na humanitar-
nom koncertu. Svaku su pjesmu otpjevale zajedno tri pjevacice. Svaku od svojih odabranih pjesama
svaka je pjevacica pjevala samo jednom. Antonija je otpjevala najvise, i to 8, a Ivana najmanje, i to
5 pjesama.

Koliko je ukupno pjesama otpjevano na ovom koncertu?

Napomena: potrebno je dokazati da se dobiveni broj pjesama doista moze posti¢i u skladu s uvjetima
zadatka.

Rjesenje.

Oznacimo s A, I, K, L i M broj pjesama koje su otpjevale redom Antonija, Ivana, Korina, Lucija i
Mirela. Znamo da vrijedi A =8 i I = 5. Takoder, 5 < K,L,M < 8 pa K, L i M mogu biti jednaki 6
ili 7.

Neka je n ukupni broj otpjevanih pjesama. Buduéi da su svaku pjesmu otpjevale 3 pjevacice, vrijedi
A+ I+ K+ L+ M = 3n, odnosno

8+5+K+ L+ M=3n.
Desna strana jednakosti djeljiva je s 3 pa zato i 13 + K + L + M mora biti djeljivo s 3. Promatramo
mogucénosti za broj pjesama koje su otpjevale Korina, Lucija i Mirela.

¢ Ako su sve tri djevojke otpjevale po 6 pjesama, imamo 13+ K+ L+ M =13+6+6+6 = 31,
S$to nije djeljivo s 3 pa to nije moguce.

¢ Ako je jedna od njih otpjevala 7 pjesama, a preostale dvije po 6, imamo 13+ K+ L+ M =
13+ 7+ 6 + 6 = 32. To ponovno nije djeljivo s 3 pa taj slucaj nije mogué.

e Ako su dvije od njih otpjevale po 7 pjesama, a jedna 6, imamo 13+ K+L+M = 13+7+7+6 = 33.
Kako je 33 djeljiv s 3, zakljucujemo da ukupan broj pjesama moze biti 33 : 3 = 11.



e Ako su sve tri djevojke otpjevale po 7 pjesama, imamo 13+ K+ L+ M =13+74+7+ 7= 34,
§to ponovno nije djeljivo s 3 pa to nije mogucde.

Dobili smo jednu moguénost za ukupan broj otpjevanih pjesama, ali preostaje nam provjeriti je li
moguce postiéi 11 otpjevanih pjesama na nacin da je Antonija otpjevala 8, Ivana 5, dvije od preostalih
djevojaka po 7 i jedna 6 pjesama te tako da su svaku pjesmu otpjevale po 3 djevojke.

Pretpostavimo da su Antonija i Ivana otpjevale 5 pjesama skupa, a Antonija jos 3 bez Ivane. Preostale
tri pjesme tada su morale otpjevati Korina, Lucija i Mirela:

pjesma 1. pjevacica 2. pjevacica 3. pjevacica

1 Antonija Ivana

2 Antonija Ivana

3 Antonija Ivana

4 Antonija Ivana

5 Antonija Ivana

6 Antonija

7 Antonija

8 Antonija

9 Korina Lucija Mirela
10 Korina Lucija Mirela
11 Korina Lucija Mirela

Pretpostavimo da su Korina i Lucija otpjevale po 7 pjesama, a Mirela 6. Ako su pjesme 6, 7 i 8
otpjevale Antonija, Korina i Lucija, tada Korini i Luciji nedostaje po jedna pjesma. Ako su pjesme 1
i 2 otpjevale Antonija, Ivana i Korina ili Lucija, tada je Mirela morala otpjevati pjesme 3, 4 i 5 ¢ime
su zadovoljeni svi uvjeti.

pjesma 1. pjevadica 2. pjevaCica 3. pjevacica
1 Antonija Ivana Korina,
2 Antonija Ivana Lucija
3 Antonija Ivana Mirela,
4 Antonija Ivana Mirela
5 Antonija Ivana Mirela,
6 Antonija Korina Lucija
7 Antonija Korina Lucija
8 Antonija Korina Lucija
9 Korina Lucija Mirela
10 Korina Lucija Mirela
11 Korina Lucija Mirela

Ovo je samo jedan od moguéih rasporeda za koji su zadovoljeni svi uvjeti. Zaklju¢ujemo da je na
koncertu otpjevano ukupno 11 pjesama.

Zadatak J-4.5. [30 bodova]

U trokutu ABC tocka P je poloviste stranice BC, a tocka D je poloviste tezisnice AP. Pravac CD
sijee stranicu AB u tocki E.

U kojem omjeru tocka E dijeli stranicu AB?
Rjesenje.

Nacrtajmo skicu te na njoj nacrtamo pravac p, takav daje Pepip| AB.
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Pravac p sijede duzinu CE u tocki R, a to znali da je PR srednjica trokuta BCE. Slijedi da je
|BE| = 2|PR)|.

Nadalje, |AD| = |PD| jer je D poloviste od AP. Takoder, <ADE = <PDR jer su to vrsni kutovi i
<FEAD = <RPD jer su to siljasti kutovi uz presjecnicu AP.

Zakljucujemo da je trokut AED sukladan trokutu DPR pa posebno slijedi |[AE| = |PR|. Od ranije
imamo da je |BE| = 2|PR| pa sada slijedi |BE| = 2|AE|, odnosno tocka E dijeli stranicu AB u
omjeru 1 : 2.

Zadatak J-4.6. [35 bodova]

Uodi Valentinova, cvjecar Vlatko ima pune ruke posla i treba brzo sastavljati bukete. Na raspolaganju
ima 4 vrste cvijeta: ruze, tulipane, karanfile i ljiljane. Planira sastaviti bukete od po 11 cvjetova.

Koliko razli¢itih vrsta buketa Vlatko moze sastaviti ako
a) nije nuzno staviti svaku vrstu cvijeéa u buket,
b) barem 1 cvijet svake vrste mora biti u buketu?

Vrste buketa se medusobno razlikuju po broju cvjetova pojedine vrste. Primjerice, jedna vrsta buketa
sadrzi 2 ruze, 5 tulipana i 4 ljiljana (bez karanfila), a druga vrsta sadrzi 1 ruzu, 5 tulipana, 2 ljiljana
i 3 karanfila.

Pretpostavljamo da Vlatko ima dovoljno cvijea svake vrste za sve bukete koje ¢e napraviti.
Rjesenje.

Ovaj zadatak je primjena metode Stapiéa i kuglica te moZemo izraziti ekvivalentni zadatak:
Na koliko nac¢ina moZemo 11 razli¢itih kuglica podijeliti u 4 skupine tako da:

a) nije nuzno da se u svakoj skupini nalazi kuglica,

b) barem 1 kuglica mora biti u svakoj skupini?
Zamislimo da kuglice dijelimo u skupine tako da ih razdvojimo Stapi¢ima. Za stvoriti Cetiri skupine
nam trebaju tri Stapica. Slijedi jedan primjer kako to moZemo napraviti:

Za nas zadatak bi to znaéilo da se u buketu nalaze 2 ruZe, 3 tulipana, 4 karanfila i 2 ljiljana.

Promatrajmo sada posebno svaki podzadatak.



a) U ovom dijelu zadatka moguéa je sljedeca situacija:
([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] H [ ] [ [ ] [ ] ‘ [ ] [ ]

Ovo konkretno znaci da je moguée da imamo 5 ruZa, nijedan tulipan, 4 karanfila i 2 ljiljana. S obzirom
da tako mozemo postaviti kuglice i Stapi¢e na bilo koja mjesta, zakljuCujemo da imamo 14 pozicija
za 14 predmeta pa prvi Stapi¢ moZzemo postaviti 14 nacina, drugi stapi¢ na 13 nacina, a treéi na 12
nacina. Ukupno je to 14 - 13 - 12 nacina.

Ipak, buduéi da Stapiée ne razlikujemo, taj umnozak treba podijeliti sa brojem moguéih medusobnih
razmjestaja tih Stapica, a buduéi da imamo 3 Stapica, njih mozemo rasporediti na 3 - 2 - 1 nacina.
Dakle, broj mogudéih buketa u a) zadatku je

14-13-12
3.1 o4

b) Buduéi da u svakoj skupini mora biti barem jedna kuglica, ne smijemo postavljati Stapiée jedan
za drugim, kao ni na pocetak ili kraj niza. To znaci da ih moZemo smjestati izmedu 11 kuglica za sto
imamo 10 moguénosti. Dakle, prvi Stapi¢é mozemo postaviti na 10 nacina, drugi na 9, a treéi na 8, no
opet, buduéi da Stapiée ne razlikujemo, trebamo podijeliti umnozak 10 - 9 - 8 sa brojem medusobnih
razmjestaja tih Stapica, atoje3-2-1=26.

Dakle, broj moguéih buketa u b) zadatku je

10-9-8

3.9.1 = 120.

Napomena: Ekvivalentan zadatak bi bio odrediti broj rjesenja jednadzbe
1+ To+x3+x4 =11

gdje su:
a) x1, T2, T3 i T4 nenegativni cijeli brojevi,

b) 1, 2, x3 i x4 prirodni brojevi.

Zadatak J-4.7. [40 bodova]

Koliko prirodnih brojeva dijeli barem jedan od brojeva 10%0, 2050 i 30407

Rjesenje.

Neka je A skup svih djelitelja broja 1050, B skup svih djelitelja broja 20%° i C' skup svih djelitelja

broja 30%0.

Promatrajmo elemente iz skupa A. Buduéi da je 1050 = 260.560 svi elementi skupa A su oblika 2% - 5¢,
gdje su k i [ nenegativni cijeli brojevi manji ili jednaki od 60. Te k i [ mozemo odabrati svaki na 61

naéin (jer k i  mogu biti i 0) pa je ukupan broj djelitelja broja 10%° jednak 612. PiSemo: |A| = 612.

Sada promatrajmo skup B. Broj 20%° rastavljamo na proste faktore tako da je 20°0 = (22)%0 . 550 =
2100 550 Elementi skupa B su oblika 2* - 5!, gdje je k nengativni cijeli broj manji ili jednak od 100, a
I nenegativni cijeli broj manji ili jednak od 50. Broj £ moZemo odabrati na 101 nacin, a [ na 51 nacin
pa je |B| =101 - 51.

Zbog 30%0 = 240 . 340 . 540 elementi skupa C su oblika 2% - 3! - 5™ gdje su k, I i m nenegativni cijeli
brojevi manji ili jednaki od 40 pa je |C| = 413.

Nas zanima koliko prirodnih brojeva dijeli barem jedan od zadanih brojeva, dakle trazimo broj eleme-
nata skupa AU B U C. To ¢emo nadi tako da iskoristimo formulu ukljuéivanja i iskljucivanja.



Formula ukljuéivanja i iskljucivanja za tri skupa:
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|ANC|+|ANnBNC|.

Ona intuitivno proizlazi iz Vennovih dijagrama koji prikazuju tri skupa. Kada zbrojimo broj elemenata
iz A, B i C, time smo elemente presjeka ANB, BNC i ANC prebrojili dva puta pa ih jednom oduzmemo,
a kako broj elemenata presjeka A N BN C najprije tri puta zbrojili, a zatim tri puta oduzeli, potrebno
je jos jednom dodati |[ANBNC|.

\ 4

Odredimo prvo |AN B|. Elementi skupa AN B u svom rastavu na proste faktore smiju imati samo 2 i
5 pri éemu faktora 2 smije biti najvise 60 (zbog oblika brojeva iz A), faktora 5 najvise 50 (zbog oblika
brojeva iz B). Zbog toga je |AN B| =61 - 51.

Sliéno zakljuéujemo za | B N C|. Smijemo imati najvise 40 faktora 2 i 40 faktora 5 pa je |[BNC| = 412,
Takoder je na slian nadin [ANC|=412i |[ANBNC| = 412
Prema formuli ukljucivanja i isklju¢ivanja kona¢no dobivamo:
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|BNC|—|ANC|+|ANnBNC|
=612 + 101 - 51 + 41° — 61 - 51 — 41% — 41% + 412

=[73001]

Zadatak J-4.8. [45 bodova]

U siljastokutnom trokutu ABC' mjera kuta <BAC iznosi 45°. Neka je O srediSte opisane kruZnicu
trokutu ABC, a H njegov ortocentar. Neka je tocka D noziSte visine iz vrha B na stranicu AC. Neka

je X poloviste luka AH kruZnice opisane trokutu AH D koji sadrzi D.
Dokazi da je |DX| = |DO|.
Rjesenje.

Skica:



Neka je F noziste visine iz C' na AB. Kako je <AEFH = 90°, znamo da F lezi na opisanoj kruznici
trokuta AHD.

Kako je to onda ujedno i opisana kruznica trokuta AHFE, znamo da X lezi na polovistu luka na-
suprotnog toc¢ki E, tj. da X lezi na simetrali kuta AEH. Zato je <XFEA = 45°.

Oznaéimo M = XE N AC. Sada iz trokuta AEM zakljuéujemo <AMFE = 90°. Takoder imamo da je
<MCE = 45°, a kako AAEM i AECM dijele stranicu EM, zaklju¢ujemo da je AAEM = AECM.
Posebno, vrijedi |AM| = |[MC].

Medutim, onda je EM simetrala stranice AC pa znamo da je O € EM (jer je AABC siljastoku-
tan). Kako je <ADB = 90°, iz trokuta ABD slijedi <ABD = 45°. Dakle, AADB je jednakokracan.

Neka je N poloviste stranice AB. S jedne strane, znamo da je DN L AB, a s druge da je ON 1 AB.
Zakljuéujemo da je O € DN. Posebno, DO 1 AB pa je DO || CE.

Kako trokuti M DO i MEC imaju dvije zajednicke stranice na dva ista pravca, a treée strane su
im paralelne, zaklju¢ujemo da je AMDO ~ AMEC. Slijedi da je <MOD = <M DO = 45°.

Ranije smo ustanovili da su tocke A, E, H, D, X konciklicke. Sada iz teorema o tetivnom dGetve-
rokutu primjenjenom na AEDX slijedi <XDM = «XDA = «<XFEA = 45° i <DXM = <«DXFE =
<DAFE = 45°. Sada vidimo da se AXMD i AODM podudaraju u svim kutovima.

Kako oni takoder dijele stranicu M D, slijedi AXMD = AODM, a posebno |DX| = |DO|.
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Zadaci i rjeSenja

Zadatak S-4.1. [10 bodova)

U jednoj dZungli Zivi nekoliko orangutana. Svaka dva orangutana su prijatelji ili su neprijatelji. Svaki
orangutan ima tocno tri neprijatelja. Orangutani se drze pravila: ,Neprijatelj mog prijatelja je i moj
neprijatelj“.

Koliko orangutana Zivi u toj dZzungli?
Rjesenje.
Neka n orangutana zivi u dzungli. Tvrdimo da su rjeSenjan =41in = 6.

Neka su A, B dva orangutana koji su prijatelji te neka je C neprijatelj od A. Tada je po pravilu
i C neprijatelj od B. Ista tvrdnja vrijedi ako i zamijenimo uloge A i B, tj. svi orangutani koji su
medusobno prijatelji imaju iste neprijatelje.

Stoga, kako svaki orangutan ima to¢no 3 neprijatelja, svaki orangutan ima najvise 2 prijatelja, odnosno,
svaki orangutan moze imati veze s najviSe 5 drugih pa je n < 6. (te je oito n > 4 jer imamo barem
jednog orangutana s njegova 3 neprijatelja)

Za n = 4 imamo da su svi medusobno neprijatelji.

Za n = 5 bi znacilo da svaki orangutan ima samo jednog prijatelja, ali kada bismo ih pokusali grupirati
imali bismo dvije grupe od 2 prijatelja te zadnji orangutan ne bi imao prijatelja.

Za n = 6 imamo po dvije grupe od 3 prijatelja.

Zadatak S-4.2. [15 bodoval

Rijesi sustav jednadzbi:
oy oYz 5zx

T+y

Rjesenje.
Jasno je da su x, y i z razlic¢iti od 0. Stoga moZemo promatrati reciprocne vrijednosti svake jednadzbe:

z+y 1 y+z 1 z+z 1

5zy 12° 5yz 18’ 5zz 36

1 1
Uvedemo li supstituciju a = 2 b=—,c= P dobivamo sustav

1
y7

) 5 5
a+b—ﬁ, b+C—E, a+0—%

1
Zbrajanjem svih jednadzbi imamo 2(a + b+ ¢) = 1—(2), odakle dobijemo a + b+ c = 1—52
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1
S obzirom da je a+ b = a + b+ ¢, slijedi da je ¢ = 0. To medutim ne moZe vrijediti jer je ¢ = pt Stoga

sustav nema rjesenja.

Napomena. Ako u brojniku treée jednadzbe umjesto 5 napiSemo 13, sustav ima lijepa rjeSenja. Nikad
neéemo znati je li to mozda trebalo pisati u zadatku ...

Zadatak S-4.3. [20 bodova)

Odredi sve proste brojeve p i q takve da p dijeli ¢ — 4 i ¢ dijeli p? — 1.

Rjesenje.

Pretpostavimo najprije da je p < ¢, tadajeq>p—1paizq|(p—1)(p+1) znamo da je g =p+1 pa
su jedini prosti p, ¢ ovdje (2, 3), ali uvr$tavanjem vidimo da to ne vrijedi jer 2 ne dijeli 3% — 4.

Sada neka je p > g, tadajep >qg—2paizp| (¢ —2)(g+2) slijedig—2=0ili p =g+ 2. U prvom
sludaju vidimo da vrijedi bilo koji p > 2, a u drugom sluéaju imamo da ¢ | (¢ +2)? — 1 odnosno q | 3
pa je u tom slucaju rjesenje (5, 3).

Sva rjeSenja za (p,q) su (5,3), (p,2) za p > 2.

Zadatak S-4.4. [25 bodova)

Neka je ABC jednakokracan trokut u kojem je |[AB| = |AC|. Tangenta na opisanu kruZnicu & trokuta
ABC, paralelna s BC, dodiruje kruznicu k u tocki E, gdje je E # A, i sijeCe pravac AB u toc¢ki D.

Neka je F' presjek duzine C'D s kruznicom k. Ako je F srediSte upisane kruznice trokuta BDE, odredi
kutove trokuta ABC.
Rjesenje.

Napomena. Konfiguracija iz uvjeta zadatka je nemoguda: tocka F' ne moze biti srediSte upisane
kruznice trokuta BDFE. Stoga se zadatak proglasava nevaZeéim i svi natjecatelji na njemu ostvaruju
sve bodove. U nastavku je rjeSenje koje bi bilo ispravno kad bi konfiguracija bila mogucéa.

Nazovimo <BAC = o i <CBA = . Kako su BC' i DE paralelni, vrijedi <EDB = (3.

Kako je trokut ABC jednakokracan s osnovicom BC, jasno je da je pravac AE simetrala kuta <BAC =
a. Kut <BED je kut izmedu tangente DF i tetive BE pa je jednak obodnom kutu nad tetivom BE,

dakle <BED = % (prema poucku o kutu izmedu tetive i tangente).

Kutovi <BEF i <BCF su obodni kutovi nad tetivom BF, pa su jednaki. Kako je BC||DE, vrijedi i
<EDF = <BCF, kao kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca.

Ako bi sada tocka F bila srediste upisane kruZnice trokuta BDE, trebalo bi vrijediti

g = <EDF = <BCF = <BEF = %.
Iz toga slijedi o = 28, iz Cega proizlazi o = 90° i § = 45°. No, ponovno, ta situacija nije moguéa jer
srediSte upisane kruznice trokuta BDE nije na kruznici opisanoj trokutu ABC.



Zadatak S-4.5. [30 bodova]

Odredi sve prirodne brojeve n za koje je broj n? + 2" kvadrat prirodnog broja.
Rjesenje.

Neka je k prirodan broj taka da je n? + 2" = k2.

Prebacivanjem n? na drugu stranu i koristenjem formule za razliku kvadrata imamo da je

2" = k2 —n? = (k—n)(k+n).

Buduéi da je desna strana gornje jednakosti potencija broja 2 slijedi da svaki od faktora (k —n) i
(k + n) takoder mora biti potencija broja 2, tj. postoje nenegativni cijeli brojevi a i b takvi da je
k—-n=2%1k+n=2"

Kako je k +n > k — n slijedi da je b > a. Time sada redom imamo da je

k—n=2°|2"=k+n.

Kako k — n | k + n imamo da takoder vrijedi i
k—n|(k+n)—(k—n)=2n

iz Cega slijedi da mora biti k¥ — n < 2n, odnosno da je k < 3n.



Koristenjem nejednakosti £ < 3n u pocetnoj jednadzbi redom imamo

n? 42" = k2 < 9n?
2" < 8n?
n—3 < p2,

Uod&imo da za n = 10 imamo 27 = 128 > 100 = 102.

Nadalje, 2”3 je eksponencijalna funkcija §to brze raste od funkcije n? koja je kvadratna funkcija. Zato
imamo da za n > 10 vrijedi 273 > n?2.

Dakle, n > 10 sigurno nije rjeSenje zadatka pa nam preostaje jo§ provjeriti brojeve n < 9.
Direktnom provjerom vidimo da jedino za n = 6 dobijemo da je n? + 2" kvadrat prirodnog broja.

Dakle, jedini rjesenje zadatka je n = 6.

Zadatak S-4.6. [35 bodova|

Neka je P(z) polinom s cjelobrojnim koeficijentima, stupnja n > 5 i s pozitivnim vodeéim koeficijentom
takav da je P(0) = 0 te da ima to¢no n razli¢itih cjelobrojnih nultodaka.

Dokazi da su sve cjelobrojne nultocke polinoma P (P(z)) ujedno i nultocke polinoma P(z).
Rjesenje.

Iz P(0) = 0 imamo da je 0 jedna od nultocki polinoma P(z). Neka su 1, x2, ..., Tn—1 preostale
cjelobrojne nultocke polinoma P(X).

Polinom P(z) sada moZemo zapisati kao

P(z) =ax(z —z1)(x —x2) - - (T — Tp—1)
pri ¢emu je a vodedi koeficijent polinoma P(z).
Uvrstavanjem P(x) umjesto z u prethodnu jednakost slijedi da je

P (P(z)) = aP(z) (P(z) — 21) (P(z) — 22) - - - (P(2) — Zn-1) -

Iz gornjeg slijedi da su sve nulto¢ke polinoma P(x) ujedno i nultocke polinoma P (P(z)).

Pretpostavimo da postoji cjelobrojna nultocka y polinoma P (P(x)) koja nije nultocka od P(z), tj.
y7507 L1y ++vy Tp—1-

Kako je P(P(y)) = 0 i P(y) # 0 slijedi da je P(y) = x; za neki ¢ = 1, ..., n — 1. Bez smanjenja
opdenitosti moZzemo pretpostaviti da je i = 1, odnosno da je P(y) = ;.

Iz zapisa polinoma P(z) preko njegovih nultocaka tada imamo da vrijedi

ay(y —z1)(y —x2) -+ (Y — Tn-1) = 1.

Kako su y, x2, x3, ..., Tn—1 medusobno razli¢iti cijeli brojevi i n > 5 imamo da je
(v —z2)(y—23)(y —24) - (Y —2n-1)| 2 [(-1) -1 (=2) -+ (y — Tp—1)[ = 2.

Prema tome imamo da je
|z1] 2 a- 2|y(y — 1)].

Bududi da je y # 0, 1 primjenom nejednakosti mn > m + n — 1 koja vrijedi za sve prirodne brojeve
m i n redom dobivamo

lz1] = 2aly| - [y — z1] = 2(|y| + |y — z1| = 1) = 2(|z1] — 1).



Iz gornjeg slijedi da mora biti |z1]| < 2.
Imamo da je 1 # 0. Nadalje, kako je
z1 = ay(y — z1)(y — 22) -+ (¥ — Tn-1)

iy, y—=x1, ..., Yy — Tp—1 je n > 5 medusobno razli¢itih cijelih brojeva slijedi da z; # +1, +2.
Kontradikcija!

Dakle, sve cjelobrojne nultocke polinoma P (P(x)) su ujedno i nultocke polinoma P(z) $to smo i trebali
dokazati.

Zadatak S-4.7. [40 bodoval

Medvjedica Lina i medo Lino igraju sljede¢u igru na skolskoj plo¢i. Prvo Lina napiSe kona¢no mnogo
razli¢itih prirodnih brojeva na plocu. Nakon toga Lino mozZe raditi sljedeée poteze s brojevima koji se
trenutno nalaze na ploéi:

(i) moze zamijeniti bilo koji par brojeva n i n + 1 na plo¢i brojem n — 2
(ii) moZe zamijeniti bilo koji par brojeva n i n 4+ 4 brojem n — 1.

Lino moZe raditi gornje poteze koliko god puta Zeli (i moZe). Tijekom igre na plo¢i se mogu pojaviti
negativni brojevi te se brojevi na plo¢i mogu ponavljati.

Postoji li najmanji broj koji Lina i Lino mogu dobiti na ploéi igranjem ove igre? Ako postoji, odredi
ga.

Rjesenje.

Odgovor: Najmanji broj koli Lina i Lino mogu postiéi je broj —3.

Pokazimo da se broj —3 moze postici.

Lina na plo¢u moze zapisati brojeve 1, 2, 3, 41 5.

Lino u prvom koraku moZe primjeniti potez (i) na brojeve 4 i 5. Time se nakon toga na plo¢i nalaze
brojevi 1, 2, 3 i 2. Nakon toga Lino moZe ponovo primjeniti potez (i) na brojeve 2 i 4. Nakon toga se
na ploci redom nalaze brojevi 1, 2, 0. Ponovno primjenom poteze (i) na brojeve 1 i 2 na ploéi ostanu
brojevi —1 i 0. Kona¢no, primjenom poteza (i) na preostale brojeve Lino mobiva broj —3.

Dokazimo sada da se na plo¢i nikad ne moze pojaviti broj manji od —3.
Neka je L konacan skup brojeva koje je Lina napisala na plocu.

Odredit éemo realan broj = za koji éemo moéi svakom broj k € L pridruZiti tezinu z* tako da se
ukupna teZina, Z z" svih brojeva na plo¢i ne promijeni nakon $to Lino napravi potez (i) ili (ii).
neL

Potezom (i) ukupna teZina na plodi se promijeni za "2 — ™ — 2"*! za neki n € L. pa Zelimo da za
nas broj x vrijedi

xn—2 — " = xn+1 =0
1-z2—2%=0.
Promotrimo polinom P(t) = 3 4 t? — 1. Iz gornjeg imamo da na$ broj  mora biti nulto¢ka polinoma

P(t). Kako je P(0) = —1 i P(1) = 1 slijedi da postoji nultocka polinoma P(t) u intervalu (0,1).
Stavimo da je nas broj z upravo ta nultocka polinoma P(t).

Promotrimo jo$ promjenu tezina nakon poteza (ii). Neka je Lino napravio potez na brojevima n i
n + 4. Tada imamo da je promjena u tezinama upravo

gl g =1z -2 =" (e -+ 1)1 -2 —2%) =0



$to smo i htjeli postiéi.

Dakle, ovako definiranim brojem z zaista moZzemo posti¢i da se ukupna teZina Z x™ ne mijenja nakon
neL

Sto se napravi neki od moguéih poteza.
Uocimo sada da za ukupnu teZinu svih brojeva na plo¢i vrijedi

o0
T _
Zm"<nglx"=1_m=m 4

neL

Pretpostavimo da se u nekom trenutku na ploc¢i nalazi broj £ < —4. Kako je 0 < z < 1 i kako je
ukupna tezina svih brojeva na ploci o¢uvana slijedi

Z " >k > gt
neL

$to dovodi do kontradikcije s prethodnom nejednakosti Z " <z

neL

Time smo pokazali da se na ploc¢i ne mogu pojaviti brojevi manji od —3.

Dakle, —3 je zaista najmanji broj kojeg Lina i Lino mogu postiéi.

Zadatak S-4.8. [45 bodova)

Cetverokutu ABCD upisana je kruznica k. Neka je tocka O sjeciSte pravaca AB i CD. Neka je ki
kruznica koja dira stranicu BC' i produZetke stranica AB i CD, a ks kruZnica koja dira stranicu AD
i produzetke stranica AB i CD. Neka je K to¢ka u kojoj k; dira BC i L to¢ka u kojoj ko dira AD.

Pretpostavimo da se todke O, K i L nalaze na istom pravcu. Dokazi da se tada polovista stranica BC
i AD te srediste kruznice k takoder nalaze na istom pravcu.

Rjesenje.
Dokazimo najprije sljedeéu tvrdnju.

Lema: Neka je I srediSte upisane kruznica k trokuta ABC, a I, srediSte pripisane kruZnice trokuta
ABC nasuprot vrha A. KruZnice k i k4 redom diraju stranicu BC u tockama D i E. Neka je tocka
M poloviste stranice BC. Tada vrijedi:

(i) Pravci M1 i AE su paralelni.
(ii) Pravei M14 i AD su paralelni.



Dokaz leme:

(i) Oznadimo s a, b i ¢ redom duljine stranica trokuta ABC nasuprot vrhova A, BiC,asaa, Bi7
mjere kutova u vrhovima A, B i C. Neka je r polumjer upisane kruznice k te neka je A; noziSte
visine iz vrha A u trokutu ABC i neka je v, duljina visine AA;.

Tvrdnja ocito vrijedi ako je b = ¢ jer se u tom slucaju sve toCke nalaze na istom pravcu. Zato
bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je b < ¢. U tom slucaju imamo da se tocka
FE nalazi izmedu tocaka B i M, a tocka D izmedu tocaka M i C.

Da bi dokazali da su pravci MI i AE paralelni dovoljno nam je dokazati da su trokuti M DI i
EAlA sliéni.

Buduéi da su oba trokuta pravokutna za dokazati gornju slicnost nam je dovoljno pokazati da
vrijedi omjer

|ID|  |DM|
|[AA1|  |ALE|
Imamo da je
[ID| _ r
|AA1| ’Ua.

Izracunajmo duljine duzina DM i A; E.

Redom imamo . .
|DM|:|C’M|—|CD|:%—G+2_C: =

Iz trigonometrije pravokutnog trokuta AA;C i kosinusovog poucka u trokutu ABC redom imamo
a2+ —c a?+b? -2

|A1C| =bcosy=1b- 5ab 5a

Tim sada moZemo izra¢unati duljinu duZine A1 F

_ 2,12 2 _
418| = 0B| - |ayc) = 4T Ao (emblerbro
a 2a

Konac¢no imamo da je
|DM| a
|A1E|  a+b+c




Dakle, dovoljno nam je dokazati da vrijedi

T a

Ve atb+c’
odnosno da vrijedi

avg =r(a+b+c).

Medutim, iz formule za povrsinu trokuta ABC i radijus upisane kruZnice r trokuta ABC imamo
da vrijedi

avg = 2P(ABC) =r(a+b+c).
Dakle, trokuti M DI i EA;A su zaista sli¢ni te time slijedi da su pravci M1 i AF paralelni.

ii) Analognim rac¢unom kao u (i) se dokaze da su trokuti Al 14 sli¢ni iz Cega slijedi da su
ii) Analogni ¢ k i dokaze d kuti MEI4 i DA;jA sli¢ni iz ¢ lijedi d
pravci M4 i AD paralelni.

Vratimo se sada na pocetni zadatak.

Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da se todka O nalazi na produZetku stranice AB
preko vrha A, a na produzetku stranice CD preko vrha D.

Neka su I, I; i I redom srediSta kruznica k, k1 i ko te neka su M i N redom poloviSta stranica BC i
AD.

Uocdimo da je ko upisana kruznica trokuta OAD, a k pripisana kruZnica trokuta OAD nasuprot vrha

0.
Primjenom Leme na trokut OAD iz tvrdnja (ii) zakljuéujemo da su pravci IN i OL paralelni.

Nadalje, k je upisana kruZnica trokuta OBC, a ki je pripisana kruznica trokuta OBC nasuprot vrha
0.

Ponovnom primjenom Leme na trokut OBC iz tvrdnje (i) dobivamo da su pravci IM i OK paralelni.

Bududéi da se tocke O, K i L nalaze na istom pravcu iz prethodnih paralelnosti slijedi da su pravci
IM i IN medusobno paralelni.

Medutim, kako pravci IM i IN imaju zajednicku tocku I te su medusobno paralelni slijedi da je
zapravo rijeC o istim pravcima, tj. tocke I, M i N se nalaze na istom pravcu $to smo i trebali dokazati.



