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Zadatak J-3.1. [10 bodova]

Odredi najmanji prirodan broj n takav da je umnozak prvih n prirodnih brojeva visekratnik broja
2025.
Prvo rjesenje.

Zadatak se moze rijesiti direktnim racunanjem umnozaka prvih nekoliko brojeva i odredivanjem prvog
umnoska koji je viSekratnik broja 2025. Radi lakSeg zapisivanja, umnozak prvih n prirodnih brojeva
oznacava, se n! i Cita se n-faktorijela. Rac¢unamo:

=1
20=1-2=2
31=1-2-3=6
41=1-2-3-4=24
5! =4!-5=120
6! =5!-6="720

7'=6!-7=25040
8! =T7!.8 =40320
9! =8!-9 = 362880
10! = 9! - 10 = 3628800.

Dijeljenjem vidimo da je tek zadnji umnozak djeljiv s 2025, Sto znaéi da je 10 najmanji trazeni broj
prirodnih brojeva.
Drugo rjesenje.

Efikasnija metoda je promatranje prostih faktora koji se pojavljuju u umnosku. Naime, ako Zelimo da
je na$ umnozak visekratnik od 2025, to znac¢i da on mora sadrZavati sve proste faktore od 2025 i to
najmanje onoliko puta koliko se pojavljuju u rastavu broja 2025 na proste faktore.

Rastavimo stoga najprije broj 2025 na proste faktore. Vrijedi 2025 = 452, pa lako dobijemo

2025 = 45% = (5-9)2 =52 .92 = 5%. (3%)2 =52 . 34,
Dakle, na§ umnozZak mora sadrZavati dva faktora 5 i Cetiri faktora 3. Najmanji prirodni brojevi djeljivi
s 5 su 51 10, pa zakljucujemo da éemo sigurno morati pomnoziti najmanje prvih 10 prirodnih brojeva.

Ostaje vidjeti $to je s faktorom 3. Kako sigurno mnozimo prvih 10 prirodnih brojeva, u umnosku ¢emo
imati i brojeve 3, 6 i 9 = 3 - 3. Njihovim mnoZenjem dobijemo 4 faktora 3, koliko nam je i potrebno.
Dakle, mnozenjem prvih 10 prirodnih brojeva dobijamo visekratnik broja 2025.
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Zadatak J-3.2. [20 bodova]

Na stolu su dvije ¢ase u kojima se nalazi sok od narance. U prvoj ¢asi nalazi se pet puta manje soka
nego u drugoj ¢asi. U prvoj ¢asi udio voéa u soku iznosi 85%, dok u drugoj ¢a$i iznosi 60%. Ako
prelijemo polovicu soka iz druge ¢ase u prvu, koliki ¢e udio vocéa biti u soku u prvoj casi?

Rjesenje.
Prisjetimo se da se udio neke tvari u nekoj otopini (ili smjesi) ra¢una kao omjer

koli¢ina tvari

udio = — —.
koli¢ina otopine

Veéinom ¢e nam biti lakSe racunati s koli¢inom tvari, a ne s njenim udjelom.

Oznacimo s A koli¢inu soka u prvoj ¢asi, a s B koli¢inu soka u drugoj ¢asi. Iz uvjeta zadatka znamo da
vrijedi 5A = B. Udio voéa u prvoj ¢asi je 85%. Koli¢ina voéa u prvoj ¢asi dakle iznosi 85%-A = 0.85A.
Analogno, koli¢ina voéa u drugoj ¢asi iznosi 60% - B = 0.6B.

Preljevanjem polovice soka iz druge ¢aSe se u prvu ¢asu doda koli¢ina voéa od % -0.6B = 0.3B. Stoga
je ukupna koli¢ina voéa u prvoj ¢asi nakon preljevanja jednaka

0.854+0.3B =0.854+0.3-5A4 =0.85A+1.54 = 2.35A.

Poveda se i ukupna koli¢ina soka u prvoj ¢asi pa iznosi A+ 0.5B=A+05-54A= A+ 2.5A = 3.5A.
Konacno, udio voéa u soku u prvoj ¢asi nakon preljevanja iznosi
2.35A  2.35

3EA — 35 = 0.6714 = 67.14%.

Zadatak J-3.3. [30 bodova]

Izracunaj zbroj svih znamenki prvih 2025 prirodnih brojeva.

Rjesenje.

Oznacimo sa S zbroj svih znamenki, tj. S =0+ 1+ 2+ --- + 8 + 9 (naravno, ovaj zbroj ostaje isti

ako isklju¢imo znamenku 0, Sto ¢e nam poslije biti korisno). Ovaj zbroj lako ra¢unamo direktno ili
zgodnije putem Gaussove dosjetke:

S=0+1+2+---4+8+9=0+9)+(1+8) +---+(4+5)=5-9=45.

Podijelimo brojeve cije znamenke zbrajamo u skupine prema broju znamenki. Za jednoznamenkaste
brojeve smo veé odredili zbroj svih njihovih znamenki — to je upravo nas S. Vazno je sad primijetiti sto
se dogada kod dvoznamenkastih brojeva. Kod brojeva s istom prvom znamenkom, druga znamenka se
mijenja od 0 do 9, pa je njihov zbroj ponovno S. Imamo 9 moguéih prvih znamenki (od 1 do 9), pa
zbroj znamenki jedinica kod svih dvoznamenkastih brojeva iznosi 9 - S. Sto se ti¢e znamenki desetica,
svaka se pojavljuje u deset dvoznamenkastih brojeva, pa je njihov ukupni zbroj 10 - S. Ukupni zbroj
svih znamenki kod dvoznamenkastih brojeva stoga iznosi 105 + 95 = 19S.

Kod troznamenkastih brojeva imamo sli¢nu situaciju. Sto se ti¢e znamenki jedinica, one se periodi¢no
ponavljaju i to za sve moguée izbore prvih dviju znamenki. Tih izbora ima 90 (od 10 do 99), pa
je ukupni zbroj znamenki jedinica svih troznamenkastih brojeva jednak 90S. Znamenke desetica se
takoder periodi¢no ponavljaju kako se mijenja znamenka stotica (9 razli¢itih znamenki stotica), a
za svaku znamenku stotica se ista znamenka desetica pojavljuju to¢no 10 puta, pa je ukupni zbroj
znamenki desetica kod troznamenkastih brojeva jednak 9 - 105 = 90S5. Sto se tife znamenki stotica,
svaka se pojavi to¢no 100 puta, pa je ukupni zbroj znamenki stotica jednak 100S. Ukupni zbroj svih
znamenki troznamenkastih brojeva stoga iznosi 905 + 90S + 100S = 2805S.

Preostalo je jo$ analizirati cetveroznamenkaste brojeve koji su ukljuceni u dani raspon, dakle brojevi
od 1000 do 2025. Kod brojeva koji imaju znamenku tisuéica jednaku 1, vrijedi da je ukupni zbroj svih



znamenki jedinica, desetica i stotica jednak ukupnom zbroju svih znamenki koje smo dosada zbrojili
(za jednoznamenkaste, dvoznamenkaste i troznamenkaste brojeve). Doista, ako poistovjetimo jednoz-
namenkasti broj a sa zapisom 00a i analogno za dvoznamenkaste i troznamenkaste brojeve, vidimo da
zbrajamo znamenke istih brojeva kao i prije. Dosadasnji ukupni zbroj iznosi S 4+ 19S5 + 2805 = 300S.
Ovom zbroju trebamo sada pridodati 1000 znamenki 1 jer postoji to¢no 1000 Cetveroznamenkastih
brojeva sa znamenkom tisuéica jednakom 1.

Preostaje jos pozbrojiti znamenke u 26 Cetveroznamenkastih brojeva ¢ija prva znamenka je 2. Zbroj
znamenki jedinica iznosi 25+041+42+3+44+5 = 105; zbroj znamenki desetica iznosi 10-14-6-2 = 22;
znamenka stotica je uvijek 0 pa je i zbroj 0; znamenka tisucica uvijek je 2 pa zbroj iznosi 26 - 2 = 52.

Kona¢no, zbroj svih znamenki prvih 2025 prirodnih brojeva iznosi:

3005 + (300S + 1000) + (105 + 22 + 0 + 52) = 6005 + 1179 = 600 - 45 4+ 1179 = 28179.

Zadatak J-3.4. [40 bodova]

Nad stranicama AC i BC trokuta ABC nacrtani su kvadrati ACDE i BGFC (s vanjske strane
trokuta)._Neka je P poloviste duzine AB. Dokazi da je duljina duzine DF' dva puta dulja od duljine
duzine CP.

Rjesenje.

Prvi instinkt je vjerojatno ra¢unati kutove i pokusati nesto zakljuciti iz toga. Ako oznaéimo <BAC = a
i <CAB = B te <ACB = =, znamo da vrijedi o + 8 + v = 180°. Tada lako dobijemo

<FCD = 360° — (90° + 90° + ) = 180° — vy = a + 3.

No nazalost, daljnje kuteve ne moZzemo lagano izracunati.



Zelimo dokazati da vrijedi | DF| = 2|CP|. Stoga je jedna ideja uvesti poloviste stranice DF kao novu
to¢ku M i nekako dokazati da vrijedi |DM| = |CP|, mozda pomoéu sukladnosti trokuta. No, ponovno
imamo problem s odredivanjem klju¢nih kutova.

Stoga moramo razmisljati u drugom smjeru, ,izvan okvira”. Pogledajmo koja svojstva teZisnice trokuta
(duzine koja spaja vrh trokuta i poloviSte nasuprotne stranice, u nasem sluc¢aju duzina CP) moZemo



iskoristiti. U trokutu DCF znamo da vrijedi |DC| = |AC|i|CF| = |BC| te <FCD = 180°—v = a+J.
To je vrlo sli¢no karakteristikama trokuta ABC. Iskoristit éemo to u sljedeéem docrtavanju.

Primijetimo da trokut ABC mozemo shvatiti kao polovicu paralelograma kojeg dobijemo tako da
povucemo paralele sa stranicama BC' i AC u vrhovima A i B redom. Pogledajmo $to tada dobijemo.

F

Najprije, zbog poucka o kutovima uz presjecnicu paralelnih pravaca zaklju¢ujemo da vrijedi <HAB =
B i <ABH = a. Dalje, kako se dijagonale u paralelogramu medusobno prepolovljavaju (ovo se vidi iz
sukladnosti trokuta APC i BPH), znamo da je dijagonala CH zapravo produzetak tezisnice CP i da
je dvostruko dulja od nje.

Sada ostaje primijetiti da su tr_okuti_DCF i CAH sukladni po SKS poucku: podudaraju se u duljinama
parova stranica DC i AC te CF i AH te u kutu medu njima <FCD = <HAC = a+ . Stoga vrijedi
|DF| = |CH| = 2|CP)|, $to smo htjeli pokazati.

Zadatak J-3.5. [50 bodova]

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a,b,c) takve da vrijedi a > b > ¢ i koje zadovoljavaju sljedece
dvije jednadzbe:

(a—b)(b—c)=25(a—c)
a+b+c=2025.
Rjesenje.

Ako krenemo direktno s razmnoZavanjem prve jednadzbe i uvrstavanjem vrijednosti iz jedne jednadZbe



u drugu, vidimo da dolazimo do kvadratnih izraza s kojima ne moZemo lagano baratati. Stoga je ideja
pojednostaviti jednadzbe prije pocéetka racunanja. U tome ¢e nam pomodéi supstitucija varijabli.

Primijetimo da iz uvjeta zadatka znamo uredaj (poredak) medu prirodnim brojevima a, b i c. Za-
kljuCujemo da postoje nenegativni cijeli brojevi z i y (dakle, z,y > 0) za koje vrijedi b = ¢+ z i
a=b+1y=c+x+y. UvrStavanjem u pocetne jednadzbe dobijamo:

zy = 25(z + y)
3c+ 2z +y = 2025.

Rijesimo najprije ,,rubne” slucajeve = 0 ili y = 0. Iz prve jednadzbe vidimo da je to zapravo jedan
sluéaj (¢im je jedan od z ili y nula, takav mora biti i drugi). Tada iz druge jednadzbe dobijemo

c= 20% = 675, pa je jedna trojka koja zadovoljava sve uvjete zadatka (675,675,675).

Rijesimo sada diofantsku jednadzbu zy = 25(x + y), s tim da znamo = # 0 i y # 0. Napomenimo da
je ova jednadzba ekvivalentna ¢esto videnoj varijanti % + gl/ = % Izrazimo varijablu y preko z:

zy = 25z + 25y
zy — 25y = 25x
y(x —25) = 25z
25z
v= z—25

Znamo da je y cijeli broj, pa takav mora biti i razlomak s desne strane. Koristimo standardni postupak
rastava razlomka ovog tipa:
25r 252 —25-25+425-25  25(x —25) 4625  25(x — 25) 625 625

r—25 z — 25 z— 25 = "2_25 Tz_2 Xt o

dijeli brojnik 625. Svi djelitelji broja 625 = 5* su —625, —125, —25, —5, —1,1, 5, 25, 125, 625. Kako je
z prirodan broj, zakljucujemo da se prva tri djelitelja ne mogu posti¢i. U ostalim slucajevima, x je
redom jednak 20,24, 26, 30, 50,150, 650. Za y redom dobijemo —100,—600, 650,150, 50, 30,26. Kako
i y mora biti prirodan, odbacujemo i prva dva slucaja. Kona¢no, sve moguénosti za par (z,y) su
(26, 650), (30, 150), (50, 50), (150, 30), (650, 26).

625
Zakljucujemo da razlomak TS mora biti cijeli broj. To je jedino moguée ako nazivnik z — 25

Uvrstavanjem u jednadzbu 3c 4+ 2x + y = 2025 dobivamo redom sljedece vrijednosti za c: 441, 605,
625, 565, 233. Stoga su sve trazene trojke (a, b, c) jednake:

(1117, 467, 441), (785, 635, 605), (725, 675, 625), (745, 715, 565) i (909, 883,233).

Zadatak J-3.6. [60 bodova]

Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC. Ako vrijedi |AC| + |AI| = |BC|, dokazi da vrijedi
<BAC = 2<CBA.

Rjesenje.

Iskoristit ¢emo zadani uvjet tako da uvedemo tocku D na stranici BC za koju vrijedi |[AC| = |CD| i
|AI| =|DB|.



Docrtajmo sada duzine CI i DI i oznaéimo <BAC = a i <ACB = ~. Znamo da su pravci AI i CI
simetrale kutova <BAC i <ACB redom.

Vidimo da su trokuti AIC i DCI sukladni po SKS poucku (JAC| = |CD]|, zajedni¢ka stranica CT i
jednaki kutovi <ACI = <ICD = ). To znati da vrijedi |AI| = [ID| te <IAC = <CDI = %.

Promotrimo sada cetverokut ABDI. Mozemo zakljuciti da je on tetivan, jer vrijedi <BAI+<IDB =
% + (180° — %) = 180°. Sada preostaje uociti da su trokuti ABD i BAI sukladni po KSK poucku:
stranica AB im je zajednicka te su im parovi kutova <IAB i <DAB te <ADB i AIB jednaki kao
obodni kutevi nad tetivama iste kruZnice jednake duljine. Iz toga slijedi trazeno <CBA = % =

<BAC
5

Zadatak J-3.7. [70 bodova)

U nekoj dalekoj zemlji, matematicka edukativna olimpijada sastoji se od 22 kola. Na svakom kolu 5
najbolje plasiranih natjecatelja dobije cokoladu. Analizom rezultata ustanovljeno je da za svaka dva
kola postoji tocno jedan natjecatelj koji je dobio ¢okoladu na oba promatrana kola. Dokazi da postoji
natjecatelj koji je dobio cokoladu na svakom kolu.



Rjesenje.

Oznacimo prvo kolo s K; i promotrimo 5 natjecatelja koji su dobili ¢okoladu (tj. bili nagradeni) na
tom kolu. Na svakom od preostalih 21 kola netko od tih 5 natjecatelja je ponovno bio nagraden,
jer svaka dva kola imaju jednog zajednickog nagradenog natjecatelja. Prema Dirichletovom principu
zakljucujemo da postoji natjecatelj medu 5 nagradenih na prvom kolu koji je bio nagraden jos na barem
5 kola medu preostalima. Doista, u suprotnom bismo imali da je svaki ucenik medu 5 nagradenih na
prvom kolu bio nagraden na najviSe 4 preostala kola, no onda bi ukupno imali najvise 5 -4 = 20
nagradenih ucenika na preostalim kolima, ali to je manje nego $to ima preostalih kola.

Oznacimo tih pet kola s Ks, K3, K4, K5 i Kg te natjecatelja koji je nagraden na svima njima s a.
Dakle, za sada znamo da je ucenik a jedini ucéenik koji je nagraden na svakom od kola K, Ko, ...,
Kg. Dodatno, a je jedini nagradeni natjecatelj koji je zajednicki medu nagradenim natjecateljima na
bilo koja dva kola iz K, Ko, ..., Kg.

Neka je sada L bilo koje kolo razli¢ito od Kj, Ks, ..., K¢. L mora imati zajednickog nagradenog
natjecatelja sa svakim od kola Kj, Kj, ..., Kg. Kako je totno 5 ucenika nagradeno na kolu L, po
Dirichletovom principu sada zakljucujemo da je neki od ucenika nagradenih na kolu L nagraden na
dva kola medu kolima K;, K, ..., Kg. No, tada je taj ucenik nagraden na neka dva kola iz K7, Ko,
..., Kg, pa po tvrdnji s kraja prethodnog odlomka zakljucujemo da taj ucenik mora biti a.

Dakle, ucenik a dobio je cokoladu i na kolu L. Kako je kolo L bilo odabrano proizvoljno, zakljucujemo
da za sva preostala kola vrijedi isti zakljucak. Time je dokazano da je ucenik a nagraden cokoladom
na svakom kolu natjecanja.
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Zadatak S-3.1. [10 bodova)

Opseg pravokutnog trokuta iznosi 101, a zbroj kvadrata duljina njegovih stranica iznosi 4050. Kolika
je povrsina tog trokuta?

Rjesenje.

Oznacimo duljine stranica pravokutnog trokuta standardno s a, b i ¢, gdje je ¢ duljina hipotenuze.
Po uvjetima zadatka znamo da vrijedi O = a + b+ ¢ = 101 i a? + % + ¢ = 4050. U pravokutnom
trokutu vrijedi slavni Pitagorin poudak ¢ = a2 4 b?. Uvrstavanjem ovoga u drugu jednakost dobijemo
2¢2 = 4050, pa c® = 2025, iz Cega slijedi c = 45.

Sada dobivamo sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

a+b=>56
a? + b% = 2025.

Sustav je mogude rijesiti izrazavanjem jedne varijable preko druge iz prve jednadzbe i uvrStavanjem u
drugu, nakon ¢ega dobijemo kvadratnu jednadzbu koju rijeSimo metodom svodenjema na kvadrat (ili
direktno koristeéi formulu). No, u zadatku se trazi da odredimo povrsinu trokuta, a znamo da je ona

b
jednaka P = %. Dakle, dovoljno je odrediti vrijednost umnoska ab.
Kvadrirajmo prvu jednakost. Dobijemo

(a +b)? = 562
a? + 2ab + b? = 3136.

Sada umjesto a? 4+ b? uvrstimo 2025 i direktno dobijemo

2025 4+ 2ab = 3136

2ab = 1111

1111

b= —
@ 2
1111

TrazZena povrsina trokuta je dakle jednaka P = S

Zadatak S-3.2. [20 bodova)

Neka je m prirodan broj. Za prirodan broj n kazemo da je m-sloZen ako se moze zapisati kao umnozak
to¢no m prirodnih brojeva veéih od 1 (ne nuzno razli¢itih). Dokazi da je broj

(2025% — 14)(2025% — 2%) - - - (2025* — 2024%)

(a) 6000-slozen;
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(b) 10000-sloZen.
Rjesenje.

(a) Zadatak nam je rastaviti dani broj na umnozak od 6000 faktora veéih od 1. Broj se veé sastoji od
2024 faktora oblika a* — b*. Svaki taj faktor mozemo dalje rastaviti pomoéu jednakosti

a* — ' = (a%)? - ()% = (a® — b*)(a® +b°) = (a — b)(a + b)(a® + b).
Ovim postupkom ¢éemo dani broj raspisati kao umnozak

2024 - 2026 - (20252 + 12) - 2023 - 2027 - (20252 + 22) - - - 1 - 4049 - (20252 + 2024?)
=2-3-..2023 - 2024 - 2026 - 2027 - - - 4048 - 4049 - (20252 + 12) - (20252 + 22) - - - (20252 + 20242),

koji se sastoji od 2024 -3 —1 = 6071 prirodna broja veca od 1, Sto dokazuje da je dani broj 6000-slozen
(,viSak” faktora moZemo grupirati u jedan faktor).

(b) Kako bismo dosli do 10000 faktora, osim algebarskih manipulacija moramo razmatrati i aritmeticka
svojstva faktora. Promotrimo prvo parnost dobivenih faktora. Vidimo da je medu njima 1012-3 = 3036
parnih faktora. Svaki od njih osim faktora 2 rastavimo na 2 - k, gdje je kK > 1, ¢ime dobivamo 3035
novih faktora.

Sli¢éno, svaki treé¢i faktor medu prvim faktorima 2, 3, ... 2023, 2024, 2026, 2027 . . . 4048, 4049 je djeljiv s
3, pa mozemo izluciti faktor 3 iz njih. Iskljucit éemo 3 i 6, jer njihove faktore smo veé prebrojali, a u
umnosku nedostaje broj 2025 koji je djeljiv s 3. To daje 1349 — 3 = 1346 novih faktora.

Konacno, dokazali smo da dani broj moze zapisati kao umnozak od 6071 + 3035 + 1346 = 10452
prirodnih brojeva veéih od 1. Time je dokazano da je dani broj i 10000-slozen.

Zadatak S-3.3. [30 bodova|

Na raspolaganju imamo neograniceni broj plocica sa slike. Je li moguée potpuno prekriti (bez prekla-
panja) plo¢u dimenzija 777 x 777 koristeéi ove plo¢ice? Dozvoljene su rotacije plodica.

Rjesenje.
Dokazat ¢emo da nije moguée postiéi trazeno poplocavanje. Koristimo metodu bojanja, koja se Cesto

koristi u zadacima s poplo¢avanjima. Postoje razni nacini bojanja ploce i zadatak se cesto lagano rijesi
pravim odabirom broja boja i njihovim rasporedom na plodi.

Obojimo sva polja nase ploce u crno i bijelo ,Sahovski”, tj. tako da susjedna polja (sa zajedni¢kom
stranicom) uvijek budu obojana u razli¢ite boje.

Promotrimo sada polja koja prekrivaju dane plocice. Primje¢ujemo da kamo god na plocu stavimo
bilo koju od ovih plocica, uvijek vrijedi da je broj polja jedne boje koje ona prekrije jednak 5, a
broj prekrivenh polja druge boje jednak 2. Stoga je razlika broja prekrivenih polja jedne i druge boje

jednaka 3.

Kako to vrijedi za svaku postavljenu plocicu, za sva polja koje prekrivaju plocice postavljene na bilo
koji dozvoljeni nacin vrijedi da je ukupna razlika broja polja jedne i druge boje djeljiva s 3. Doista,



ta razlika je na poéetku 0 (dok nije postavljena niti jedna plocica), a dodavanjem svake nove plocice
se promijeni za 3 ili —3.

Pogledajmo sada nasu cijelu plo¢u. Ona ima neparan broj polja te za 1 vise polja jedne boje od polja
druge boje. Dakle, ukupna razlika u broju polja jedne i druge boje nije djeljiva s 3. Zakljucujemo da
nije mogude prekriti ploc¢u s danim plocicama.

Zadatak S-3.4. [40 bodoval

Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC. Ako vrijedi |AC| + |AI| = |BC|, dokazi da vrijedi
<BAC = 2<CBA.

Rjesenje.

Iskoristit éemo zadani uvjet tako da uvedemo tocku D na stranici BC za koju vrijedi |AC| = |CD] i
|AI| = |DB|.

Docrtajmo sada duzine CI i DI i ozna¢imo <BAC = a i <ACB = v. Znamo da su pravci AI i CI
simetrale kutova <BAC i <ACB redom.

Vidimo da su trokuti AIC i DCI sukladni po SKS poucku (|JAC| = |CD|, zajednicka stranica CT i



jednaki kutovi <ACI = <ICD = ). To znati da vrijedi |AI| = [ID| te <IAC = <CDI = %.
Promotrimo sada éetverokut ABDI. MoZemo zakljuditi da je on tetivan, jer vrijedi <BAI+ <IDB =
% + (180° — %) = 180°. Sada preostaje uociti da su trokuti ABD i BAI sukladni po KSK poucku:

stranica AB im je zajednicka te su im parovi kutova <IAB i <DAB te <ADB i AIB jednaki kao
obodni kutevi nad tetivama iste kruznice jednake duljine. Iz toga slijedi trazeno <CBA = % =
<BAC

5
Zadatak S-3.5. [50 bodova)|

U nekoj dalekoj zemlji, matematicka edukativna olimpijada sastoji se od 22 kola. Na svakom kolu 5
najbolje plasiranih natjecatelja dobije ¢okoladu. Analizom rezultata ustanovljeno je da za svaka dva
kola postoji tocno jedan natjecatelj koji je dobio ¢okoladu na oba promatrana kola. Dokazi da postoji
natjecatelj koji je dobio cokoladu na svakom kolu.

Rjesenje.

Oznacimo prvo kolo s K; i promotrimo 5 natjecatelja koji su dobili ¢okoladu (tj. bili nagradeni) na
tom kolu. Na svakom od preostalih 21 kola netko od tih 5 natjecatelja je ponovno bio nagraden,
jer svaka dva kola imaju jednog zajednickog nagradenog natjecatelja. Prema Dirichletovom principu
zakljuéujemo da postoji natjecatelj medu 5 nagradenih na prvom kolu koji je bio nagraden jos na barem
5 kola medu preostalima. Doista, u suprotnom bismo imali da je svaki u¢enik medu 5 nagradenih na

prvom kolu bio nagraden na najvise 4 preostala kola, no onda bi ukupno imali najvise 5 -4 = 20
nagradenih ucenika na preostalim kolima, ali to je manje nego Sto ima preostalih kola.

Oznacimo tih pet kola s K3, K3, K4, K5 i Kg te natjecatelja koji je nagraden na svima njima s a.
Dakle, za sada znamo da je ucenik a jedini uéenik koji je nagraden na svakom od kola Ki, Ko, ...,
K. Dodatno, a je jedini nagradeni natjecatelj koji je zajednicki medu nagradenim natjecateljima na
bilo koja dva kola iz K;, Ka, ..., Kg.

Neka je sada L bilo koje kolo razli¢ito od Ki, Ks, ..., Kg. L mora imati zajednickog nagradenog
natjecatelja sa svakim od kola Kj, Ka, ..., Kg. Kako je totno 5 uCenika nagradeno na kolu L, po
Dirichletovom principu sada zaklju¢ujemo da je neki od ucenika nagradenih na kolu L nagraden na
dva kola medu kolima K;, K, ..., Kg. No, tada je taj ucenik nagraden na neka dva kola iz K7, Ko,
..., Kg, pa po tvrdnji s kraja prethodnog odlomka zakljucujemo da taj ucenik mora biti a.

Dakle, ucenik a dobio je ¢okoladu i na kolu L. Kako je kolo L bilo odabrano proizvoljno, zaklju¢ujemo
da za sva preostala kola vrijedi isti zakljuéak. Time je dokazano da je ucenik a nagraden ¢okoladom
na svakom kolu natjecanja.

Zadatak S-3.6. [60 bodova)

Za funkciju f: Ny — Ny kaZemo da je pseudopolinom ako za svaka dva razli¢ita a,b € Ny vrijedi
a—b| f(a) — f(b). Odredi sve pseudopolinome f takve da za beskona¢no mnogo n € Ny vrijedi

Rjesenje.
Nije tesko vidjeti da svaki pseudopolinom f koji zadovoljava dano svojstvo mora biti bijekcija. Surjek-
cija je jer za svaki m € Ny postoji neki n veéi od njega za koji vrijedi dano svojstvo pa je m = f(k) za

neki k < n, tj. m je u slici funkcije f. Injekcija je jer bi u suprotnom za dovoljno velike n-ove skupovi
{f(0), f(1), f(2),..., f(n)} imali manje od n elemenata.

Oznaéimo d = f(0) i odredimo ovu vrijednost. Uzmimo N > d za koji vrijedi dano svojstvo. Tada
vrijedi f(N) < N. S druge strane, iz definicije pseudopolinoma, imamo da vrijedi N — 0 | f(N) — d.
Kako je f injekcija, ne moze biti f(N) = d, pa mora biti f(N) —d > N ili f(N)—d < —N. U
drugom sluéaju bi f(NN) morao biti negativan, zbog pocetnog izbora od N, $to nije moguée. Onda
mora vrijediti f(N) —d > N, a kako znamo f(N) < N i svi ovi brojevi su nenegativni, iz ovoga slijedi



da vrijedi f(N) =N id=0.

Sada za sve prirodne brojeve n vrijedi n — 0 | f(n) — 0, iz ega slijedi f(n) > n. DokaZimo da uvijek
mora vrijediti f(n) = n. Pretpostavimo suprotno; neka je ng najmanji prirodni broj takav da vrijedi
f(no) > np. Tada za n manje od ng vrijedi f(n) = n < ng, a za n veée od ng vrijedi f(n) > n > ng, pa
vidimo da mg nije u slici funkcije f, $to je kontradikcija s njenom surjektivno$éu. Ovime je dokazano
da je identiteta jedini pseudopolinom koji zadovoljava dano svojstvo.

Zadatak S-3.7. [70 bodova)

Zadan je prirodan broj d. Definiramo niz prirodnih brojeva (ap)nen takodajea; = liapt1 =n lanJ +d
n

za sve n € N. Dokazi da postoji prirodan broj N takav da je niz (ap)n>n aritmeticki niz.

Prvo rjesenje.

Pokazat ¢emo da niz (ap)nen postaje aritmeticki za n > d + 1.
<

Koristenjem nejednakosti |_:cJ x slijedi da je apt1 < an + d. Induktivnim koriStenjem posljednje

nejednakosti dobivamo ap4+1 < nd+ a1 < (n+1)d.

Dakle, a,, < nd za svaki prirodan broj n.

Neka je ¢ = {%J. Indukcijom éemo dokazati da je a, = (n—1)g+d zasven >d+ 1.

Zan=d+1imamodajeadH:d{%J +d=dq+d.

Pretpostavimo da je a, = (n — 1)q + d za neki n > d + 1 i dokazimo da je a,y1 = ng + d.

an+1—n{aJ+d_ {WJ_Fd nq+d+{d;qJ

Imamo da je

n
v . _|ad 2 d—q
Uocéimo da je g = "l < d jer je ag < d°. Stoga za n > d+ 1 vrijedi da je 0 < S < 1, odnosno
d—
{—qJ = 0. Time konacno dobivamo a,11 = nq + d, ¢ime je indukcija zavrsena.
n

Drugo rjesenje.

Analogno kao u prvom rjesenju dobijemo a, < nd za svaki prirodan broj n.

<
Uvedimo novi niz (b, )nen definiran s b, = { J za svaki prirodan broj n. Iz relacije an+1 = n {a—nJ +d
n

b1 = { n+1 J _b’”{nﬂJ'

Nadalje, uoc¢imo da je b, < d jer imamo a, < nd pa slicno kao u prethodnom rjesenju zakljucujemo

da je L%J=Ozan>d.

slijedi da je

Prema tome imamo da je b,+1 = by, za sve n > d, odnosno da je niz (b, )nen konstantan za n > d.
Oznacimo tu konstantu s C. Tada je ap+1 = nb, +d = nC +d za sve n > d §to ¢ini traZeni aritmeticki
niz.



