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Zadatak J-1.1. [10 bodova]

Umnozak dvaju prirodnih brojeva iznosi 5704. Ako prvi broj umanjimo za 20, a drugi ostane isti,
umnozak postaje 2024. Koliko iznosi drugi broj?

Prvo rjesenje.
Primjecujemo da je drugi broj zajednicki djelitelj brojeva 5704 i 2024, jer se i jedan i drugi dobivaju
mnozenjem drugog broja s nekim brojem. Stoga Zelimo odrediti zajednicke djelitelje ova dva broja.

U tu svrhu, rastavljamo brojeve 5704 i 2024 na proste faktore. Standardnim i dobro poznatim pos-
tupkom (uzastopno dijeljenje s najmanjim prostim faktorom) dobijemo

5704 =2-2-2-23-31
2024 =2-2-2-11-23.
Primjeéujemo da su zajednicki prosti faktori 2 (i to 3 puta kod oba broja) i 23. Svi zajednicki djelitelji

ova dva broja se dakle sastoje ($to se tiCe prostih faktora) od najviSe tri faktora 2 i najviSe jednog
faktora 23. Dakle, svi moguéi zajednicki djeljitelji brojeva 2024 i 5704 su:

2,4,8,23,46,92 1 184.

S druge strane, prvi faktor u drugom broju mora biti za 20 manji od onoga u prvom broju. Odmah
vidimo da faktori 31 broja 5704 i 11 broja 2024 zadovoljavaju ovo svojstvo. Stoga je drugi broj preostali
dio, a to je 2-2-2-23 = 184. Isprobavanjem ostalih zajednickih djelitelja vidimo da je razlika izmedu
prvih brojeva uvijek veéa od 20, stoga je ovo jedino mogude rjeSenje.

Drugo rjesenje.

Oznacimo prvi broj s A, a drugi broj s B. Prva recenica nam govori da vrijedi A - B = 5704. Iz druge
reCenice saznajemo da vrijedi (A — 20) - B = 2024.

Dobili smo sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

A- B =5704
(A —20) - B = 2024

Dobiveni sustav se moze rijesiti na razne nacine. Razmnozimo zagradu u drugoj jednadzbi koristeéi
svojstvo distributivnosti:
A-B—20-B=2024.

Uvrstimo sada vrijednost A - B koju imamo iz prve jednadzbe, pa dobijemo:

5704 — 20 - B = 2024
(—20) - B = 2024 — 5704
(—20)- B = —3680 /:(—20)

B =184


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=488

Vrijednost drugog broja je dakle 184.

Zadatak J-1.2. [20 bodova]

Izracunaj povrsinu Cetverokuta ¢iji su vrhovi u to¢kama (—6,—-2), (—4,6), (-1,8) i (7,—7).
Rjesenje.

Ucrtajmo najprije dane tocke u koordinatni sustav i oznacimo ih. Kako bismo ispostovali standardno
matematicko usmjerenje u ravnini (suprotno od kazaljke na satu), nazovimo dane tocke obrnutim
redoslijedom, dakle s A = (7,-7), B = (-1,8), C = (—4,6) i D = (—6,—2). Naravno, podsjetimo

da prva koordinata oznafava pomak po horizontalnoj z-osi (apscisa), a druga po vertikalnoj y-osi
(ordinata).

Dobiveni ¢etverokut ne odgovara niti jednom liku kojem znamo lako odrediti povrSinu (pravokutnik,
trapez ili paralelogram). Stoga moramo smisliti na¢in na koji éemo uvesti pomocne likove u nasu sliku
koji ée nam pojednostaviti zadatak. U geometrijskim zadacima se ne trebamo ograni¢avati na samo
ono Sto je zapisano u zadatku, ve¢ imamo slobodu ,,dodavati”, ,,oduzimati” i ,mijenjati” neke dijelove
problema.

U ovom slucaju, iskoristit ¢emo cinjenicu da je zadani Cetverokut smjesten u koordinatni sustav.
Koordinatni sustav pociva na medusobno okomitim pravcima, pa ¢emo to iskoristiti i ,,uokviriti” nas
Cetverokut velikim pravokutnikom AEFG (vidi sliku).



Sada je jasno da je trazena povrSina Cetverokuta ABCD jednaka povrSini velikog pravokutnika
AEFG umanjenoj za naranéasto osjen¢anu povrsinu (izvan ¢etverokuta ABCD i unutar pravokutnika
AEFQG). Povr§inu pravokutnika AE F'G lako izratunamo: duljine stranice su mu |AE| = |7—(—6)| = 13
i |GA| = |8 — (=7)| = 15, pa mu povrSina iznosi

Piprg =13 -15 =195.
Preostaje izracunati povrSinu narancastog dijela. On se sastoji od dva pravokutna trokuta ADG i

AEB i ¢etverokuta DCBF'. Povrsinu pravokutnih trokuta lako izra¢unati jer su im stranice paralelne
s koordinatnim osima, zbog cega lako mozemo izmjeriti duljinu kateta. Dobivamo:

_|DG|-|GA] _5-13

Papca 2 5 32.5
AFE|-|EB 15-8
PAEB=| |2| |= 5 = 60.

Jedino S§to preostaje je odrediti povrSinu cetverokuta DCBF'. Podijelimo ga na tri dijela tako da
povucemo okomice iz tocke C' na stranice BF' i F'D. Kako su ove stranice paralelne s koordinatnim
osima, dobivene okomice su takoder paralelne s koordinatnim osima.



Dobili smo dva pravokutna trokuta DCH i CBI i jedan pravokutnik HCIF', kojima lako odredimo
duljine kateta/stranica, a onda i povrsinu:

ICH|-|HD| 2-8

P = = =
'DCH 5 5 8

_|BI|-|IC| _3-2

Pcpr = 5 =5 = 3

Prcrr = |HC|-|CI| =2-2 = 4.

Dakle, povrsina cetverokuta DCBF' iznosi
Ppepr = Ppcy + Per + Pucir =8+3+4=15.
Sada napokon moZemo izra¢unati traZenu povrsinu ¢etverokuta ABCD kao:

Papcp = Pagre — Papg — Pags — Poopr = 195 — 32.5 — 60 — 15 = 87.5.

Zadatak J-1.3. [30 bodova)

U svako polje tablice 3 x 3 treba upisati po jedan od brojeva 1, 2, ..., 9 tako da svi brojevi budu
iskoristeni i da svi zbrojevi brojeva u svakom retku i svakom stupcu budu neparni. Na koliko je nacina
to moguce napraviti?

Rjesenje.
Najprije primijetimo da parnost zbroja ovisi samo o parnosti pribrojnika, a ne i o njihovom iznosu.
Dalje, znamo da je zbroj dva parna i dva neparna broja uvijek paran, a zbroj parnog i neparnog broja

uvijek neparan. Iz toga zaklju¢ujemo da samo sljedeée kombinacije parnosti tri broja daju neparan
zbroj: sva tri neparna ili to¢no dva parna i jedan neparan.

Razmotrimo sada kako mozZemo dane brojeve rasporediti u tablicu. Medu njima je 5 neparnih i 4 parna.
U svakom stupcu mozemo imati toc¢no 0 ili 2 parna broja. Zakljucujemo da je jedina moguénost da u
neka dva stupca imamo dva parna broja, a u preostalom sva tri neparna broja.

Kako moramo paziti i da ista tvrdnja vrijedi i u svakom retku, svi mogucéi rasporedi parnih i neparnih
brojeva u tablici su sljedeéi:



P P N P P N P N P
P P N N | N | N P N P
N | N|N P P N N N | N
P N P N P P N P P
N | N | N N P P N N | N
P N P N | N | N N P P
N | N | N N | N | N N N | N
P P N P N P N P P
P P N P N P N P P

Promotrimo sada tablice prvog tipa. U svakoj od njih, parni brojevi su rasporedeni na neki nacin
unutar svoja 4 polja. Prebrojimo koliko postoji razlicitih rasporeda ovih brojeva. Na prvu poziciju
(gore lijevo) mozemo upisati jedan od 4 moguca parna broja. Nakon toga, u drugo polje (desno od
njega), mozemo upisati neki od preostala tri broja. U trece polje (prvo u drugom redu) sada mozemo
upisati neki od preostala dva broja, a u zadnje polje (centralno) ¢emo upisati preostali broj. Kako
bismo odredili ukupni broj moguénosti, dobivene brojeve pomnoZimo (ovo se zove princip uzastopnog
prebrojavanja). Stoga dobijemo 4 - 3 - 2 -1 = 24 moguénosti za smjestanje parnih brojeva.

Prelazimo na neparne brojeve. Analognim zakljuc¢ivanjem kao i za parne, dobijemo da postoji 5-4-3-
2 -1 = 120 razli¢itih moguéih rasporeda neparnih brojeva.

Naglasimo da su rasporedi parnih i neparnih brojeva medusobno neovisni: izbor jednoga ne utjece na
mogucénosti izbora drugoga i obratno. Stoga, ukupni broj moguénosti smjestanja parnih i neparnih
brojeva dobijemo opet principom uzastopnog prebrojavanja, kao umnozak 24 - 120 = 2880. Ovo je
dakle broj tablica prvog tipa.

U ostalih 8 tipova tablica, rezultat je isti, jer su brojevi parnih i neparnih brojeva nepromijenjeni.
Stoga je ukupni broj moguéih tablica jednak 9 - 2880 = 25920.

Zadatak J-1.4. [40 bodova]

Neka su a, b, ¢ i d prirodni brojevi koji zadovoljavaju jednakost ab + bc + cd + da = 2024. Koliko
najviSe moze iznositi a + b+ c+ d?

Rjesenje.

S lijeve strane dane jednakosti imamo algebarski izraz koji je zapisan kao zbroj 4 pribrojnika. Zadatak
nam je zapisati 2024 kao zbroj od 4 pribrojnika koji se dalje mogu zapisati u obliku umnoska odredenih
brojeva. No, 2024 se mozZe na jako puno nacina rastaviti na zbroj od 4 prirodna pribrojnika te bismo

za svaki takav rastav morali odrediti mozemo li pronaéi brojeve a, b, ¢ i d koji pomnoZeni u parovima
daju bas te pribrojnike.

Stoga ¢emo pokusati algebarskim operacijama transformirati lijevu stranu jednakosti u oblik koji nam
omogucuje direktnije rjeSavanje problema. Primijetili smo da sada imamo ,,zbroj umnozaka” - pitamo



se sada mozemo li transformirati izraz u ,umnozak pribrojnika”. To bi nam bilo pogodnije, jer postoji
relativno mali broj nacina na koji broj 2024 mozZemo rastaviti na umnozak prirodnih faktora.

Pokusajmo grupirati pribrojnike i koristeci svojstvo distributivnosti mnozenja prema zbrajanju ,una-
trag” (tj. ,izvladenjem zajednickog faktora”) doéi do Zeljene faktorizacije. Dobit ¢emo:

(ab+ bc) + (cd + da) = 2024
b(a+c) +d(c+ a) = 2024
(a+c)- (b+d) =2024

S lijeve strane smo dobili umnozak dva izraza. Prisjetimo se da su svi brojevi a, b, ¢ i d prirodni, pa
su takvi i njihovi zbrojevi. Stoga brojevi (a + ¢) i (b + d) moraju biti prirodni brojevi koji u umnosku
daju 2024.

Rastav broja 2024 na proste faktore izra¢unali smo u prvom zadatku: 2024 = 23 - 11 - 23. Odavdje
mozemo vidjeti koji su sve rastavi broja 2024 na dva pozitivna faktora:

1-2024, 2-1012, 4-506, 8 - 253, 11 - 184, 22 - 92, 44 - 46, 88 - 23.

Dakle, zbroj (a+c) moze poprimiti vrijednost jednog faktora, dok (b+d) tada postaje jednak vrijednosti
drugog faktora. Primijetimo ovdje da iz razmatranja moramo izbaciti rastav 1-2024, jer bi u tom slucaju
zbroj dva prirodna broja trebao biti jednak 1, Sto nije moguce.

Primijetimo jo$ na kraju da izraz kojeg Zelimo maksimizirati moZzemo zapisati i kao
a+b+c+d=(a+c)+ (b+4d),

tj. kao zbroj dva faktora koja promatramo. Stoga samo trebamo odrediti kod kojeg od moguéih rastava
je zbroj faktora najveéi mogudéi. To je slucaj za faktore 2 i 1012, Sto znaci da je traZena najveca
vrijednost jednaka 1012 4+ 2 = 1014.

Zadatak J-1.5. [50 bodova]

Neka je M = 5555%444 i N = 55552222, Qdredi ostatak pri dijeljenju broja MY s 9.

Rjesenje.

Zadani brojevi su o¢ito preveliki za direktno racunanje ostataka. Stoga ¢emo trebati koristiti matema-

ticki alat koji nam olaksava racunanje s ostatcima pri dijeljenju. Taj alat se zove modularna aritmetika
i detaljno je pojasnjen kroz za one Kkoji se jos nisu susreli s njim.

Najprije primijetimo da umjesto direktnog potenciranja broja M na N-tu potenciju mozemo poten-
cirati njegov ostatak pri dijeljenju s 9. Stoga najprije odredujemo koji ostatak daje M = 55554444 pri
dijeljenju s 9. Ponovno mozemo primijeniti isti argument da zaklju¢imo da prvo treba odrediti koliki
ostatak daje 5555 pri dijeljenju s 9. Dijeljenjem dobijemo da je taj ostatak jednak 2.

Iduéi zadatak je odrediti ostatak pri dijeljenju s 9 za broj 24444, Potencije broja 2 pri dijeljenju s 9
periodicki daju ostatke 1, 2, 4, 8, 7 i 5. Stoga éemo dobiti da 244* daje isti ostatak pri dijeljenju s 9
kao i 24, jer je 4 ostatak pri dijeljenju sa 6 (= duljina perioda) broja 4444. Dakle, ostatak pri dijeljenju
broja 24444, a time i M = 5555444, pri dijeljenju s 9 je 7.

Sada trebamo odrediti ostatak pri dijeljenju s 9 potencije 7VV. Stoga promatramo periodiéne ostatke
koje potencije broja 7 daju pri dijeljenju s 9; dobijemo da su to 1, 7 i 4. Stoga trebamo odrediti ostatak
broja N pri dijeljenju s 3, sto ¢e nam reéi kojoj potenciji broja 7 je taj ostatak jednak.

N je potencija 5555444 te vrijedi da je ostatak pri dijeljenju baze 5555 s 3 jednak 2, pa moZemo
promatrati potenciju 24444, Potencije broja 2 pri dijeljenju s 3 periodi¢no daju ostatke 1 i 2, $to znadi
da je ostatak kojeg daje potencija 24444, a time i N = 55554444 jednak 1.

Vratimo se sada na 7. Kako N daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, ova potencija ée dati ostatak 7 pri
dijeljenju s 9. Time smo stigli do kraja izracuna.



Edukativno rjesenje.

Pocinjemo od osnovnih zapazanja koja ¢e nam u konacnici omoguditi rjeSavanje danog problema.
,Usput” éemo se upoznati s ve¢ spomenutim matematickim alatom, modularnom aritmetikom.

Prva cinjenica koja ¢e nam trebati je sljedeéa: ostatak pri dijeljenju s 9 umnoska neka dva broja jednak
je umnosku ostataka tih brojeva pri dijeljenju s 9. Doista, neka su ti brojevi a i b te neka su p i ¢
redom ostatci koji oni daju pri dijeljenju s 9. To znadi da vrijedi a = 9k +p i b = 9¢ + ¢, za neke
prirodne brojeve k i £ (to su koli¢nici dijeljenja s 9 brojeva a i b, no oni nam nisu zanimljivi ovdje).
Pomnozimo sada ove brojeve:

a-b= (9 + p)(9¢ + q) = 81kl + 9(kq + p¢) + pg.

Vidimo da su prva dva pribrojnika u zadnjem raspisu uvijek djeljiva s 9. Stoga je ostatak pri dijeljenju
umnoska ab s 9 isti kao i ostatak kojeg daje umnozak pq.

Naglasimo da isti rezultat vrijedi i za zbroj dva broja (dokaZe se na potpuno analogan nacin). Takoder,
uocimo da ove Cinjenice vrijede neovisno o broju s kojim dijelimo.

Primijetimo sada da, kako je potenciranje niSta drugo doli uzastopno mnozenje broja sa samim sobom,
umjesto broja kojeg potenciramo i onda promatramo ostatak pri dijeljenju s 9, moZzemo odmah racunati
s ostatkom kojeg on daje pri dijeljenju s 9. To nam omogucuje da drasti¢no smanjimo brojeve koje
potenciramo.

Sve $to smo do sada opisali poznato je u matematici pod imenom modularna aritmetika. Kako nam
ova tehnika pomaze kod rjeSavanja mnogih zadataka iz teorije brojeva, upoznajmo se malo s njom i
uvedimo standarne oznake koje ¢e nam pomodéi u lakSem zapisivanju rjesenja. Neka je ostatak koji
neki prirodni broj a daje pri dijeljenju s 9 jednak p, kao i prije. Kra¢e ¢emo ovo zapisivati kao:

a =p (mod 9) (Cita se ,,a je kongruentno p modulo 9”).

Primjerice, vrijedi 2024 = 8 (mod 9).

Iz onoga Sto smo do sada dokazali, vidimo daza a = p (mod D)ib = q (mod D), gdje je D proizvoljan
prirodni broj s kojim dijelimo (u nasem slucaju je D = 9, ali piSemo opéenito), vrijede sljedeée tvrdnje:

a+b=p+q (mod D)
a-b=p-q (mod D)
a”=p" (mod D).

Okrenimo se sada s ovim alatom naSem problemu. Krajnji cilj nam je odrediti ostatak pri dijeljenju
broja MY s 9. Iz onoga §to smo do sada zakljuéili, znamo da umjesto M moZemo potencirati njegov
ostatak pri dijeljenju s 9. Dakle, odredimo najprije ostatak pri dijeljenju broja M = 55554444 5 9.

Mozemo ponovno primijeniti isto razmisljanje i zakljuciti da umjesto baze 5555 mozemo potencirati
ostatak ovog broja pri dijeljenju s 9. Dakle, odredujemo ostatak pri dijeljenju broja 5555 s 9. Ovo
mozemo uciniti ,pjeske” pisanim dijeljenjem, ali i ovdje nam posao moze skratiti modularna arit-
metika. Prisjetimo se da djeljivost s 9 nekog broja mozemo odrediti zbrajajuéi njegove znamenke i
promatranjem djeljivosti dobivenog zbroja s 9. Vrijedi i jaca tvrdnja od ovoga: ostatak pri dijeljenju
bilo kojeg broja s 9 upravo je jednak ostatku kojeg pri dijeljenju s 9 daje zbroj znamenki ovog broja.

Dokazimo i ovu tvrdnju koriste¢i modularnu aritmetiku. Neka je promatrani broj zapisan u dekadskom
zapisu kao zZpz,—1 - - - 222120, gdje su svi zg, 21, 22, ..., 2n—1 1 2, znamenke. Kljuéno je primjetiti da
vrijedi 10 =1 (mod 9). Zbog pravila o0 modularnom potenciranju, dobijemo i da vrijedi 10° = 1¢ =1
(mod 9), za bilo koji eksponent e. Sada raspisom broja u dekadskom sustavu i primjenom prethodnih
pravila o modularnom rac¢unanju direktno dobivamo:

ZnZn_1- 222120 = 2n - 10" + 251 - 10" 4 - - 4+ 29 - 102 + 21 - 10 + 20
=zp-14+zp-1-14+---+20-14+21-14+2 (mod?9)
=zZn+zn-1+--+22+2+2 (mod)).



Dakle, umjesto direktnog dijeljenja broja s 9, mozemo gledati ostatak koji zbroj njegovih znamenki
daje pri dijeljenju s 9. Za broj 5555 tako dobijemo da je ostatak pri dijeljenju s 9 jednak 2.

Dokazali smo da vrijedi 55554444 = 24444 (mod 9). Dakle, treba odrediti ostatak pri dijeljenju broja
24444 pri dijeljenju s 9. Za ovo, koristimo novi ,,trik”. Promotrimo prvih par potencija broja 2 i ostatke
koje daju pri dijeljenju s 9:

21 =2=2 (mod 9)
22=4=4 (mod9)
22=8=8 (mod 9)
2¢=16=7 (mod9)
2°=32=5 (mod9)
26=64=1 (mod9)
27=128=2 (mod 9)

28 =256=4 (mod 9)
29 =512=8 (mod 9)
210 =1024=7 (mod 9)
211 = 2048 =5 (mod 9)
212 = 4096 =1 (mod 9)

Primjeéujemo da se ostatci 2, 4, 8, 7, 5 i 1 periodicki ponavljaju! Ovo ée se doista uvijek dogadati
kod potencija: naime, moze postojati samo kona¢no mnogo razli¢itih ostataka, a kad jednom dodemo
do nekoga na kojem smo veé bili, ostatci se pocinju periodicki ponavljati jer uvijek mnozimo dobiveni
ostatak istim brojem.

Ako dodamo i ,nulti red” 2° = 1 =1 (mod 9) u nasu listu potencija, vidimo da je period ponavljanja
ostataka jednak 6. Sada smo zakljuéili sljedece: ostatci potencija broja 2 pri dijeljenju s 9 se periodicki
ponavljaju s periodom 6 i glase redom: 1, 2, 4, 8, 7 i 5. Primijetite usput da se u ovoj listi ne pojavljuju
svi mogudi ostatci pri dijeljenju s 9 (nema 0, 3 i 6). Takva opaZanja vazna su primjerice kod dokazivanja
nepostojanja rjesenja odredenih diofantskih jednadzbi; nama ovdje to nije od interesa.

Sada je vazno shvatiti da za odredivanje ostatka pri dijeljenju s 9 broja 2™ moramo odrediti ostatak
pri dijeljenju s 6 broja n. Time ¢emo znati koliko smo otisli od pocetka perioda i koji ostatak ¢emo
dobiti.

U naSem sludaju, Zelimo izra¢unati 24444 (mod 9). Odredimo koliki ostatak daje 4444 pri dijeljenju s
6. Dobijemo da je to 4, jer je 4440 ocito djeljiv s 2 i 3. Dakle, zbog pokazanog svojstva periodi¢nosti
ostataka pri dijeljenju s 9 potencija broja 2, vrijedi 24444 = 24 = 7 (mod 9).

Rezimirajmo §to smo do sada izracunali. Prvo smo uvidjeli da za racunanje ostatka pri dijeljenju s 9
zadanog broja MY moramo najprije odrediti ostatak pri dijeljenju s 9 za bazu potencije M. Kako je i
M sam potencija 55554444, prvo smo odredili ostatak pri dijeljenju s 9 za njegovu bazu 5555 i dobili da
je taj ostatak 2. Onda smo promatranjem periodi¢nosti ostataka pri dijeljenju s 9 za potencije broja
2 zakljudili da je ostatak pri dijeljenju s 9 potencije 24444 jednak 7. Ukratko:

M = 5555444 = 24444 (04 9) = 2* (mod 9) =7 (mod 9).

Dakle, sad smo ,rijesili” bazu potencije M"Y . Sad nam je zadatak odrediti ostatak pri dijeljenju s 9



potencije 7VV. Koristimo isti postupak da odredimo period ponavljanja ostataka kod potencije broja 7:

=1=1 (mod9)
'=7=7 (mod9)
72 =49=4 (mod 9)
73 =343=1 (mod9).
Dalje ne trebamo racunati jer ve¢ sada znamo zakljuciti da je period ponavljanja ostataka u ovom

sludaju jednak 3. Dakle, da bismo odredili koji ostatak pri dijeljenju s 9 daje potencija 7%V, dovoljno
je odrediti koji ostatak daje eksponent N pri dijeljenju s 3.

Eksponent N je u naSem slucaju i sam potencija 55552222, Zelimo odrediti njen ostatak pri dijeljenju
s 3. Proceduru sada znamo: pojednostavimo bazu, promatramo period njenih potencija i odredimo
ostatak pri dijeljenju ekponenta s tim periodom. Vrijedi 5555 = 2 (mod 3) te

2°=1=1 (mod 3)
21 =2=2 (mod 3)
22=4=1 (mod 3),

dakle period je u ovom slucaju 2. Kako je 2222 =0 (mod 2), konaéno dobivamo:

N = 55552222 = 22222 (;0d 3) = 2° (mod 3) =1 (mod 3).

Dobili smo M =7 (mod 9) i N =1 (mod 3), gdje promatramo N mod 3 jer je period ponavljanja
ostataka pri dijeljenju s 9 za potenciju s bazom 7 upravo jednak 3. Konac¢no dobijemo:

MY =7! (mod 9) =7 (mod 9).
Trazeni ostatak je dakle jednak 7.

Zadatak J-1.6. [60 bodova]

U trokut ABC upisan je polukrug &ji promjer lezi na stranici AB i koji dira stranice BCiCA
u tockama D i E redom. Neka je F' noziSte okomice iz toéke C na AB. Ako je <ECF = 21° i
<FCD = 33°, koliko iznose <F EC i <CDF?

Rjesenje.
Rjesenje ovog zadatka ¢e nas uvijeriti koliko ,moéan” moze biti teorem o obodnim kutevima nad istom

tetivom kruznice. Prisjetimo se da su svi obodni kutevi nad istom tetivom kruznice medusobno jednaki.
Glavna ideja ovog zadatka je smjestiti zadane tocke na jednu kruznicu i sustavno koristiti ovaj teorem.

Najvazniji korak u ovom smjeru je uvodenje srediSta polukruga S. Kako promjer kruga lezi na stranici
AB, jasno je da se S nalazi na AB. Stranice BC i CA leZe na tangentama na zadani polukrug (jer ga
diraju u po jednoj tocki), pa znamo da je SD L BC i SE 1 CA, jer duZina koja spaja sredise kruga
i diraliste s tangentom je okomita na tangentu.

Nadalje, znamo i da je SF L FC. Sada po obratu Talesovog poucka o obodnom kutu nad promjerom
kruznice mozemo zakljuciti da tocke D, E i F sve leze na kruznici ¢iji je promjer duzina SC. Dakle,
pokazali smo da 5 tocaka C, D, E, F' i S sve leze na istoj kruznici.

Sada u igru dolaze obodni kutovi. Zelimo izmjeriti veli¢inu kutova <FEC i <CDF . Primijetimo da su
oni obodni kutovi tetive F'C' s razli¢itih strana, pa vrijedi <F EC + <CDF = 180°. Stoga je dovoljno
odrediti jedan od njih, pa se koncentriramo samo na <CDF'.



21°| 33°

Vidimo da je <CDF = <CDS — <FDS = 90° — <F'DS. Kut <F DS moZemo dobiti kao <EDS —
<EDF. Kut <EDF je obodni kut nad tetivom EF, pa je jednak <ECF = 21°.

Preostaje odrediti <EDS. Njega ¢emo izracunati iz jednakokra¢nog trokuta ESD (prisjetimo se da
je S srediSte polukruga, pa vrijedi |SD| = |SE|). Kut <DSE je obodni kut nad tetivom DFE i to s

druge strane od obodnog kuta <ECD. Stoga vrijedi <DSE = 180° — (21° 4+ 33°) = 126°. Kut <EDS
180° — <DSE _ 180° —126° o7

2 2
Sve skupa, dobijamo:

<CDF = 90° — <FDS = 90° — (<EDS — <EDF) = 90° — (27° — 21°) = 84°.
Kut <FEC iznosi 180° — 84° = 96°.

onda iznosi

Zadatak J-1.7. [70 bodova]

Mali medo ima 24 male kutije oznacene brojevima od 1 do 24, jednu veliku kutiju i neogranicenu
koli¢inu loptica na raspolaganju. Na pocetku igre medo uzima neku koli¢inu loptica i razmjesta ih po
volji u neke od malih kutija (moZe i u sve). Velika kutija je na pocetku igre prazna. Tokom igre, medo
ponavlja sljedeéi potez, dok god moze:

¢ odabire neku od malih kutija u kojoj je trenutni broj loptica jednak oznaci te kutije, uzima sve
loptice iz te kutije i stavlja po jednu u svaku od malih kutija oznacenih brojevima 1, 2, ..., k—1,
gdje je k oznaka odabrane kutije, a preostalu lopticu ubaci u veliku kutiju.

Igra zavrsava kada medo viSe ne moze napraviti potez. Kazemo da je medo pobijedio ako su na kraju
igre sve male kutije prazne. Odredi najveéi moguéi broj loptica u velikoj kutiji nakon igre u kojoj je
medo pobijedio.

Rjesenje.

Tvrdimo da je najveéi moguéi broj kuglica jednak 209. Kako bismo dokazali da je upravo ovo trazeni



najveci broj, obavezno moramo dokazati dvije tvrdnje: da se ovaj broj kuglica doista moze postiéi
(donja ograda), tj. da postoji igra u kojoj medo pobjeduje s ovim brojem kuglica u velikoj kutiji na
kraju te da nije moguce bolje od ovoga (gornja ograda), tj. da sigurno ne postoji igra u kojoj medo
pobjeduje s ve¢im brojem kuglica u velikoj kutiji na kraju od ovoga broja.

Pokazimo najprije da medo ne moze pobijediti s vise od 209 kuglica u velikoj kutiji. Za malu kutiju
kazemo da smo je ispraznili ako smo na tu kutiju primijenili jedan potez igre. Iz pravila igre znamo
da ée broj kuglica u velikoj kutiji odgovarati ukupnom broju praZnjenja svih kutija (jer se prilikom
svakog praznjenja tocno jedna kuglica ubaci u veliku kutiju i to je jedini nacin da kuglice dodu u
veliku kutiju). Nadalje, uo¢imo da kada jednom ispraznimo kutiju na poziciji n nju moZemo jedino
napuniti praznjenjem kutija na pozicijama veéim od n. Posebno, ako se kutije od n + 1 do 24 vise ne
mogu isprazniti ili su prazne te medo u nekom trenutku isprazni kutiju na poziciji n, tada ju u ostatku
igre moze zanemariti jer je vise nikada nece modéi napuniti s lopticama. Uocimo jo$ da u pobjednickoj
igri u nikojem trenutku bilo koja kutija ne smije imati viSe kuglica od njene oznake jer je u suprotnom
nikada ne bi mogli isprazniti.

Primijenimo gornje zakljucke na kutije iz igre, krenuvsi od posljednje koja ne ovisi o nijednoj drugoj.
Kutiju na poziciji 24 ¢e medo modéi isprazniti samo jednom. Nakon toga imamo da ¢e se kutija na
poziciji 23 napuniti najviSe jednom lopticom, dakle ukupan broj loptica koji ¢e se tokom pobjednicke
igre nad¢i u toj kutiji je najvise 23 4+ 1 = 24, tj. kutija na poziciji 23 ¢e se isto prazniti najvise jednom.
Analogno zakljucujemo za kutije na pozicijama 22, ..., 14 i 13. Za kutiju na poziciji 12 znamo da ée
na pocetku sadrzavati najviSe 12 loptica, Sto znaci da ée ona tijekom igre imati najvise 12 4+ 12 = 24
loptice, odnosno da nju moZemo isprazniti najvise 2 puta.

Analognim zakljucivanjem dalje redom dobivamo: kutija na poziciji 11 se prazni najvise 2 puta, kutija
na poziciji 10 se prazniti najvise 2 puta, kutija na poziciji 9 se prazni najvise 3 puta, kutija na poziciji
8 se prazni najvise 3 puta, kutija na poziciji 7 se prazni najvise 4 puta, kutija na poziciji 6 se prazni
najviSe 5 puta, kutija na poziciji 5 se prazni najvise 7 puta, kutija na poziciji 4 se prazni najvise 11
puta, kutija na poziciji 3 se prazni najvise 18 puta, kutija na poziciji 2 se prazni najvise 35 puta i
kutija na poziciji 1 se prazni najvise 105 puta.

Prema tome ukupan broj svih praznjenja malih kutija je najvise

12-1+3-2+2-3+4+5+7+11+ 18+ 35+ 105 = 209.

Pokazimo sada da doista moZemo posti¢i ukupno 209 kuglica u velikoj kutiji kod pobjednicke igre.
Na pocetku stavimo: 24 kuglice u kutiju na poziciji 24, 22 kuglice u kutiju na poziciji 23, 20 kuglice
u kutiju na poziciji 22, ..., 4 kuglice u kutiju na poziciji 14 i 2 kuglice u kutiju na poziciji 13. Zatim
12 kuglice u kutiju na poziciji 12, 8 kuglice u kutiju na poziciji 1, 4 kuglice u kutiju na poziciji 10, 9
kuglice u kutiju na poziciji 9, 3 kuglice u kutiju na poziciji 8, 4 kuglice u kutiju na poziciji 7, 2 kuglice
u kutiju na poziciji 6, 2 kuglice u kutiju na poziciji 5, 4 kuglice u kutiju na poziciji 4, 3 kuglice u
kutiju na poziciji 3, 1 kuglice u kutiju na poziciji 2 i 1 kuglice u kutiju na poziciji 1.

Da bi medo pobijedio u igri s gornjim rasporedom loptica u svakom potezu mora pronaéi najmanju
poziciju kutije koju je mogude isprazniti i zatim tu kutiju isprazniti. Takvim redoslijedom praZnjenja
siguran je da ée sve kutije isprazniti najve¢i mogudéi broj puta, jer praznjenjem kutija s veéih pozicija
bi prepunio kutiju na manjoj poziciji koja je takoder spremna za praznjenje.
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Zadatak S-1.1. [10 bodova

Leda prehoda odredeni put po ravnoj stazi i vrati se natrag (istim putem) autobusom za ukupno 3
sata i 45 minuta. Ako isti put prijede vozeéi bicikl, a natrag ponovno autobusom, treba joj ukupno 2
sata i 15 minuta.

Ako znamo da Leda vozi bicikl dvostruko brZe nego Sto hoda, koliko bi joj ukupno vremena, trebalo
da prijede isti put (u oba smjera) vozeéi bicikl cijelim putem?

Prvo rjesenje.

Kako Leda u prva dva ,izleta” u povratku uvijek putuje autobusom, razlika u vremenima izmedu
duZeg i kraceg izleta stvori se samo u prvom dijelu puta. Dakle, 1 sat i 30 minuta joj treba duze dok
ide pjeske nego dok ide biciklom, u jednom smjeru.

S druge strane, znamo da je vrijeme koje joj treba da prede put pjeske to¢no dvostruko veée od
vremena koje joj treba da isti put prijede biciklom, jer je poznato da je biciklom dvostruko brza.
Stoga joj biciklom u jednom smjeru treba upravo 1 sat i 30 minuta. Za oba smjera vozeéi bicikl joj
onda treba ukupno 3 sata.

Drugo rjesenje.
Oznacimo s tp, tg i t4 redom vremena koja Ledi trebaju da prijede put u jednom smjeru pjeske,
biciklom, odnosno autobusom. Iz uvjeta zadatka znamo da vrijedi:
tp+t4a =2h 45min = 165 min
tg+ta =1h 15min = 75 min
tp = 2tp
Oduzimanjem prve dvije jednadzbe dobivamo tp — tg = 90min. Sada uvrstavanjem tp iz treée jed-

nadzbe direktno dobijamo tp = 90min. Zakljucujemo da Ledi u dva smjera biciklom treba 2tg =
180 min, dakle 3 sata.

Zadatak S-1.2. [20 bodova|

Neka je M = 5555444 i N = 55552222, Odredi ostatak pri dijeljenju broja M* s 9.

Rjesenje.

Zadani brojevi su oCito preveliki za direktno ra¢unanje ostataka. Stoga ¢emo trebati koristiti matema-

ticki alat koji nam olaksava racunanje s ostatcima pri dijeljenju. Taj alat se zove modularna aritmetika
i detaljno je pojasnjen kroz edukativno rjesenje za one koji se jos nisu susreli s njim.

Najprije primijetimo da umjesto direktnog potenciranja broja M na N-tu potenciju moZemo poten-
cirati njegov ostatak pri dijeljenju s 9. Stoga najprije odredujemo koji ostatak daje M = 5555444 pri
dijeljenju s 9. Ponovno moZzemo primijeniti isti argument da zaklju¢imo da prvo treba odrediti koliki
ostatak daje 5555 pri dijeljenju s 9. Dijeljenjem dobijemo da je taj ostatak jednak 2.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=488

Iduéi zadatak je odrediti ostatak pri dijeljenju s 9 za broj 24444, Potencije broja 2 pri dijeljenju s 9
periodicki daju ostatke 1, 2, 4, 8, 7i 5. Stoga éemo dobiti da 2444* daje isti ostatak pri dijeljenju s 9
kao i 24, jer je 4 ostatak pri dijeljenju sa 6 (= duljina perioda) broja 4444. Dakle, ostatak pri dijeljenju
broja 24444, a time i M = 5555444, pri dijeljenju s 9 je 7.

Sada trebamo odrediti ostatak pri dijeljenju s 9 potencije 7VV. Stoga promatramo periodiéne ostatke
koje potencije broja 7 daju pri dijeljenju s 9; dobijemo da su to 1, 7 i 4. Stoga trebamo odrediti ostatak
broja N pri dijeljenju s 3, sto ¢e nam reéi kojoj potenciji broja 7 je taj ostatak jednak.

N je potencija 5555%444 te vrijedi da je ostatak pri dijeljenju baze 5555 s 3 jednak 2, pa moZemo
promatrati potenciju 24444, Potencije broja 2 pri dijeljenju s 3 periodi¢no daju ostatke 1 i 2, $to znadi
da je ostatak kojeg daje potencija 24444, a time i N = 55554444 jednak 1.

Vratimo se sada na 7. Kako N daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, ova potencija ée dati ostatak 7 pri
dijeljenju s 9. Time smo stigli do kraja izracuna.

Edukativno rjesenje.

Pocinjemo od osnovnih zapazanja koja ¢e nam u konacnici omoguditi rjeSavanje danog problema.
,Usput” ¢emo se upoznati s ve¢ spomenutim matematickim alatom, modularnom aritmetikom.

Prva Cinjenica koja ¢e nam trebati je sljedeca: ostatak pri dijeljenju s 9 umnoska neka dva broja jednak
je umnosku ostataka tih brojeva pri dijeljenju s 9. Doista, neka su ti brojevi @ i b te neka su p i ¢
redom ostatci koji oni daju pri dijeljenju s 9. To znaci da vrijedi a = 9k +p i b = 9¢ + ¢, za neke
prirodne brojeve k i £ (to su koli¢nici dijeljenja s 9 brojeva a i b, no oni nam nisu zanimljivi ovdje).
Pomnozimo sada ove brojeve:

a-b= (9 + p)(9¢ + q) = 81kl + 9(kq + p¢) + pg.

Vidimo da su prva dva pribrojnika u zadnjem raspisu uvijek djeljiva s 9. Stoga je ostatak pri dijeljenju
umnoska ab s 9 isti kao i ostatak kojeg daje umnozak pq.

Naglasimo da isti rezultat vrijedi i za zbroj dva broja (dokaZe se na potpuno analogan nadin). Takoder,
uoc¢imo da ove Cinjenice vrijede neovisno o broju s kojim dijelimo.

Primijetimo sada da, kako je potenciranje niSta drugo doli uzastopno mnozenje broja sa samim sobom,
umjesto broja kojeg potenciramo i onda promatramo ostatak pri dijeljenju s 9, mozemo odmah racunati
s ostatkom kojeg on daje pri dijeljenju s 9. To nam omoguéuje da drasti¢no smanjimo brojeve koje
potenciramo.

Sve §to smo do sada opisali poznato je u matematici pod imenom modularna aritmetika. Kako nam
ova tehnika pomaze kod rjeSavanja mnogih zadataka iz teorije brojeva, upoznajmo se malo s njom i
uvedimo standarne oznake koje ¢e nam pomodéi u lakSem zapisivanju rjeSenja. Neka je ostatak koji
neki prirodni broj a daje pri dijeljenju s 9 jednak p, kao i prije. Krace ¢emo ovo zapisivati kao:

a =p (mod 9) (¢ita se ,,a je kongruentno p modulo 9”).

Primjerice, vrijedi 2024 = 8 (mod 9).

Iz onoga $to smo do sada dokazali, vidimo daza a = p (mod D)ib =g (mod D), gdje je D proizvoljan
prirodni broj s kojim dijelimo (u nasem slucaju je D = 9, ali piSemo opéenito), vrijede sljedeée tvrdnje:

a+b=p+q (mod D)
a-b=p-q (mod D)
a” =p" (mod D).
Okrenimo se sada s ovim alatom naSem problemu. Krajnji cilj nam je odrediti ostatak pri dijeljenju

broja MY s 9. Iz onoga §to smo do sada zakljuéili, znamo da umjesto M moZemo potencirati njegov
ostatak pri dijeljenju s 9. Dakle, odredimo najprije ostatak pri dijeljenju broja M = 55554444 5 9.



MozZemo ponovno primijeniti isto razmisljanje i zakljuciti da umjesto baze 5555 mozemo potencirati
ostatak ovog broja pri dijeljenju s 9. Dakle, odredujemo ostatak pri dijeljenju broja 5555 s 9. Ovo
mozemo uciniti ,pjeske” pisanim dijeljenjem, ali i ovdje nam posao moze skratiti modularna arit-
metika. Prisjetimo se da djeljivost s 9 nekog broja mozemo odrediti zbrajajuéi njegove znamenke i
promatranjem djeljivosti dobivenog zbroja s 9. Vrijedi i jaca tvrdnja od ovoga: ostatak pri dijeljenju
bilo kojeg broja s 9 upravo je jednak ostatku kojeg pri dijeljenju s 9 daje zbroj znamenki ovog broja.

Dokazimo i ovu tvrdnju koriste¢i modularnu aritmetiku. Neka je promatrani broj zapisan u dekadskom
zapisu kao z,z,—1 - - - 222120, gdje su svi zg, 21, 22, ..., 2n—1 i1 2, znamenke. Kljuéno je primjetiti da
vrijedi 10 =1 (mod 9). Zbog pravila o modularnom potenciranju, dobijemo i da vrijedi 10° = 1¢ =
(mod 9), za bilo koji eksponent e. Sada raspisom broja u dekadskom sustavu i primjenom prethodnih
pravila o modularnom racunanju direktno dobivamo:

ZnZn_1- 222120 = 2n - 10" + 251 - 10" 4 - - 4+ 25 - 102 + 21 - 10 + 20
Znl4+2zp—1-14--4+20-14+21-1+2 (mod9)
=Zn+am1+--+2+2+2 (mod9).

Dakle, umjesto direktnog dijeljenja broja s 9, mozemo gledati ostatak koji zbroj njegovih znamenki
daje pri dijeljenju s 9. Za broj 5555 tako dobijemo da je ostatak pri dijeljenju s 9 jednak 2.

Dokazali smo da vrijedi 55554444 = 24444 (mod 9). Dakle, treba odrediti ostatak pri dijeljenju broja
24444 pri dijeljenju s 9. Za ovo, koristimo novi ,,trik”. Promotrimo prvih par potencija broja 2 i ostatke
koje daju pri dijeljenju s 9:

21 =2=2 (mod 9)
22=4=4 (mod 9)
22=8=8 (mod 9)
2¢=16=7 (mod9)
25=32=5 (mod9)
26=64=1 (mod9)
27=128=2 (mod 9)

22 =256=4 (mod 9)
29 =512=8 (mod 9)
210 =1024=7 (mod 9)
211 = 2048 =5 (mod 9)
212 = 4096 =1 (mod 9)

Primjeéujemo da se ostatci 2, 4, 8, 7, 5 i 1 periodicki ponavljaju! Ovo ée se doista uvijek dogadati
kod potencija: naime, moze postojati samo konacno mnogo razli¢itih ostataka, a kad jednom dodemo
do nekoga na kojem smo veé bili, ostatci se pocinju periodicki ponavljati jer uvijek mnozimo dobiveni
ostatak istim brojem.

Ako dodamo i ,nulti red” 2° = 1 =1 (mod 9) u nasu listu potencija, vidimo da je period ponavljanja
ostataka jednak 6. Sada smo zakljudili sljedece: ostatci potencija broja 2 pri dijeljenju s 9 se periodicki
ponavljaju s periodom 6 i glase redom: 1, 2, 4, 8, 7 i 5. Primijetite usput da se u ovoj listi ne pojavljuju
svi moguéi ostatci pri dijeljenju s 9 (nema 0, 3 i 6). Takva opaZanja vazna su primjerice kod dokazivanja
nepostojanja rjesenja odredenih diofantskih jednadzbi; nama ovdje to nije od interesa.

Sada je vazno shvatiti da za odredivanje ostatka pri dijeljenju s 9 broja 2™ moramo odrediti ostatak
pri dijeljenju s 6 broja n. Time ¢emo znati koliko smo otisli od pocetka perioda i koji ostatak ¢emo
dobiti.



U naSem sluéaju, Zelimo izracunati 24444 (mod 9). Odredimo koliki ostatak daje 4444 pri dijeljenju s
6. Dobijemo da je to 4, jer je 4440 ocito djeljiv s 2 i 3. Dakle, zbog pokazanog svojstva periodi¢nosti
ostataka pri dijeljenju s 9 potencija broja 2, vrijedi 24444 = 24 =7 (mod 9).

Rezimirajmo §to smo do sada izracunali. Prvo smo uvidjeli da za racunanje ostatka pri dijeljenju s 9
zadanog broja M” moramo najprije odrediti ostatak pri dijeljenju s 9 za bazu potencije M. Kako je i
M sam potencija 55554444, prvo smo odredili ostatak pri dijeljenju s 9 za njegovu bazu 5555 i dobili da
je taj ostatak 2. Onda smo promatranjem periodi¢nosti ostataka pri dijeljenju s 9 za potencije broja
2 zakljudili da je ostatak pri dijeljenju s 9 potencije 2444 jednak 7. Ukratko:

M = 5555444 = 24444 (04 9) = 2* (mod 9) =7 (mod 9).

Dakle, sad smo ,rijesili” bazu potencije M. Sad nam je zadatak odrediti ostatak pri dijeljenju s 9
potencije 7VV. Koristimo isti postupak da odredimo period ponavljanja ostataka kod potencije broja 7:
7=1=1 (mod?9)
7'=7=7 (mod9)
72=49=4 (mod 9)
73 =343=1 (mod9).
Dalje ne trebamo racunati jer ve¢ sada znamo zakljuciti da je period ponavljanja ostataka u ovom

slu¢aju jednak 3. Dakle, da bismo odredili koji ostatak pri dijeljenju s 9 daje potencija 7V, dovoljno
je odrediti koji ostatak daje eksponent N pri dijeljenju s 3.

Eksponent N je u naSem slucaju i sam potencija 55552222, Zelimo odrediti njen ostatak pri dijeljenju
s 3. Proceduru sada znamo: pojednostavimo bazu, promatramo period njenih potencija i odredimo
ostatak pri dijeljenju ekponenta s tim periodom. Vrijedi 5555 = 2 (mod 3) te

20=1=1 (mod 3)
21 =2=2 (mod 3)
22=4=1 (mod 3),

dakle period je u ovom slucaju 2. Kako je 2222 =0 (mod 2), kona¢no dobivamo:

N = 55552222 = 22222 (;0d 3) = 2° (mod 3) =1 (mod 3).

Dobili smo M =7 (mod 9) i N = 1 (mod 3), gdje promatramo N mod 3 jer je period ponavljanja
ostataka pri dijeljenju s 9 za potenciju s bazom 7 upravo jednak 3. Konac¢no dobijemo:

MY =7 (mod 9) =7 (mod 9).
TrazZeni ostatak je dakle jednak 7.

Zadatak S-1.3. [30 bodova)

1 1 1
Za pozitivne realne brojeve a, bic vrijedia+b+c=11i 2 + 3 + o= 9.
1 1 1

Izracunaj + + .
2024 T 2024 T ;2024

Prvo rjesenje.

Igrajuéi se malo ,pogadanja” rjeSenja, moZemo vidjeti da ,najjednostavniji” odabir za a, b i c u
kojem su svi medusobno jednaki zadovoljava dva zadana uvjeta, jer tada iz prve jednakosti slijedi
a=b=c= %, §to uvrstavanjem u drugu doista daje toénu jednakost.

Ako pokuSamo uvrstiti neke druge vrijednosti za a, b i ¢ ne uspijevamo zadovoljiti obje jednakosti
istovremeno (primjerice ;11 + % + % =1,n04+4+2=10+#9). Mozda ¢ak i primijetimo da koje god



vrijednosti uvrstimo tako da zadovoljavaju prvu jednakost, vrijednost lijeve strane u drugoj jednakosti
bude veéa od 9.

Ovo nas moze navesti da se zapitamo vrijedi li izmedu dva izraza a+b+ci %—i— % +% neki op¢i poredak
s obzirom na veli¢inu. Odgovor na ovu slutnju je potvrdan i poznat je pod nazivom AH nejednakost.
Pojasnimo malo ovaj izraz.

Aritmeticka sredina je svima dobro poznat pojam; za tri pozitivna realna broja a, b i ¢ definirana je

kao realni broj
a+b+c

3
Harmonijska sredina je pak manje poznata; za ista tri pozitivna realna broja a, b i ¢ definira se kao
realni broj

A

3
1 1 1°
atsTe

Izmedu ove dvije sredine (koje su ustvari realni brojevi) uvijek vrijedi isti ,omjer snaga”: aritmeticka
sredina je uvijek barem toliko velika koliko i harmonijska, tj. za bilo koje a, b i ¢ uvijek vrijedi A > H.

Dodatno, znamo ¢ak i toéno odrediti kada ée vrijediti jednakost A = H: jednakost se postiZe samo
u slucaju da su svi brojevi Cije sredine promatramo medusobno jednaki, tj. ako i samo ako vrijedi
a=b=c.

Vidimo da su u nasem zadatku upravo zadani izrazi koji se pojavljuju u racunanju ove dvije sredine,

b 1
stoga ih moZemo odrediti. Aritmeticka sredina iznosi A = %ﬂ =3 dok harmonijska iznosi
3 3 1
= ——— = — = —. Uocavamo da smo upravo dobili jednakost A = H! Stoga znamo to¢no
T iRl 673

kakav je odnos izmedu polaznih brojeva a, b i ¢: mora vrijediti a = b =c.

Uvrstavanjem u prvu jednakost dobijemo veé spomenutu vrijednost a = b =c = % Veé smo provjerili
da ona zadovoljava i drugu jedankost. Sada mozemo zakljuciti da je ovo jedini slucaj u kojem su obe
jednakosti istovremeno zadovoljene. Stoga je jedina moguca vrijednost izraza ¢iju vrijednost trebamo
izraCunati jednakas:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

(12024 + b2024 + 02024 = 2024 + 2024 + 2024 = 1 1 1
(%) <%) (%) 32024 32024 32024

— 32024 + 32024 + 32024 =3. 32024 — 32025-

Drugo rjeSenje. (Credit: Mate Saric)

Zadatak se moze rijesiti i bez AH nejednakosti, spretnim koristenjem algebarskih transformacija.

1 1 1
Krenemo od druge jednakosti 2 + -+ = 9 i pomnozimo je s abc da dobijemo ab + bc + ca = 9abc.
Sada iskoristimo prvu jednakost a + b+ ¢ = 1 i pomnozimo lijevu stranu s 1 pa dobijemo:

(@ + b+ c)(ab+ bc+ ca) = Yabe
a?b + abc + ca® + ab® + b%c + abe + abe + bc? + c2a = 9abe
(ab? — 2abc + ac?®) + (a®b — 2abc + bc?) + (a’c — 2abe + b%c) = 0
a(b—c)?> +b(c—a)*+cla—b)?=0
Prisjetimo se da su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi. Takoder, kvadrati realnih brojeva su uvijek nene-
gativni. Stoga je jedina moguénost da je gornja jednakost zadovoljena u sludaju da vrijedi (a — b)? =

(b—c)? = (c—a)? = 0. Iz ovoga slijedi a = b = c. Sada kao u prvom rjesenju lako dolazimo to kona¢nog
rezultata.



Treée rjeSenje. (Credit: Filip Suskavéevié)

Kako je AG nejednakost poznatija od AH nejednakosti, pokazimo kako se zadatak moze rijesiti i samo
koriste¢i AG. Primjenjujuéi AG nejednakost direktno na brojeve a, b i ¢ i iskoristavajuéi prvu zadanu
jednakost, dobijemo:

ol

1
Primijenimo sada AG nejednakost na brojeve —,

a
dobijemo:

1
27_abc

Sve skupa, dobili smo da vrijedi 2% <abc < 2%, iz Cega zakljucujemo da mora biti abc = 2% No, tada
se u prvoj (i drugoj) AG nejednakosti postize jednakost. Znamo da to vrijedi samo ako su brojevi
Cije sredine promatramo jednaki, dakle vrijedi a = b = ¢. Konacni rezultat sada lako dobijemo kao u

prvom rjeSenju.

Zadatak S-1.4. [40 bodova)

U trokut ABC upisan je polukrug &iji promjer lezi na stranici AB i koji dira stranice BCiCA
u tockama D i F redom. Neka je F' noziSte okomice iz tocke C' na AB. Ako je <ECF = 21° i
<FCD = 33°, koliko iznose <F'EC i <CDF?

Rjesenje.
Rjesenje ovog zadatka ¢e nas uvijeriti koliko ,mocéan” moze biti teorem o obodnim kutevima nad istom

tetivom kruznice. Prisjetimo se da su svi obodni kutevi nad istom tetivom kruznice medusobno jednaki.
Glavna ideja ovog zadatka je smjestiti zadane tocke na jednu kruznicu i sustavno koristiti ovaj teorem.

Najvazniji korak u ovom smjeru je uvodenje srediSta polukruga S. Kako promjer kruga lezi na stranici
AB, jasno je da se S nalazi na AB. Stranice BC i C A leze na tangentama na zadani polukrug (jer ga
diraju u po jednoj tocki), pa znamo da je SD L BC i SE 1 CA, jer duZina koja spaja sredise kruga
i diraliste s tangentom je okomita na tangentu.

Nadalje, znamo i da je SF L FC. Sada po obratu Talesovog poucka o obodnom kutu nad promjerom
kruZnice moZemo zakljuciti da tocke D, F i F sve leZe na kruznici ¢iji je promjer duzina SC. Dakle,
pokazali smo da 5 tocaka C, D, E, F' i S sve leZe na istoj kruznici.

Sada u igru dolaze obodni kutovi. Zelimo izmjeriti veli¢inu kutova <FEC i <CDF'. Primijetimo da su
oni obodni kutovi tetive F'C' s razlic¢itih strana, pa vrijedi <F EC 4+ <CDF = 180°. Stoga je dovoljno
odrediti jedan od njih, pa se koncentriramo samo na <CDF..



21°| 33°

Vidimo da je <CDF = <CDS — <FDS = 90° — <F'DS. Kut <F DS moZemo dobiti kao <EDS —
<EDF. Kut <EDF je obodni kut nad tetivom EF, pa je jednak <ECF = 21°.

Preostaje odrediti <EDS. Njega ¢emo izracunati iz jednakokra¢nog trokuta ESD (prisjetimo se da
je S srediSte polukruga, pa vrijedi |SD| = |SE|). Kut <DSE je obodni kut nad tetivom DFE i to s

druge strane od obodnog kuta <ECD. Stoga vrijedi <DSE = 180° — (21° 4+ 33°) = 126°. Kut <EDS
180° — <DSE _ 180° —126° o7

2 2
Sve skupa, dobijamo:

<CDF = 90° — <FDS = 90° — (<EDS — <EDF) = 90° — (27° — 21°) = 84°.
Kut <FEC iznosi 180° — 84° = 96°.

onda iznosi

Zadatak S-1.5. [50 bodoval

Mali medo ima 24 male kutije oznacene brojevima od 1 do 24, jednu veliku kutiju i neogranicenu
koli¢inu loptica na raspolaganju. Na pocetku igre medo uzima neku koli¢inu loptica i razmjesta ih po
volji u neke od malih kutija (moZe i u sve). Velika kutija je na pocetku igre prazna. Tokom igre, medo
ponavlja sljedeéi potez, dok god moze:

¢ odabire neku od malih kutija u kojoj je trenutni broj loptica jednak oznaci te kutije, uzima sve
loptice iz te kutije i stavlja po jednu u svaku od malih kutija oznacenih brojevima 1, 2, ..., k—1,
gdje je k oznaka odabrane kutije, a preostalu lopticu ubaci u veliku kutiju.

Igra zavrsava kada medo viSe ne moze napraviti potez. Kazemo da je medo pobijedio ako su na kraju
igre sve male kutije prazne. Odredi najveéi moguéi broj loptica u velikoj kutiji nakon igre u kojoj je
medo pobijedio.

Rjesenje.

Tvrdimo da je najveéi moguéi broj kuglica jednak 209. Kako bismo dokazali da je upravo ovo trazeni



najveci broj, obavezno moramo dokazati dvije tvrdnje: da se ovaj broj kuglica doista moze postiéi
(donja ograda), tj. da postoji igra u kojoj medo pobjeduje s ovim brojem kuglica u velikoj kutiji na
kraju te da nije moguce bolje od ovoga (gornja ograda), tj. da sigurno ne postoji igra u kojoj medo
pobjeduje s ve¢im brojem kuglica u velikoj kutiji na kraju od ovoga broja.

Pokazimo najprije da medo ne moze pobijediti s vise od 209 kuglica u velikoj kutiji. Za malu kutiju
kazemo da smo je ispraznili ako smo na tu kutiju primijenili jedan potez igre. Iz pravila igre znamo
da ée broj kuglica u velikoj kutiji odgovarati ukupnom broju praZnjenja svih kutija (jer se prilikom
svakog praznjenja tocno jedna kuglica ubaci u veliku kutiju i to je jedini nacin da kuglice dodu u
veliku kutiju). Nadalje, uo¢imo da kada jednom ispraznimo kutiju na poziciji n nju moZemo jedino
napuniti praznjenjem kutija na pozicijama veéim od n. Posebno, ako se kutije od n + 1 do 24 vise ne
mogu isprazniti ili su prazne te medo u nekom trenutku isprazni kutiju na poziciji n, tada ju u ostatku
igre moze zanemariti jer je vise nikada nece modéi napuniti s lopticama. Uocimo jo$ da u pobjednickoj
igri u nikojem trenutku bilo koja kutija ne smije imati viSe kuglica od njene oznake jer je u suprotnom
nikada ne bi mogli isprazniti.

Primijenimo gornje zakljucke na kutije iz igre, krenuvsi od posljednje koja ne ovisi o nijednoj drugoj.
Kutiju na poziciji 24 ¢e medo modéi isprazniti samo jednom. Nakon toga imamo da ¢e se kutija na
poziciji 23 napuniti najviSe jednom lopticom, dakle ukupan broj loptica koji ¢e se tokom pobjednicke
igre nad¢i u toj kutiji je najvise 23 4+ 1 = 24, tj. kutija na poziciji 23 ¢e se isto prazniti najvise jednom.
Analogno zakljucujemo za kutije na pozicijama 22, ..., 14 i 13. Za kutiju na poziciji 12 znamo da ée
na pocetku sadrzavati najviSe 12 loptica, Sto znaci da ée ona tijekom igre imati najvise 12 4+ 12 = 24
loptice, odnosno da nju moZemo isprazniti najvise 2 puta.

Analognim zakljucivanjem dalje redom dobivamo: kutija na poziciji 11 se prazni najvise 2 puta, kutija
na poziciji 10 se prazniti najvise 2 puta, kutija na poziciji 9 se prazni najvise 3 puta, kutija na poziciji
8 se prazni najvise 3 puta, kutija na poziciji 7 se prazni najvise 4 puta, kutija na poziciji 6 se prazni
najviSe 5 puta, kutija na poziciji 5 se prazni najvise 7 puta, kutija na poziciji 4 se prazni najvise 11
puta, kutija na poziciji 3 se prazni najvise 18 puta, kutija na poziciji 2 se prazni najvise 35 puta i
kutija na poziciji 1 se prazni najvise 105 puta.

Prema tome ukupan broj svih praznjenja malih kutija je najvise

12-1+3-2+4+2-34+4+5+7+ 11418+ 35+ 105 = 209.

Pokazimo sada da doista mozemo posti¢i ukupno 209 kuglica u velikoj kutiji kod pobjednicke igre.
Na pocetku stavimo: 24 kuglice u kutiju na poziciji 24, 22 kuglice u kutiju na poziciji 23, 20 kuglice
u kutiju na poziciji 22, ..., 4 kuglice u kutiju na poziciji 14 i 2 kuglice u kutiju na poziciji 13. Zatim
12 kuglice u kutiju na poziciji 12, 8 kuglice u kutiju na poziciji 1, 4 kuglice u kutiju na poziciji 10, 9
kuglice u kutiju na poziciji 9, 3 kuglice u kutiju na poziciji 8, 4 kuglice u kutiju na poziciji 7, 2 kuglice
u kutiju na poziciji 6, 2 kuglice u kutiju na poziciji 5, 4 kuglice u kutiju na poziciji 4, 3 kuglice u
kutiju na poziciji 3, 1 kuglice u kutiju na poziciji 2 i 1 kuglice u kutiju na poziciji 1.

Da bi medo pobijedio u igri s gornjim rasporedom loptica u svakom potezu mora pronaéi najmanju
poziciju kutije koju je mogude isprazniti i zatim tu kutiju isprazniti. Takvim redoslijedom praZnjenja
siguran je da ¢ée sve kutije isprazniti najve¢i mogudéi broj puta, jer praznjenjem kutija s veéih pozicija
bi prepunio kutiju na manjoj poziciji koja je takoder spremna za praznjenje.

Zadatak S-1.6. [60 bodoval

Za tocku T u koordinatnoj ravnini kazemo da je skladna ako su joj obje koordinate cjelobrojne i ako
duzina koja spaja ishodiSte i tocku 7" ne sadrzi niti jednu drugu tocku s cjelobrojnim koordinatama.
Za prirodan broj k, ozna¢imo sa S(k) broj skladnih todaka (z, y) za koje vrijedi z2 + y? = k2.

Izra¢unaj zbroj svih vrijednosti S(d), gdje su d svi razli¢iti pozitivni djelitelji broja 2021 - 2025.
Rjesenje.

Prvo éemo pokazati da je cjelobrojna tocka (z,y) vidljiva ako i samo ako je ged(z,y) = 1. Neka je



(z,y) vidljiva i neka je £ = ka, y = kb, pri éemu je k = ged(zx,y). Tada se tocka (a,b) nalazi na
spojnici ishodista i tocke (z,y), pa (z,y) nije vidljiva, osim u slu¢aju k = 1. Neka je sada ged(z,y) =1
i neka je (a,b) na duzini koja spaja ishodiste i (z,y). Tada je § = %+ Kako je ¥ do kraja skracen i

la| < |z|, |b] < |y|, slijedi a = z i b =y pa je (z,y) vidljiva.

Neka je (z,y) vidljiva tocka za koju je z? + y? = k%. Neka p | k, pri Cemu je p = 3 (mod 4). Slijedi
2?2 = —y? (mod p). Ako p | y onda i p | = pa (z,y) nije vidljiva. U suprotnom, mozemo pomnoziti
prethodnu kongruenciju s y=2 = (y~!)?, gdje je y~! modularni inverz od y modulo p, pa imamo
z?-y? = —1 (mod p). To je kontradikcija jer —1 nije kvadratni ostatak modulo p jer je p oblika 4k +3.

Dakle, dovoljno je promatrati samo one k koji nisu djeljivi s prostim brojem oblika 4k + 3, a to su
u nasem slucaju kada promatramo djelitelje od 2021 - 2025 = 3* - 52 - 43 - 47 jedino 1,5,25. Ovo je
sada lako izracunati ruéno. Za k = 1 moguénosti su (1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1), ima ih 4. Za k =5
moguénosti su (£3, +4), (£4,£3), ima ih 8. Za k = 25 (Vldljlve) moguénosti su (£7,£24), (£24, £7),
ima ih 8. Dakle, trazena suma iznosi 20.

Zadatak S-1.7. [70 bodoval

U nekoj dalekoj drzavi banka izdaje kovanice raznih apoena (vrijednosti) iz intervala [0,1]. Odredi
najmanju pozitivhu konstantu C takvu da, neovisno o izdanim apoenima, vrijedi:

¢ bilo koji konacan skup kovanica ¢ija ukupna vrijednost ne prelazi 1000 moZze se rasporediti u 10
skupina tako da ukupna vrijednost kovanica u svakoj skupini bude najvise C.

Rjesenje.

Tvrdimo da je traZena konstanta C' = 101 — 1100011

DokaZimo najprije da za bilo koju manju vrijednost C’ postoji konac¢an skup kovanica koje ne moZzemo
rasporediti na Zeljeni naéin. Zapisimo C’ = 101 — 101a, za ﬁ < a < 1. Odaberimo proizvoljni

rE [1001 , a> Uzmimo sada neki prirodni broj n € [1001, %] (interval je dobro definiran jer vrijedi

1000 > 1001 & r > 1001) Uzmimo skup od n kovanica koje su sve indivudualne vrijednosti 1 — r.
lehova ukupna vrijednost zadovoljava n-(1—r) < % -(1—r) = 1000. No, kako god da ih rasporedili
u dane kutije, po Dirichletovom principu postojat ée kutija koja sadrzi barem 101 kovanicu (n > 1001
kovanica i 10 kutija), pa ée vrijednost kovanica u toj kutiji biti barem 101(1 — r) = 101 — 101r >
101 — 10la = C".

Ostaje pokazati da se s vrijednoséu C' = 101 — % =101 - %88(1) doista moze provesti trazena podjela

kovanica. Pocinjemo s praznim kutijama i u koracima ih punimo kovanicama s kojima raspolazemo.
Razmotrimo najprije kovanice ¢ija individualna vrijednost je veéa od 188(1) Kako je ukupna vrijednost
svih kovanica s kojima raspolazemo najvise 1000, vidimo da ovakvih kovanica imamo najvise 1000.
To znaci da sve ove kovanice moZzemo rasporediti tako da u svakoj od 10 kutija imamo najvise 100
ovakvih kovanica. Najveci iznos koji smo do sada stavili u svaku kutiju je 100 - % < 100 < C, dakle

nismo premasili nasu konstantu.

S preostalim kovanicama provodimo ,pohlepni” algoritam u kojem jednostavno uzmemo bilo koju
kovanicu i stavimo je u bilo koju kutiju u koju je smijemo staviti, tj. tako da suma vrijednosti kovanica
u kutiji ne prijede konstantu C. Pokazimo da ovim algoritmom moZemo rasporediti sve kovanice.
Pretpostavimo suprotno, tj. da za neku kovanicu ne postoji kutiju u koju je smijemo staviti. Oznac¢imo

vrijednost te kovanice s x, a trenutne vrijednosti kovanica u kutijama redom s zi, o, ..., x19. Tada
bi vrijedilo z; + x > C za sve kutije ¢ = 1,2...,10. Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo:

10

> @+ 10z > 10C.

i=1

S druge strane, znamo da vrijede sljedece nejednakosti:

< 1000

10
<007 | >z 4+ <1000,

i=1



iz kojih dobivamo:

10
1000 10100 1000
4100 <1000+ 9 09 100 20199 45101 1999 ¢
;"’ + 10z = 1000+ 9+ 70501 1001 1001

¢ime smo dosli do kontradikcije. Dakle, algoritam se doista moze provesti do kraja i sve kovanice ¢e
biti uspjesno rasporedene u kutije.



