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Zadatak J-2.1. [10 bodova]

Izracunaj veli¢inu manjega kuta izmedu satne i minutne kazaljke ure u 15 sati 33 minute i 24 sekunde.

Rjesenje.
Prisjetimo se da kutove mjerimo u stupnjevima i minutama, gdje je 1° = 60’ (jedan kutni stupanj ima

60 kutnih minuta). Odredimo najprije kolike kutove obriSu velika (minutna) i mala (satna) kazaljka
ure za jednu minutu odnosno jednu sekundu.

Velika kazaljka za jedan sat prode cijeli krug, dakle za jedan sat obrise kut od 360°. Za jednu minutu
prijede Sezdesetinu tog puta, Sto znaci da obriSe kut od % = 6°. Konacno, u jednoj sekundi prijede
Sezdeseti dio tog puta, dakle obriSe kut od % =0.1°=6".

Mala kazaljka za jedan sat prijede dvanaestinu punog kruga, sto znaci da obrise kut od % = 30°.
Za jednu minutu prijede Sezdesetinu tog puta, Sto znaéi da obriSe kut od 3(?(; = 0.5° = 30’. Konacno,

u jednoj sekundi prijede Sezdeseti dio tog puta, dakle obrise kut od ?é—% =0.5.

Vratimo se sada na naSe pitanje. U to¢no 15:00:00, mala i velika kazaljka zatvaraju pravi kut (90°) i
mala je ispred velike.

U iduée 33 minute velika kazaljka obriSe kut od 33-6° = 198°, a mala kut od 33-0.5° = 16.5° = 16°30’.
Nakon jos 24 sekunde, velika obriSe kut od 24 - 6/ = 144’ = 2°24’, a mala kut od 24 - 0.5’ = 12". Dakle,
velika kazaljka od 15:00:00 do 15:33:24 ukupno prebrise kut od 198° 4 2°24’ = 200°24/, a mala kut od
16°30" + 12" = 16°42'.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=488

Stoga je u 15:33:24 velika kazaljka ispred male i kut izmedu njih iznosi

200°24’ — (90° + 16°42) = 93°42’.

Zadatak J-2.2. [20 bodova)

Mirko ¢ita knjigu. Prvog dana procitao je petinu knjige. Drugog dana procitao je dvije sedmine ostatka
knjige. Treceg dana procitao je 23 stranice. Cetvrtog dana procitao je treéinu ostatka knjige. Petog
dana procitao je polovicu preostalog dijela knjige, a Sestog dana procitao je knjigu do kraja.

Koliko najmanje stranica moze imati Mirkova knjiga, ako znamo da je svakog dana procitao prirodan
broj stranica?

Rjesenje.

Oznacimo broj stranica knjige s n; iz uvjeta zadatka znamo da je n prirodan broj. Sada moZemo izraziti
broj stranica koje Mirko procita svakog dana preko n. Prvog dana procitao je % -m = g stranica; kako
je svakog dana procitao prirodan broj stranica, i ovo mora biti prirodan broj, stoga n mora biti djeljiv
s 5.

Znamo da je drugog dana procitao dvije sedmine ostatka knjige. Odredimo najprije koliki je taj

ostatak: od ukupnog broja stranica oduzimamo stranice procitane prvi dan, pa dobijemo n — ¥ = 4?”.

Dakle, drugog dana je procitao jos % 4?” = 3—75‘. Kako i ovaj broj mora biti prirodan, zaklju¢ujemo da je
n djeljiv s 35, jer 8 nema zajednickih faktora s 35. Nakon drugog dana preostane mu jos %” — g—g = 47"

stranica.

Treceg dana procitao je daljnje 23 stranice, pa mu je ostalo jos 47" —23 = @ stranica. Cetvrtog
dana procita jos jednu treéinu preostalih stranica, pa mu ostane jo§ dvije treéine ostatka, Sto iznosi
%-4"_7161 = 8"51332. Petog dana proéita polovicu preostalog dijela (isprike jos jednom svima na pogresci
prilikom originalnog prijepisa zadatka), pa mu ostane jo$ % . 8”51332 = 4"51161 stranica, koje procita

Sesti i zadnji dan.

Svi navedeni razlomci moraju biti prirodni brojevi. Stoga zaklju¢ujemo da n mora biti djeljiv s 35 te
da 4n — 161 mora biti djeljiv s 21. Takoder, mora vrijediti i 4n — 161 > 0, tj. n > 40. Provjerom prvih
nekoliko visekratnika broja 35 (35, 70, 105, 140, . ..) dobijemo da je 140 najmanji broj koji zadovoljava
sve uvjete. Stoga je najmanji moguéi broj stranica Mirkove knjige solidnih 140.

Zadatak J-2.3. [30 bodova]

Odredi sve trojke znamenaka a, b i ¢ (uz a,c # 0) takve da vrijedi jednakost:

abac = a - aa - c6.

Rjesenje.

S desne strane jednakosti imamo umnozak tri prirodna broja: a, aa i c6; pogledajmo mozemo li nesto
zakljuciti iz toga. Zadnji broj c6 zavrSava na znamenku 6, stoga je sigurno paran broj (broj je paran
onda i samo onda kad zavrSava na parnu znamenku). Kada u umnoSku imamo paran broj, konaéni
umnozak mora takoder biti paran. Stoga je broj s desne strane jednakosti paran, pa takav mora biti i
broj abac s lijeve strane. Njegova zadnja znamenka je ¢, pa zakljudujemo da ¢ mora biti paran. Kako
zbog uvjeta zadatka ne moze biti 0, ostaju nam 4 moguénosti: ¢ = 2, 4, 6 ili 8.

Promotrimo najprije moguénost ¢ = 2; broj c6 je tada jednak 26. Primijetimo da vrijedi aa = 10a+a =
11a. Jednakost sada postaje:
aba2 = a-1la-26 = a® - 11 - 26.



Desna strana jednakosti sada ovisi samo o vrijednosti znamenke a. Sada bismo mogli promatrati sve
mogucnosti za a i u svakom slucaju odrediti je li jednakost zadovoljena za neki izbor znamenke b;
no, ve¢ znamo zadnju znamenku broja s lijeve strana pa si mozemo skratiti posao. Pogledajmo koliko
moze iznositi zadnja znamenka broja s desne strane. Znamo da je zadnja znamenka umnoska jednaka
zadnjoj znamenki umnoska zadnjih znamenaka (jednostavnije reéeno, zadnja znamenka umnoska ovisi
jedino o zadnjim znamenkama faktora). UvrStavamo redom moguée vrijednosti za a (radi lakSeg zapisa
koristimo modularnu aritmetiku s modulom 10, za pojasnjenje vidi Edukativno rjesenje 5. zadatka iz
proslog kola):

a’? (mod 10) | a?-11-26 (mod 10)
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Primjeéujemo da u nijednom slucaju zadnja znamenka umnoska nije 2 (primijetite usput simetriju
oko srednjeg umnoska; to nije slu¢ajno, probajte shvatiti zasto; pojasnit éemo na radionici). Stoga
jednakost nije zadovoljena ni za jedan a, pa nema rjeSenja u slucaju c = 2.

Promatrajmo sada slucaj ¢ = 4. Jednakost postaje:
abad = a® - 11 - 46.

Provedena analiza zadnje znamenke pokazuje da su jedine moguénosti za a znamenke 2, 3, 7, 8.
Uvrstavajuéi ove vrijednosti redom dobijemo umnoske 2024, 4554, 24794, 32384. Vidimo da jedino
prvi umnozak ima trazeni oblik abac, pa je jedina traZena trojka u ovom slucaju (a,b,c) = (2,0,4).

Preostaju slucajevi ¢ = 6 i ¢ = 8. Za slucaj ¢ = 8 direktno iz provedene analize zadnje znamenke
vidimo da nema rjesenja. U slucaju ¢ = 6 mogudi izbori za a su 1, 4, 6 i 9; direktnom provjerom svih
umnozaka u ovim sluéajevima dobijemo da niti jedan nije oblika abac (12 -11-66 = 726 je premalo, a
veé 42 .11 -66 = 11616 je preveliko), $to znadi da nema daljnjih rjeSenja.

Zadatak J-2.4. [40 bodova]

Koliko ima peteroznamenkastih brojeva koji sadrze blok znamenki ,,15” i djeljivi su s 157 (Primjerice,
31545 i 34155 su dva takva broja.)

Rjesenje.

Dvije znamenke peteroznamenkastog broja koji zadovoljava dane uvjete su 1 i 5; oznacimo preostale
tri s A, B i C. Kako znamenke 1 i 5 moraju tvoriti jedan blok, svi brojevi moraju biti jednog od
sljedeéih oblika:

15ABC, A15BC, AB15C ili ABC15.

Nadalje, svaki promatrani broj mora biti djeljiv s 15 = 3 - 5, dakle djeljiv je s 3 i 5. Zbog djeljivosti s
5, znamo da zadnja znamenka mora biti 0 ili 5. Stoga se prethodni oblici dalje dijele na:

15AB0, 156AB5, A15B0, A15B5, AB150, AB155 ili ABC15. (%)

Promotrimo prvi oblik 15AB0. Ovaj broj mora biti djeljiv s 3. Pravilo o djeljivosti s 3 nam tada kaze
da zbroj znamenki ovog broja 1+ 5+ A+ B+ 0 = 6 + A + B mora biti djeljiv s 3. Pribrojnik 6 je


https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2024/11/MEDO_2024_2025-Prvo-kolo-Juniori-rjesenja.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2024/11/MEDO_2024_2025-Prvo-kolo-Juniori-rjesenja.pdf

djeljiv s 3, pa takav mora biti i preostali zbroj A + B. No, ovo je isto kao da je dvoznamenkasti broj
AB djeljiv s 3, s tim da A mozZe biti i 0. Tada su svi mogudi brojevi AB jednaki:

00, 03, 06, 09, 12, ..., 96, 99.
Ovih kombinacija ima % +1=34.
Za drugi oblik 15AB5, dobijemo da zbroj 1+ 5+ A+ B+ 5 =11+ A+ B mora biti djeljiv s 3. Sada

vidimo da zbroj A + B mora davati ostatak 1 pri dijeljenju s 3, Sto je ekvivalentno tome da broj AB
daje ostatak 1. Stoga su sve moguce kombinacije za AB jednake:

01, 04, 07, 10, ..., 94, 97.
Ovih kombinacija ima 33 (jedan manje nego u prethodnom slucaju).

Kod treéeg oblika A15B0 ponovno dobijemo da broj AB mora biti djeljiv s 3, no znamenka A u ovom
sluaju ne smije biti 0, jer bismo dobili ¢etveroznamenkasti broj umjesto peteroznamenkastog. Stoga
je broj kombinacija u ovom slucaju jednak 34 — 4 = 30.

Kod éetvrtog oblika A15B5 zaklju¢ujemo analogno i dobijemo da je broj kombinacija ponovno jednak
33 — 3 = 30. Za peti oblik AB150 broj kombinacija je takoder 30, kao i za Sesti oblik AB155.

Preostaje jo$ samo izbrojati broj kombinacija znamenaka za sedmi oblik ABC15. Ovdje vidimo da
troznamenkasti broj ABC mora biti djeljiv s 3 te A # 0. Stoga su sve mogucée kombinacije:

102, 105, 108, 111, ..., 996, 999,
kojih je ukupno w + 1 = 300.
Do sada smo izbrojali ukupno
34 + 33 + 30 + 30 + 30 + 30 + 300 = 487

brojeva koji zadovoljavaju dano svojstvo. Medutim, neke od njih smo brojali viSe od jednom! Stoga
moramo otkriti koliko je takvih i oduzeti od ovog broja, jer svaki broj moramo brojati to¢no jednom.

Da bismo to ufinili, moramo vidjeti koji brojevi se mogu prikazati na dva ili vise oblika iz (*).
Poé¢nimo s brojevima oblika 154 B0: oni ne mogu biti prikazani u obliku 15AB5 (razlikuju se u zadnjoj
znamenci), u obliku A15B0 (druga znamenka), u obliku A15B5 (druga znamenka), u obliku AB155
(zadnja znamenka), niti u obliku ABC15 (zadnja znamenka). Vidimo dakle da se brojevi oblika 15480
mogu prikazati joS jedino u obliku AB150. Pitamo se koliko smo brojeva prebrojali ,,duplo”, jednom
u svakoj od ove dvije skupine — to su upravo oni koji spadaju u obje skupine. Vidimo da je to jedino
broj 15150, koji doista zadovoljava uvjete zadatka, dakle 1 broj smo brojali dva puta u ovom sluéaju.

Nastavljamo s drugim oblikom 15AB5. Brojevi ovog oblika mogu biti i oblika AB155 te oblika ABC15.
Prve dvije navedene skupine imaju samo 15155 kao zajednicki broj, no on nije djeljiv s 3, pa ga nismo
ni brojali. Brojevi koji istovremeno spadaju u skupinu oblika 15AB5 i ABC15 su 15015, 15315, 15615
i 15915, sto su 4 broja u ovom slucaju.

Brojevi oblika A15B0 ne mogu biti niti jednog od drugih oblika. Brojevi oblika A15B5 mogu biti
i oblika ABC15; u ovom slucaju, zajednicki brojevi su 31515, 61515 i 91515, dakle 3 broja. Brojevi
oblika AB150 ne mogu biti niti jednog sljedeceg oblika, kao ni brojevi oblika AB155.

Konacno, mozemo izrac¢unati trazeni broj, oduzimajuéi broj duplo prebrojanih kombinacija:

487 —1—4—3 =479.

Zadatak J-2.5. [50 bodova]

Neka, je M poloviste stranice BC trokuta ABC. Ako je <AMB = 45° i <ACM = 30°, koliko iznosi
<BAM?

Rjesenje.



Sa slike vidimo da nam u ovoj geometrijskoj konfiguraciji nije dano mnogo podataka. Stoga ¢emo
morati ponovno docrtavati objekte kako bismo odredili trazenu veli¢inu kuta. Razmislimo kako to
mozemo uciniti. Jedino $to nam je poznato je postojanje kutova velicine 30° i 45°. Ovi kutovi nas
mogu podsjetiti na dva poznata trokuta: polovina jednakostrani¢nog trokuta (s kutovima od 30°, 60°
i pravim kutom) te jednakokra¢ni pravokutni trokut (s dva kuta od 45° i pravim kutom). U svakom
slucaju, potaknuti smo da trazimo kako uvesti pravi kut u nasu sliku, jer bismo na taj nacin mogli
stvoriti jedan od navedenih trokuta.

Povlagenje okomice iz to¢ke B na tezisnicu AM kako bismo dobili jednakokraéni pravokutni trokut
je jedan mogudi nacin, ali ne ¢ini se obecavajué. Stoga kreéemo drugim putem, mozda i prirodnijim,
i povla¢imo okomicu iz tocke B na stranicu AC, tj. visinu trokuta ABC iz vrha B: time dobivamo
polovinu jednakostrani¢nog trokuta BC D, gdje je D noziste visine iz tocke B.

Kako je trokut BCD polovina jednakostraniénog trokuta, znamo da je stranica BD upola kraéa od
stranice BC. No, tada vrijedi |BD| = |BM|, jer je BM upravo polovica stranice BC. To nas potice
da docrtamo i duzinu DM, jer time dobivamo jednakostrani¢ni trokut BM D (kao jednakokraéni s
jednim kutem od 60°).




Sada konaéno mozemo krenuti s odredivanjem kutova. Zanima nas veli¢ina kuta <BAM. Njega mo-
zemo dobiti kao razliku kutova <BAD i <M AD. Kut <M AD = <M AC lagano odredimo iz trokuta
AMC': vanjski kut kod vrha M iznosi 45°, pa vrijedi <M AC + <ACM = 45°, pa zbog <ACM = 30°
dobijemo <M AC = 15°.

Primijetimo sada da je trokut AM D jednakokracan: vrijedi <M AD = <DM A, jer zbog <DM B = 60°
dobijemo <DMA = <DMB — <AMB = 60° — 45° = 15°. Stoga vrijedi |AD| = |DM| = |BD|, pa
je i trokut ABD jednakokracan. Kako je <ADB pravi kut, odmah dobijemo <BAD = 45°. Stoga
kona¢no mozemo dobiti veli¢inu trazenog kuta <BAM = <BAD — <M AD = 45° — 15° = 30°.

Zadatak J-2.6. [60 bodova)

n
Odredi sve prirodne brojeve n za koje za koje se razlomak in I 3 moze skratiti prirodnim brojem

veéim od 1.

Prvo rjesenje.

Ako se dani razlomak moze skratiti prirodnim brojem veéim od 1, nazovimo ga k, tada postoje prirodni
brojevi a i b takvi da vrijedi ™n + 1 = ka i 4n 4+ 3 = kb. Promotrimo sada razliku ovih brojeva:

(Tn+1)— (4n+3)=3n—2=ka— kb= Fk(a—Db).

Sada vidimo da vrijedi k | 3n —2. Opéenito ¢e vrijediti da ako k | zi k | y, tada ik | (x —y). Nastavimo
stoga dalje s postupkom. Oduzimanjem 3n — 2 od izraza 4n + 3 dobijemo da k dijeli i n + 5. Konacno,
oduzimanjem n + 5 tri puta od 3n — 2, dobijemo da k dijeli i

(Bn—2)—3-(n+5)=-1T7.
Jedini pozitivni djelitelji od —17 su 1 i 17. Kako smo uzeli £ > 1, ostaje moguénost k = 17.

Sada znamo da mora vrijediti 17 | n + 5, Sto znadi da vrijedi n = 17m — 5, za neki prirodni broj m.
Uvrstavanjem u pocetne jednakosti dobijemo da vrijedi:

7-1Tm—=5)+1=7-1Tm —-34=17- (Tm — 2)

4-(1Tm—-5)+3=4-1Tm —17=17- (4m — 1),
1

4Z i 3 za bilo koji n = 17m — 5, gdje je m proizvoljan

prirodni broj. Kako je ovo jedina moguénost, ovo su svi brojevi koji zadovoljavaju trazeno svojstvo.

dakle, 17 doista skracuje pocetni razlomak



Drugo rjesenje.

Promatramo najveéi zajednicki djelitelj brojnika i nazivnika D := NZD(7n + 1,4n + 3). U zadatku se
zapravo trazi da odredimo sve n za koje vrijedi D > 1, jer se tada dani razlomak moze skratiti s D.

Euklidov algoritam za odredivanje najveteg zajednickog djelitelja provodimo uzastopno koristeéi jed-
nakost NZD(a,b) = NZD(a — b,b), gdje su a i b proizvoljni prirodni brojevi (nije vazan redoslijed
brojeva, jer vrijedi NZD(a,b) = NZD(b,a)). Primjenjujuéi to na nase brojeve, dobijamo:

NZD(Tn + 1,4n + 3) = NZD(3n — 2,4n + 3) = NZD(3n — 2,n + 5)

=NZD(2n — 7,n+5) = NZD(n — 12,n + 5) = NZD(-17,n + 5).

Dobili smo da D dijeli —17, pa mora biti D = 1ili D = 17; trazimo D > 1, pa ostaje jedino moguénost
D = 17. Sada analogno kao u prvom rjesenju dobijemo da n moze biti bilo koji prirodni broj oblika
17m — 5.

Zadatak J-2.7. [70 bodova]

Neka su a, b, c i d pozitivni realni brojevi koji zadovoljavaju sljede¢i sustav jednadzbi:

( aQ-I-l—l
22
4
2 —
b+§—8
16
2 —
C+$ 2
4
d? + — =32
\ a

Odredi vrijednost umnoska abcd.

Prvo rjesenje.

MnoZenjem svih jednadzbi dobijemo

1 4 16 4
2 2 2 2 _ 98

Po AG nejednakosti vrijedi a® + b% > 2-¢, gdje se jednakost postiZe ako i samo ako je a = % Analogno
2

vrijedi i b% + C% >4- ’E’ (jednakost ako i samo ako b = 2), ¢ + Cng > 8- ¢ (jednakost ako i samo ako

c=%)id?+ ai; > 4-¢ (jednakost ako i samo ako d = 2). MnoZenjem navedenih nejednakosti dobijemo

1 4 16 4 a b c d
24 - 24 = 24 21 ) s9.2.4.2.8.2.4.2_98
(“+b2><b+c2)<c+d2)<d+a2)/2 p bty

Usporedbom s prethodno dobivenom jednakosti, vidimo da se u ovoj nejednakosti zapravo postize

jednakost. To je moguce jedino ako se jednakost postiZze u svim navedenim nejednakostima, dakle
2 16

mora vrijediti a = %, b= %, c= % i d = 7. MnozZenjem svih ovih jednakosti dobijamo abed = 3,

odakle je (abcd)? = 16. Kako su svi a, b, c i d pozitivni, zaklju¢ujemo da vrijedi abcd = 4.

Drugo rjesenje.

Uvodenjem supstitucija a = g, b= 2y, c =z id = 4t, polazni sustav postaje:

(o2 L1
4 42 2

4
4y2 + ? =8

16

2

=2

+ 16t2

4-4

16t + —5 =32




MnozZenjem prve jednadzbe s 4, druge s % i Cetvrte s 1—16 dobivamo ekvivalentni sustav:

( x2+%=2,
y2+z—12=2,
z2+t12=2,

\ t2+$=2

Sada zbrajanjem svih jednadzbi dobijemo

1

1 1 1
2 2 2 2

.’IJ+P+y +;+Z +t_2+t+
Za svaki pozitivni realni broj u po AG nejednakosti vrijedi u + + > 2, uz jednakost ako i samo ako je
u = 1. Zbrajanjem nejednakosti z2 + ;lg > 2, 4%+ y% >2, 22+ 2221 2+ Flz > 2 dobijamo

1 1 1 1
2 2 2 2

.’E+F+y —I-;—I-Z +§+t +t—228.
No, znamo da se u ovoj nejednakosti zapravo postize jednakost. Stoga se u svim navedenim nejedna-
kostima takoder postiZze jednakost, tj. vrijedi 2 = y? = 22 = t? = 1. Kako su svi brojevi pozitivni,
mora biti x = y = z =t = 1. Kona¢no izra¢unamo abcd = 5 - 2y - z - 4t = 4xyzt = 4.
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Zadatak S-2.1. [10 bodoval

Mirko ¢ita knjigu. Prvog dana procitao je petinu knjige. Drugog dana procitao je dvije sedmine ostatka
knjige. Treéeg dana procitao je 23 stranice. Cetvrtog dana procitao je treéinu ostatka knjige. Petog
dana procitao je polovicu preostalog dijela knjige, a Sestog dana procitao je knjigu do kraja.

Koliko najmanje stranica moze imati Mirkova knjiga, ako znamo da je svakog dana procitao prirodan
broj stranica?

Rjesenje.

Oznacimo broj stranica knjige s n; iz uvjeta zadatka znamo da je n prirodan broj. Sada mozemo izraziti
broj stranica koje Mirko procita svakog dana preko n. Prvog dana procitao je % -m = ¢ stranica; kako
je svakog dana procitao prirodan broj stranica, i ovo mora biti prirodan broj, stoga n mora biti djeljiv
s 5.

Znamo da je drugog dana procitao dvije sedmine ostatka knjige. Odredimo najprije koliki je taj

ostatak: od ukupnog broja stranica oduzimamo stranice procitane prvi dan, pa dobijemo n — ¢ = dn

5
Dakle, drugog dana je procitao jos % 4?” = %. Kako i ovaj broj mora biti prirodan, zaklju¢ujemo da je
n djeljiv s 35, jer 8 nema zajednickih faktora s 35. Nakon drugog dana preostane mu jos %” — g—g =4

7
stranica.

Treteg dana procitao je daljnje 23 stranice, pa mu je ostalo jos 47" —23 = 4”_% stranica. Cetvrtog

dana procita jos jednu treéinu preostalih stranica, pa mu ostane jo§ dvije treéine ostatka, Sto iznosi
%-4"_7161 = 8";1332. Petog dana prodita polovicu preostalog dijela (isprike jos jednom svima na pogresci
prilikom originalnog prijepisa zadatka), pa mu ostane jo$ % . 8";1332 = 4"51161 stranica, koje procita

Sesti i zadnji dan.

Svi navedeni razlomci moraju biti prirodni brojevi. Stoga zaklju¢ujemo da n mora biti djeljiv s 35 te
da 4n — 161 mora biti djeljiv s 21. Takoder, mora vrijediti i 4n — 161 > 0, tj. n > 40. Provjerom prvih
nekoliko visekratnika broja 35 (35, 70, 105, 140, . ..) dobijemo da je 140 najmanji broj koji zadovoljava
sve uvjete. Stoga je najmanji moguéi broj stranica Mirkove knjige solidnih 140.

Zadatak S-2.2. [20 bodova)

Odredi sve trojke znamenaka a, b i ¢ (uz a,c # 0) takve da vrijedi jednakost:

abac = a - aa - 6.

Prvo rjesenje.

S desne strane jednakosti imamo umnozak tri prirodna broja: a, aa i c6; pogledajmo moZemo li nesto
zakljuciti iz toga. Zadnji broj c6 zavrSava na znamenku 6, stoga je sigurno paran broj (broj je paran
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onda i samo onda kad zavrSava na parnu znamenku). Kada u umnosku imamo paran broj, konaé¢ni
umnozak mora takoder biti paran. Stoga je broj s desne strane jednakosti paran, pa takav mora biti i
broj abac s lijeve strane. Njegova zadnja znamenka, je ¢, pa zakljuéujemo da ¢ mora biti paran. Kako
zbog uvjeta zadatka ne moze biti 0, ostaju nam 4 moguénosti: ¢ = 2, 4, 6 ili 8.

Promotrimo najprije moguénost ¢ = 2; broj c6 je tada jednak 26. Primijetimo da vrijedi aa = 10a+a =
11a. Jednakost sada postaje:
aba2 = a-1la-26 = a® - 11 - 26.

Desna strana jednakosti sada ovisi samo o vrijednosti znamenke a. Sada bismo mogli promatrati sve
moguénosti za a i u svakom slucaju odrediti je li jednakost zadovoljena za neki izbor znamenke b;
no, ve¢ znamo zadnju znamenku broja s lijeve strana pa si moZzemo skratiti posao. Pogledajmo koliko
mozZe iznositi zadnja znamenka broja s desne strane. Znamo da je zadnja znamenka umnoska jednaka
zadnjoj znamenki umnoska zadnjih znamenaka (jednostavnije receno, zadnja znamenka umnoska ovisi
jedino o zadnjim znamenkama faktora). UvrStavamo redom moguée vrijednosti za a (radi lakSeg zapisa
koristimo modularnu aritmetiku s modulom 10, za pojasnjenje vidi Edukativno rjesenje 5. zadatka iz
proslog kola):

a®? (mod 10) | a?-11-26 (mod 10)
1

O 0N O W+
IO O O OO~
DO OO D

Primjeéujemo da u nijednom slucaju zadnja znamenka umnoska nije 2 (primijetite usput simetriju
oko srednjeg umnoska; to nije sluéajno, probajte shvatiti zasto; pojasnit éemo na radionici). Stoga
jednakost nije zadovoljena ni za jedan a, pa nema rjeSenja u slucaju ¢ = 2.

Promatrajmo sada slucaj ¢ = 4. Jednakost postaje:
abad = a® - 11 - 46.

Provedena analiza zadnje znamenke pokazuje da su jedine moguénosti za a znamenke 2, 3, 7, 8.
Uvrstavajuéi ove vrijednosti redom dobijemo umnoske 2024, 4554, 24794, 32384. Vidimo da jedino
prvi umnozak ima trazeni oblik abac, pa je jedina traZena trojka u ovom slucaju (a,b,c) = (2,0,4).

Preostaju slucajevi ¢ = 6 i ¢ = 8. Za slucaj ¢ = 8 direktno iz provedene analize zadnje znamenke
vidimo da nema rjesenja. U slucaju ¢ = 6 mogudi izbori za a su 1, 4, 6 i 9; direktnom provjerom svih
umnozaka u ovim slu¢ajevima dobijemo da niti jedan nije oblika abac (12 -11-66 = 726 je premalo, a
veé 4% - 11 - 66 = 11616 je preveliko), $to znaci da nema daljnjih rjesenja.

Drugo rjesenje.

Mod 2 kazZe da je ¢ paran kao zadnja znamenka s desne strane. Gledajmo mod 4:
2a + ¢ = 1010a + 100b+ ¢ = abac = a - @@ - c6 = 11a® - 10c + 6 = —a? - (2c +2) = —24> (mod 4),

odakle je ¢ = 2a(a + 1) mod 4, pa je nuzno 4 | c¢. Dakle, c =4 ili 8.

Ograni¢imo znamenku a. Sigurno je b < 9, 4 < ¢ < 8, pa je

1010a + 900 + 8 > 1010a + 100b + ¢ = abac = a - aa - 6 = 11a® - ¢6 > 11a? - 46.
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Dobivamo uvjet
506a% — 1010a — 908 < 0,

odakle je nuzno a < 2. Dakle, imamo 4 moguénosti za a, c: a = 1,2, ¢ = 4, 8. Provjerimo sve moguénosti
1-11-46 =506, 2-22-46 = 2024, 1-11-86 =946, 2-22-86 = 3784

te dobivamo jedino rjeSenje za a = 2,b=0,c = 4.

Zadatak S-2.3. [30 bodova)

Neka je M poloviste stranice BC trokuta ABC. Ako je <AMB = 45° i <ACM = 30°, koliko iznosi
<BAM?

Rjesenje.

Sa slike vidimo da nam u ovoj geometrijskoj konfiguraciji nije dano mnogo podataka. Stoga ¢emo
morati ponovno docrtavati objekte kako bismo odredili trazenu veli¢inu kuta. Razmislimo kako to
mozemo uciniti. Jedino $to nam je poznato je postojanje kutova veli¢ine 30° i 45°. Ovi kutovi nas
mogu podsjetiti na dva poznata trokuta: polovina jednakostrani¢nog trokuta (s kutovima od 30°, 60°
i pravim kutom) te jednakokracni pravokutni trokut (s dva kuta od 45° i pravim kutom). U svakom
slucaju, potaknuti smo da trazimo kako uvesti pravi kut u nasu sliku, jer bismo na taj nacin mogli
stvoriti jedan od navedenih trokuta.

Povlagenje okomice iz to¢ke B na tezisnicu AM kako bismo dobili jednakokra¢ni pravokutni trokut
je jedan mogudi nacin, ali ne ¢ini se obecavajué. Stoga kreéemo drugim putem, mozda i prirodnijim,
i povla¢imo okomicu iz tocke B na stranicu AC, tj. visinu trokuta ABC iz vrha B: time dobivamo
polovinu jednakostrani¢nog trokuta BCD, gdje je D noZiste visine iz tocke B.



Kako je trokut BCD polovina jednakostraniénog trokuta, znamo da je stranica BD upola kraéa od
stranice BC. No, tada vrijedi |BD| = |BM|, jer je BM upravo polovica stranice BC. To nas potice
da docrtamo i duzinu DM, jer time dobivamo jednakostrani¢ni trokut BM D (kao jednakokraéni s
jednim kutem od 60°).

Sada kona¢no mozemo krenuti s odredivanjem kutova. Zanima nas veli¢ina kuta <BAM. Njega mo-
zemo dobiti kao razliku kutova <BAD i <M AD. Kut <M AD = <M AC lagano odredimo iz trokuta
AMC' vanjski kut kod vrha M iznosi 45°, pa vrijedi <M AC 4+ <ACM = 45°, pa zbog <ACM = 30°
dobijemo <M AC = 15°.

Primijetimo sada da je trokut AM D jednakokracan: vrijedi <M AD = <DM A, jer zbog <DM B = 60°
dobijemo <DMA = <DMB — <AMB = 60° — 45° = 15°. Stoga vrijedi |AD| = |DM| = |BD|, pa
je i trokut ABD jednakokracan. Kako je <ADB pravi kut, odmah dobijemo <BAD = 45°. Stoga
kona¢no mozemo dobiti veli¢inu trazenog kuta <BAM = <BAD — <M AD = 45° — 15° = 30°.



Zadatak S-2.4. [40 bodova)
Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi takvi da je ab + bc 4+ ca = 1. Dokazi da vrijedi

1+1+1>4( a + b + c)
a b ¢~ 1+a2 1402 1+4¢2)°

Rjesenje.
Dva su kljuéna pitanja koja si trebamo postaviti kada krenemo rjesavati ovaj zadatak. Prvo je: ,kako
mozemo iskoristiti uvjet zadatka”, a drugo: ,kako se mozemo rijesiti ’jedinica’ u nazivnicima na desnoj

strani nejednakosti”. Kada malo bolje razmislimo o ovim pitanjima, moZemo vidjeti da se odgovor na
prvo nalazi u drugom, i obrnuto.

’Jedinica’ u nazivniku se rjeSavamo upravo tako da ih zamijenimo izrazima ab+ bc+ ca iz uvjeta. Time
¢emo promatranu nejednakost uciniti homogenom — $to znaci da su svi ¢lanovi izraza na obje strane
nejednakosti jednake potencije.

Zaista, svaki od razlomaka na lijevoj strani u brojniku ima izraz nulte potencije, dok je u nazivniku
izraz potencije 1. Time je potencija svakog od pribrojnika na lijevoj strani jednaka —1. S druge strane,
svaki od razlomaka na desnoj strani ima izraz potencije 1 u brojniku, dok su svi pribrojnici u nazivniku
potencije 2. Time je i potencija svakog od pribrojnika na desnoj strani jednaka —1.

Homogenost je svojstvo koje ¢esto Zelimo pokusSati postié¢i pri rjeSavanju zadataka s nejednakostima,
jer nam ono omogucava laksu i uspjesniju primjenu nekih poznatih nejednakosti, poput aritmeticko-
geometrijske (AG) nejednakosti. Ako je ovo pojam s kojim se dosad niste susreli, nesto viSe o ovoj
i nekim drugim nejednakostima mozete nauciti kroz MNM-ovo predavanje uvod u nejednakosti.

Vratimo se sada na zadatak. KoriStenjem uvjeta na spomenuti nacin i sredivanjem izraza na obje
strane, dobivamo:

L 1>4< AL B )<=>
a b c” \1+a?2 140 1+¢2
bc+ca+ab 4( n b n c )
ab—i—bc+ca—i—a2 ab+bc+ca+b2  ab+bec+ ca+ c?
4( o+ b + o )<=>
(+b) (b+a)(b+c) (c+a)(c+bd)
a(b+c)+b(c+a)—|—c(a+b)
a_bc = (a+b)(b+c)(c+a)
1 S 2(ab + bc + ca)
(a+b)(b+c)(c+a)
1 8

abe = @+ b)(b+o)(cta)
(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe.

Posljednja nejednakost do koje smo dosli je poznata nejednakost Ciju istinitost moZzemo dokazati na
viSe nacina. Navodimo dva nacina pomoéu AG nejednakosti:

(a+b)(b+c)(c+ a) > 2Vab - 2Vbc - 2v/ca = 8abe,
ili
(a+b)(b+c)(c+ a) = a’b+ ab® + b c + bc? + c?a + ca® + 2abe
> 6vVa2b - ab? - b2c - be? - c2a - ca? + 2abe
= 6abc + 2abc = 8abc.
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Zadatak S-2.5. [50 bodova)

Za prirodan broj n s P(n) ozna¢imo broj njegovih razlicitih prostih djelitelja. Odredi najveéu vrijednost
koju P(n) moze postiéi ako je n prirodan broj ¢iji dekadski zapis sadrzi najviSe dvije razli¢ite znamenke,
a ukupno najvise 6 znamenki.

Rjesenje.

Oznacimo traZenu najveéu vrijednost s M. PokuSajmo najprije ograniCiti s gornje strane vrijednost
od M. U tu svrhu, racunamo umnoske prvih nekoliko prostih brojeva:

2-3-5-7-11=2310

2.-3:5-7-11-13 = 30030

2.-3:5-7-11-13-17 = 510510
2:3-5-7-11-13-17-19 = 9699690.

Iz ovoga vidimo da je najmanji broj n za kojeg vrijedi P(n) = 8 jednak 9699690. Kako ovaj broj ima
viSe od 6 znamenki, zakljucujemo da mora vrijediti M < 7.

Odmah vidimo i da M > 6, jer dobiveni broj 30030 zadovoljava uvjete zadatka i ocigledno vrijedi
P(30030) = 6. Stoga preostaje ispitati moze li biti M = 7. Dokazat ¢emo da ovo nije mogude.

Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji prirodni broj n koji zadovoljava uvjete zadatka (ima najvise
dvije razli¢ite znamenke i ukupno najviSe 6 znamenki) za kojeg vrijedi P(n) = 7. Pretpostavimo
dodatno da je broj n najmanji s tim svojstvom. Pitamo se od kojih 7 prostih faktora se moze sastojati n.
Pokazimo najprije da on mora imati faktore 2, 3 i 5; u suprotnom, iznosio bi barem 2-3-7-11-13-17-19 =
1939938 > 10, sto je kontradikcija.

Sada zaklju¢ujemo da je n djeljiv s 10, pa mu je zadnja znamenka 0. Sada znamo jednu od moguée
dvije znamenke broja n; ozna¢imo drugu znamenku s A. Pogledajmo koje su mogudée vrijednosti za
A. DokaZimo najprije da A ne moze biti 9. Ako je A = 9, broj n se sastoji samo od znamenaka 9 i
0. Tada je djeljiv s 3 te dijeljenjem dobijemo broj koji se sastoji od znamenaka 3 i 0. No, i ovaj broj
je djeljiv s 3 te ima jednaki broj prostih faktora kao i n. Kako je novi broj manji od n, dolazimo do
kontradikcije s izborom broja n kao najmanjeg za kojeg vrijedi Zeljeno svojstvo. Analogno dokazujemo
da A ne moze biti 8, promatrajuéi djeljivost s 2.

Dakle, vrijedi A < 7. Stoga je najveéi mogudéi broj n jednak 777770. Sada mozemo dokazati da n mora
biti djeljiv i s 11, analogno kao i prije: u suprotnom, trebao bi iznositi najmanje 2-3-5-7-13-17-19 =
881790 > 777770, sto je kontradikcija.

Zbog djeljivosti s 11, zaklju¢ujemo da je broj pojavljivanja znamenke A paran. Promatrajmo sada opet
djeljivost s 3. Ako A nije djeljiv s 3, tada broj pojavljivanja znamenke A mora biti djeljiv i s 3. Kako
smo zakljucili da se A mora pojavljivati parno mnogo puta, najmanja moguénost je 6 pojavljivanja
znamenke A; medutim, tada bi broj imao barem 7 znamenaka, jer znamo da zadnja znamenka mora
biti 0. Stoga zakljuéujemo da 3 | A. Analogno kao i prije, zakljuujemo da A # 6, jer bi tada mogli
podijeliti broj n s 2 i ponovno dobiti broj s istim brojem razli¢itih prostih faktora. Stoga mora biti
A=3.

Kona¢no, to nam daje dovoljno dobru ogradu, jer sada je najveéi moguéi broj 333330, $to je manje od
umnoska prvih 7 prostih brojeva 2-3-5-7-11-13-17 = 510510, ¢ime dolazimo do zavrsne kontradikcije.

Zadatak S-2.6. [60 bodova)

Imamo 2024 bijele i 2024 crvene kartice. Na svakoj kartici napisan je prirodan broj izmedu 1 i 2024
(ukljucivo). DokaZi da je mogucée odabrati nekoliko bijelih kartica (viSe od nula, moze i sve) i nekoliko
crvenih kartica (viSe od nula, moZe i sve) tako da je zbroj svih brojeva na odabranim bijelim karticama
jednak zbroju svih brojeva na odabranim crvenim karticama.



Prvo rjesenje.

Broj koji piSe na kartici ¢emo zvati oznakom kartice; neka su to by, be, ..., bao24 za bijele kartice te c1,
C2, - . ., C2024 7 crvene kartice (bilo kojim redom). Definirajmo i sume B; := Y} _; by = b1 +bo+---+b;
te Cj = Zi:lck =ci+ca+---+cjzasvel <4,5 <2024 i dodatno By = Cp = 0.

Konstruirajmo sada 2025 x 2025 tablicu (matricu) koja u polju (¢, j) ima upisan broj B; + C;, za sve
0 < 4,7 < 2024. Dokazat ¢emo da ova tablica sadrZi dva polja s istom vrijednoséu. Tada ¢ée zadatak
biti rijeSen, zbog sljededega: neka su to polja (z,y) i (2,w), uz z < z (vidimo da nije moguée z = z);
tada vrijedi B, + Cy = B, + Cy, iz ¢ega slijedi B, — By = Cy — Cy. Zbog = < z vrijedi B, < B,
pa su obje strane pozitivne. No, tada s lijeve strane imamo upravo zbroj nekoliko oznaka na bijelim
karticama, a s desne zbroj nekoliko oznaka na crvenim karticama, Sto je trebalo pokazati.

Definirajmo skupove Sy za svaki 0 < k < 2024 kao skup svih polja tablice (,7) takvih da vrijedi
max (2024 — ¢, j) = k (na slici su skupovi polja Sp, S1 i S2 redom obojani crvenom, zelenom i plavom
bojom). Jasno je da su svi skupovi Sy, medusobno disjunktni.

0 1 2 2023 2024
0 0 C1 Co Ca023 C2024
1 B, B, + (1 B, +C; By + Copa3 B1 + C024
2 By By + Cy By + Co By + Cop23 By + Cop24
| | Baoaa + C2023 | Bao2z + Cao24
Bapes + C1 Baoas + C2023 | Bao2s + Ca024
| Bao2a + C1 Bag2a + C2023 | B2o24 + Ca024

Primijetimo sada da u svakom Sy mora postojati polje s oznakom iz intervala [Baga4, Bag2a + 2024).
Naime, u svakom Sy polje s najmanjom oznakom je (2024 — k,0) s vrijednoSéu Bagos—r < Bao24, &
polje s najveéom oznakom je (2024, k) s vrijedno$éu Bag2s + Cf, > Bag24. Uzastopne vrijednosti medu
poljima u istom Sy, se povecavaju za najvise 2024, pa zaklju¢ujemo da ¢e vrijednost nekog polja sigurno
upasti u navedeni interval.

Sada smo gotovi, jer skupova Sy ima ukupno 2025, a vrijednosti iz intervala [Bagas, B2o24a + 2024)
ima 2024, pa po Dirichletovom principu mozemo zakljuciti da ¢e postojati neka dva polja iz razli¢itih
skupova Sj, s istom vrijednoscu.

Drugo rjesenje.

Oznacimo oznake na karticama i sume kao u prvom rjeSenju. BSO pretpostavimo da vrijedi Bagog <
C2024. Definirajmo funkciju f: {1,2,...,2024} — {1,2,...,2024} tako da je f(k) najmanji indeks za
kojeg vrijedi By < Cy -

Ako se negdje postize jednakost, gotovi smo. U suprotnom, ponovno zbog ,diskretne neprekidnosti”,
vrijedi:

0 < Cyry — Br < 2023.
Stoga razlika Cyx) — By moZe poprimiti jednu od 2023 vrijednosti, za svaki 1 < k < 2024. Po
Dirichletovom principu onda zaklju¢ujemo da postoje dva indeksa k i k' za koje je ova vrijednost
jednaka, iz Cega ponovno na isti nacin slijedi traZena tvrdnja.

Zadatak S-2.7. [70 bodova)

KruZnica k dodiruje kruZnicu ¢ iznutra u tocki A. Tetiva BC kruZnice ¢ dodiruje kruZnicu k u tocki
D. Pravac AD ponovno sijece kruznicu £ u toc¢ki E. Tangente iz tocke E na kruZnicu k sijeku kruZnicu
£ u tockama F' i G. Neka su P, R i S redom srediSta upisanih kruznica trokuta BAC, BFC i BGC.
Odredi <ARP + <PSA.



Rjesenje.

Dokazimo najprije sljedeéu lemu koja vrijedi u danoj konfiguraciji.
Lema: Tocka E je poloviste luka BC bez totke A.

Dokaz leme: Promotrimo homotetiju h s centrom u tocki A koja tocku E Salje u tocku D. Neka su
B’ i C' redom sjeciSta pravaca AB i AC s kruznicom k. Iz definicije homotetije h slijedi da se pri toj
homotetiji tocka B slika u tocku B’ te tocka C u tocku C’. Nadalje, iz svojstva homotetije takoder
znamo da je pravac B’C’ paralelan s BC. Uo¢imo da je time pravac BC tangenta na opisanu kruZnicu
trokuta AB’C’ koja je paralelna sa stranicom B'C'. 1z toga slijedi da je diraliste D te tangente i
opisane kruznice zapravo poloviste luka B'C’ bez toc¢ke A. Dakle, AD je simetrala kuta <B'AC’, tj.
E je poloviste luka BC' bez tocke A.

Iz prethodne leme posebno imamo da se tocka P nalazi na pravcu AE.

Pokazimo, nadalje, da su sredista R i S redom tocke diraliSta tangenata EF i EG s kruznicom k.
Oznacimo s R’ diraliste tangente E'F i kruZnice k. Iz prethodne leme znamo da je E poloviste luka
BC bez tocke A. Iz toga slijedi da je EF' simetrala kuta <CF B pa je zato tocka R na pravcu EF'.
Kako je R srediSte upisane kruznice trokuta BFC i F poloviste luka BC' bez tocke A redom imamo

<FBC

<RBE = <«<RBC + <«CBE =
_ 4FBC  <CFB
2 2

<FRB = <RFB+ <FBR =

+ <CFE

<FBC_F<CFB
2 2

Dakle, <RBE = <ERB iz Cega slijedi |ER| = |EB|.



S druge strane, primjenom potencije tocke E na kruZnicu k dobivamo |ER/|?> = |ED| - |EA|. Takoder
vrijedi da je EB tangenta na opisanu kruznicu trokuta BAD jer je <DBE = <T = <DAB.

Primjenom potencije tocke E na opisanu kruznicu trokuta BAD slijedi |[EB|?> = |ED| - |EA|. Iz
prethodnih jednakosti imamo |ER'| = |[EB| = |ER)|. Konaéno, kako se obje tocke R i R’ nalaze na
duzini EF zakljuéujemo da mora vrijediti R = R/, tj. R je diraliste tangente EF i kruznice k. Analogno
se pokaze da je S diraliSta tangente E'G i kruznice k.

Uocimo da istim ra¢unom kao i za tocke R i S imamo |EP| = |EA| iz ¢ega slijedi da je |[EP| = |ER| =
|ES]|.

Oznacimo s O srediSte kruznice k. KoriStenjem prethodno dokazanih tvrdnji o tockama P, R i S
redom ra¢unamo:

<ARP + <PSA = (180° — <PAR — <RPA) + (180° — <SAP — <APS)
= (360° — <RPA — <APS) — («PAR + <SAP)
= <SPR — <SAR = «<FPR+ <«SPFE — <SAR

— 90° — <REP 4 90° — <PES <SOR
2 2 2
_ 180° — <1RES—;—<1SOR _ 180° — 90°

=90°.



