HrvatSkO matematl(:ko dl'uStVO Hrvatska matematicka olimpijada 7a kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
prvo kolo - subota, 28. rujna 2024.

RjeSenja zadataka za grupu A (4./5.razred)

1. Rezanje kocke
Duljina brida kocke je 9 cm. Kocku rezemo tako da svakim rezom jedan dio dijelimo na dva dijela. Koliko je

rezova potrebno da bi svi nastali dijelovi bili kocke duljine brida 1 cm?

Rezultat: 728

Rjesenje.

Svakim se rezanjem broj dijelova povecava za 1. Nakon prvog rezanja kocka e biti [TT guss
razrezana na dva dijela, nakon dva rezanja na tri dijela i tako dalje. mEm
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Trebamo na kraju dobiti 9 - 9 -9 = 729 malih kocki, a za to nam je potrebno 728 rezanja.

2. Zamisljeni broj

Tina je zamislila troznamenkasti broj. Odbacivanjem znamenke stotica tog broja dobila je dvoznamenkasti
broj. Odbacivanjem znamenke desetica tog dvoznamenkastog broja dobila je jednoznamenkasti broj.
Zbrajanjem tih triju brojeva (troznamenkastog, dvoznamenkastog i jednoznamenkastog) dobila je

Cetveroznamenkasti broj Ciji zapis zavrsava s 21. Koji je broj zamislila Tina?

Rezultat: 957

Prvo rjeSenje. Neka je abc troznamenkasti broj kojemu je a znamenka stotica, b znamenka desetica i c
znamenka jedinica. Odbacivanjem znamenke stotica dobije se dvoznamenkasti broj bc, a daljnjim
odbacivanjem znamenke desetica jednoznamenkasti broj c. Neka je d znamenka tisucica, a e znamenka
stotica dobivenog Cetveroznamenkastog broja.

Znamenka jedinica zbroja (znamenka 1) nastala je zbrajanjem tri znamenke c $to je moguée samo za c = 7.
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Bududi je 3 -7 = 21, a znamenka desetica zbroja je 2, zbrajanjem dvije iste znamenke b treba dobiti 0 pa
moZemo zakljuciti da je b = 0ili b = 5. Lako se vidi da ne moze biti b = 0.

Na kraju lako vidimo da za a < 9 zbroj ne bi bio ¢etveroznamenkast, sto zna¢idajea =9,e =0id = 1.

Tina je zamislila broj 957. Zaista, 957 + 57 + 7 = 1021.



Drugo rjesenje.
Najveci moguci broj koji mozemo dobiti na opisani nacin je 999 + 99 + 9 = 1107.

Kako znamo da rezultat mora biti Cetveroznamenkasti broj, jasno je da ¢e znamenka tisuéica biti 1, a zbog
uvjeta da zavr$ava znamenkama 21, rezultat je broj oblika 1_21. Taj broj mora biti manji od 1107, pa je jedina
moguc¢nost za rezultat 1021.

Kada bi zamisljeni troznamenkasti broj bio manji od 900, najveéi moguci rezultat bi bio 899 + 99 + 9 = 1007
Sto je manje od 1021. Zaklju¢ujemo da je znamenka stotica zamisljenog broja 9.

Uocimo da znamenka jedinica dobivenog zbroja ovisi samo o znamenki jedinica zamisljenog broja. Jedini
nacin da znamenka jedinica zbroja bude 1 jest da znamenka jedinica zamisljenog broja bude 7 (7+7+7 = 21).

Sada je dovoljno provjeriti nekoliko slucajeva:

zamisljeni dvoznamenkasti | jednoznamenkasti sbro
troznamenkasti broj broj broj )
997 97 7 1101
987 87 7 1081
977 77 7 1061
967 67 7 1041
957 57 7 1021
947 47 7 1001
937 37 7
Dalje nije potrebno racunati jer je jasno da ¢e rezultat biti manji od 1000.
Tina je zamislila broj 957. P
3. Trokuti
Ana je odredila broj trokuta na slici koji sadrze vrh A, Barbara broj trokuta koji
sadrze vrh B, a Cvijeta broj trokuta koji sadrze vrh C. Koliko iznosi umnozak
brojeva koje su trebale dobiti Ana, Barbara i Cvijeta? B
C
Rezultat: 704
RjeSenje.

Svakom trokutu kojemu je jedan vrh to¢ka 4, jedna stranica pripada duzini AB, a jedna duZini AC.

Ukupno ima osam trokuta kojima je jedan vrh tocka A.

U vrhu B sastaju se tri duzine, pa postoje tri moguc¢nosti za trokute kojima je jedan vrh tocka B:
a) jedna stranica pripada duZini BC, a druga duZini BA. Postoje dva takva trokuta.
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b) jedna stranica pripada duZini B4, ali nijedna ne pripada duZini BC. Postoje &etiri takva trokuta.
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Ukupno ima osam trokuta kojima je jedan vrh tocka B.

U vrhu C takoder se sastaju tri duzine, pa postoje tri moguénosti za trokute kojima je jedan vrh tocka C:

a) jedna stranica pripada duZini CB, a druga duZini CA. Postoje tri takva trokuta.

Ukupno ima jedanaest trokuta kojima je jedan vrh tocka C.

Trazeni umnozakije 8-8-11 = 704.

4. Natjecanje

Svi uéenici ¢etvrtih razreda 0S ,Matko Hmok* pristupili su natjecanju iz matematike koje je zapocelo u 10
sati. Do 11 sati natjecanje je zavrsilo 15 djevojcica i nijedan djecak pa je u 11 sati broj preostalih djecaka bio
dvostruko veci od broja preostalih djevojéica. [zmedu 11 i 12 sati natjecanje je zavrSio 31 djecak i nijedna
djevoijcica tako da je u 12 sati broj preostalih djecaka bio jednak broju preostalih djevojcica. Koliko je ukupno
ucenika Cetvrtih razreda u toj skoli?

Rezultat: 108
Rjesenje.
Nakon 12 sati broj djevojCica i dje¢aka na natjecanju bio je jednak. Izmedu 11 i 12 sati broj djevojcica na

natjecanju nije se promijenio, a broj djeCaka smanjio se za 31, to jest u 11 sati na natjecanju je bio 31 djecak
viSe nego u 12 sati.



Graficki to moZemo prikazati ovako:

u 12 sati u 11 sati

djevojcice:

djecaci: Sl

Kako je poznato da je na natjecanju u 11 sati bilo dvostruko vise dje¢aka nego djevojcica, moZemo zakljuciti
da plavi pravokutnik predstavlja 31 djecaka odnosno 31 djevojcicu.

u 12 sati u 11 sati u 10 sati

djevojcice: 31 31 31 15

djecaci: 31 31 31 31 31

Poslije 12 sati na natjecanju su ostali jo$S 31 djecaki 31 djevojcCica, a u 11 sati na natjecanju su bila 62 djecaka
i 31 djevojcica. Izmedu 10 i 11 sati broj djecaka se nije mijenjao dok se broj djevoj¢ica smanjio za 15. Na
pocetku natjecanja bilo je 31+15 = 46 djevojcica i 62 djecaka.

U skoli je ukupno 62 + 46 = 108 ucenika Cetvrtih razreda.

Napomena. RjeSenje mozZemo skraéeno zapisati koriste¢i jednadzbe. Neka je x broj djecaka odnosno broj
djevojcica na natjecanju nakon 12 sati. Na natjecanju je do 11 sati bilo x + 31 djecaka. U 11 sati broj djeCaka
bio je dvaput veéi od broja djevojcica, tj. vrijedi x + 31 = 2 - x. RjeSenje ove jednadzbe je x = 31. U 12 sati
djecakaje bilo 31, a isto toliko i djevojcica. U 11 sati na natjecanju je bilo 31 + 31 = 62 djecakai31 djevojcica.
U 10 sati na natjecanju je bilo 31 + 15 = 46 djevojcica i 62 djecaka, a ukupno 62 + 46 = 108 ucenika.

5. Pravokutnici

Koliko ima razli¢itih pravokutnika kojima je opseg 2024 cm, a duljine stranica u centimetrima su prirodni
brojevi? Smatramo da su dva pravokutnika razli¢ita ako im se razlikuju duljine stranica.

Rezultat: 506
Rjesenje.
Opseg je jednak zbroju duljina svih stranica pravokutnika. Oznac¢imo duljine dviju susjednih stranica

pravokutnika a i b te neka je a < b.Zbroj duljina stranica a i b jednak je polovini opsega, 2024 : 2=1012 cm.
Za bilo koju duljinu stranice a, duljina stranice b iznosi 1012 — a. Moguce duljine stranica su:

a b
(cm) (cm)
1 1011
2 1010
3 1009
4 1008
504 508
505 507
506 506

Ukupno postoji 506 razlicitih pravokutnika koji zadovoljavaju uvjete zadatka.



6. Kula od karata

0d plavih i narancastih karata gradi se niz kula. Svaka kula
ima odreden broj redova. U najniZem redu su plave karte, u
sljede¢em narancaste i tako naizmjence do najviSeg reda.
Svaki red, osim najniZeg, sadrzi i horizontalno poloZene

karte. Na slici su prikazane prve Cetiri kule. Prva se kula
sastoji od dvije plave karte; druga od Cetiri plave i tri A M m m
narancaste karte; tre¢a od devet plavih i Sest narancastih
karata. Ako bismo na isti nacin sagradili kulu koja ima 15 redova, koliko bi se plavih karata nalazilo u njoj?

Rezultat: 177

RjeSenje.

ZapiSimo pregledno broj plavih i narancastih karata u svakom redu pojedine kule:

1. kula 2. kula 3. kula 4, kula 5. kula 15. kula n-ta kula
1.red 2 4 6 8 10 2-15 2n
2.red 3 6 9 12 3-14 3(n—1)
3.red 3 6 9 3-13 3(n—2)
4. red 3 6 3-12 3(n—3)
5.red 3 3-11 3(n—4)
14. red 3:2 3(n—13)
15.red 3-1 3(n—14)
n-ti red 3

U petnaestoj kuli, plave su karte u prvom, tre¢em, ..., petnaestom redu.
U prvom redu ih ima 2 - 15, u treéem 3 - 13, u petom 3 - 11, ..., a u petnaestom redu su tri plave karte.
Njihov je ukupan broj
2:15+3-134+3-11+3:9+3-74+3:-5+3:3+3-1
=2-154+3-(134+114+9+7+5+3+1)
=2-15+3-49 =30+ 147 =177




7. Kvadrat

Kvadrat je podijeljen na devet pravokutnika kao $to je prikazano na slici. Opsezi
osjencanih pravokutnika su 970 mm, 387 cm i 52 dm. Odredi duljinu stranice
kvadrata u centimetrima.

Rezultat: 251

Rjesenje.
Svakom od istaknutih pravokutnika (na slici crveni, zeleni i plavi) barem jedna stranica pripada rubu
zadanog kvadrata, a ostale pripadaju jo$ nekom pravokutniku.

P P,

-

Promotrimo na primjer crveni pravokutnik. Jedna njegova stranica pripada rubu kvadrata, a po jedna
pravokutnicima Py, P, i P;. Nasuprotne stranice pravokutnika jednake su duljine. Zato su stranice crvenog
pravokutnika jednake duljine kao oznacene duZzine na rubu kvadrata (po jedna na svakoj stranici kvadrata).

Ponovimo isto za plavi i zeleni pravokutnik.

Vidimo da se opseg kvadrata sastoji upravo od duzina koje su jednake duljine
kao stranice istaknutih pravokutnika. Opseg zadanog kvadrata jednak je
zbroju opsega triju istaknutih pravokutnika.

Opseg kvadrata stoga iznosi 970 mm + 387 cm + 52 dm =97 cm + 387 cm +
520 cm = 1004 cm.

Duljina svake stranice kvadrata je 1004 cm : 4 = 251 cm.




8. Ku¢ni brojevi

Marko, Toma i Zvonimir usporeduju svoje kuéne brojeve. Utvrdili su da za njih vrijedi:
e Sva su tri ku¢na broja troznamenkasta.
e Razliciti ku¢ni brojevi nemaju istih znamenaka.
e Zbroj znamenaka svakog ku¢nog broja je 10.
e Znamenka jedinica Markovog kuénog broja je 6.
e Zvonimirov kué¢ni broj moZe se bez ostatka podijeliti s 10.
e Tomin ku¢ni broj manji je od Zvonimirovog, ali ve¢i od Markovog.

Koji je najveéi moguci Tomin kuéni broj?

Rezultat: 541

Prvo rjeSenje.

Markov ku¢ni broj ima znamenku jedinica 6.

Zvonimirov kuéni broj djeljiv je s 10 bez ostatka, $to znac¢i da mu je znamenka jedinica 0.

Markov broj ne moze sadrzavati znamenku 0, a Zvonimirov broj ne moZze sadrzavati znamenku 6.

Preostale dvije znamenke Markovog kuénog broja zbrojene daju 4, pa to mogu biti 31i 1 te 2 i 2. Markov je
broj jedan od brojeva 316, 226, 136.

Preostale dvije znamenke Zvonimirovog ku¢nog broja zbrojene daju 10, pa su moguénosti: 1i9, 2i8, 3i7
te 51 5. Zvonimirov ku¢ni broj moze biti 910, 820, 730, 550, 370, 280 ili 190.

Ispitajmo sve moguénosti.

Markov ku¢ni broj Zvonimirov ku¢ni broj preostale znamenke moguce zn,amenke.
Tominog kuénog broja
A) 136 ili 316 280 ili 820 4,579 -
B) 136 ili 316 550 2,4,7,8,9 2,4, 4
Q) 226 190 ili 910 3,4,5,7,8 3,3,4
D) 226 370 ili 730 1,4,589 1,4,5ili 1,1,8
E) 226 550 1,3,4,7,89 3,3,4

0d preostalih znamenaka (tj. onih koje se ne pojavljuju ni u Markovom, ni u Zvonimirovom kuénom broju)

treba odabrati tri znamenke c¢iji je zbroj 10. U slu¢aju A) to nije moguce, a u ostalim sluc¢ajevima sve
mogucnosti su popisane u posljednjem stupcu gornje tablice.

IspiSimo sve moguénosti za njihove ku¢ne brojeve, uzimajuéi u obzir i podatak da je Tomin kuéni broj manji
je od Zvonimirovog, ali vec¢i od Markovog.

MARKO TOMA ZVONIMIR
136 244, 424, 442 550
316 424, 442 550
226 334, 343,433 910
226 - 370
226 415, 451, 514, 541 730
226 334,343,433 550

Ovo su sve mogucnosti, pa je najve¢i moguéi Tomin kuéni broj 541.



Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjeSenju zakljucujemo da Markov kuéni broj moze biti 136, 226 ili 316, a Zvonimirov ku¢ni broj
moZe biti 910, 820, 730, 550, 370, 280 ili 190. Tomin broj ne sadrZi znamenke 0 niti 6.

Tomin broj je manji od Zvonimirovog, pa znamenka stotica Tominog broja ne moze biti 9.

e Kada bi Tomin broj imao znamenku stotica 8, to bi bio broj 811 (jer ne smijemo Koristiti znamenku
0), ali tada bi Markov broj trebao biti 226 (jer ne smijemo koristiti znamenku 2), a Zvonimirov broj
bi morao biti ve¢i od 811, $to nije moguce jer 820 i 910 nisu dopusteni.

e Kada bi Tomin broj imao znamenku stotica 7, to bi bio jedan od brojeva 721 i 712 (opet jer ne
smijemo Koristiti 0), ali ne postoji Markov mogudi broj koji ne sadrzi ni znamenku 1 ni znamenku 2.

¢ Tomin broj ne moZe imati znamenku stotica 6.

Kada bi Tomin broj imao znamenku stotica 5, preostale znamenke bi bile 11 4 ili 2 i 3 (nije moguée da budu
0 i 5). Najveci takav broj je 541. Kada bi to bio Tomin broj, Markov broj bi morao biti 226 (jer ne smije
sadrzavati znamenku 1). U tom bi slu¢aju Zvonimirov kuéni broj imao znamenke 3, 7 i 0. Zvonimirov broj je
najvedi, a Tomin najmanji, pa bi Zvonimirov broj mogao biti 730. Zaista je moguce da je Tomin broj 541,
Zvonimirov broj 730 i Markov broj 226 - u tom su slucaju ispunjeni svi uvjeti.

Dakle, najveéi moguéi Tomin broj je 541.

9, Matematika

Koja je najve¢a mogucéa vrijednost izraza
M-A+T) - E+M-A+T—-1-K: A
ako istim slovima odgovaraju iste, a razli¢itim slovima razli¢ite znamenke?

Rezultat: 624

RjeSenje.

Uocimo da se u danom izrazu M - A+ T pojavljuje na dva mjesta, pa primjenom distributivnosti mozemo
napisati

(M-A+T) - E+M-A+T—1-K:A=M-A+T)-(E+1)—1-K: A
Od umnoska brojeva (M - A+ T) i (E + 1) oduzimamo vrijednostizraza I - K : A. Da bismo dobili $to vecu

vrijednost, trebamo oduzeti $to manji broj. To mozZemo posti¢i za I = 0 ili K = 0 (time ne ograni¢cavamo
vrijednost spomenutog umnoska jer se slova /i K pojavljuju na ovom mjestu).

Treba jo$ utvrditi koja je najve¢a moguca vrijednost umnoska (M - A +T) - (E + 1).

Jasno je da éemo za znamenke M, A, T i E odabrati Cetiri najve¢e moguce vrijednosti, tj. 9, 8, 7 i 6, u nekom
poretku. Utvrdimo najprije koja je najveca vrijednost izraza M - A + T za pojedine vrijednosti broja E.

Izraz M - A + T ¢e imati najve¢u mogucu vrijednost ako za M i A odaberemo S$to vece brojeve, a za T najmanji
od brojeva na raspolaganju. Na primjer,za E = 8,biramo T =6,aMiAsu9i7,teje M-A+T = 69.

Za E = 9, najveta moguca vrijednostizraza M - A + T iznosi 62,automjeslucaju (M -A+T) - (E + 1) = 620.
Za E = 8,najvetamoguca vrijednostizraza M - A + T iznosi 69,automjeslucaju (M -A+T) - (E + 1) = 621.
Za E = 7,najvetamoguca vrijednostizraza M - A + T iznosi 78,automjesluéaju (M - A+ T) - (E + 1) = 624.
Za E = 6,najveta moguca vrijednostizraza M - A + T iznosi 79,autom jeslucaju (M - A+ T) - (E + 1) = 553.

Najveca moguca vrijednost danog izraza je 624.



10. Bazen

Bazen se moZe puniti trima razli¢itim cijevima. Kad bi se bazen punio samo prvom cijevi, napunio bi se za 15
sati, kad bi se punio samo drugom cijevi, napunio bi se za 10 sati, a kad bi se punio samo tre¢om cijevi, napunio
bi se za 6 sati. Da bi napunio prazni bazen, Ivan je najprije otvorio prve dvije cijevi. Kad se napunila tre¢ina
bazena, zatvorio je prvu cijev i otvorio trecu cijev te 90 minuta punio bazen koristeé¢i drugu i trecu cijev. Na
kraju je otvorio sve tri cijevi i pricekao dok se bazen nije napunio. Koliko je ukupno minuta trajalo punjenje
bazena?

Rezultat: 258

Prvo rjeSenje.
Neka je obujam bazena 30 kubic¢nih jedinica (iako ne znamo koliko je velik bazen obujam dijelimo na 30
jednakih dijelova). Prva cijev u jednom satu napuni 30 : 15 = 2 jedinice, druga cijev u jednom satu napuni
30: 10 = 3 jedinice, a treéa cijev 30 : 6 =5 jedinica.
Opisani postupak punjenja bazena sastoji se od tri dijela.
e Prvaidruga cijev zajedno u jednom satu napune 5 jedinica. Trec¢ina bazena je 30 : 3 = 10 jedinica, a to
¢e se napuniti za dva sata.
e Drugaitreca cijev zajedno napune 8 jedinica u sat vremena. U 90 minuta (=1 sat + pola sata) te dvije
cijevi napunit ¢e 8 + 4 = 12 jedinica.
e U tom trenutku nedostaje jos 30 - (10 + 12) = 8 jedinica da bi bazen bio pun. Sve tri cijevi zajedno
napune 10 jedinica za sat vremena, odnosno jednu jedinicu za 6 minuta. Da bi se napunilo 8 jedinica,
potrebno je 8 - 6 = 48 minuta.

Ukupno je punjenje bazena trajalo 2 sata + 90 minuta + 48 minuta = 120 + 90 + 48 = 258 minuta.

Drugo rjesenje.
Zamislimo joS jednu cijev koja bi bazen napunila za 30 sati. Neka se ta cijev zove pomo¢na cijev. Pomo¢na
cijev puni dvaput sporije od prve cijevi, triput sporije od druge cijevi i 5 puta sporije od trece cijevi.
Opisani postupak punjenja bazena sastoji se od tri dijela.
e Prva i druga cijev zajedno su pet puta brZze od pomoc¢ne cijevi. Pomo¢na cijev bi treé¢inu bazena
napunila za 10 sati, pa ¢e prva i druga cijev zajedno to uciniti za dva sata.
e Drugaitreca cijev zajedno su 8 puta brze od pomoc¢ne cijevi. U 90 minuta one napune koliko pomoéna
cijevu 8 - 90 minuta = 720 minuta = 12 sati.
e U tom trenutku, pomoc¢na cijev bi trebala puniti bazen jos 30 - (10 + 12) = 8 sati da bi bazen bio pun.
Sve tri cijevi zajedno pune bazen 2 + 3 + 5 = 10 puta brze od pomo¢ne cijevi, $to znaci da ¢e ovaj dio
punjenja umjesto 8 sati trajati (8 - 60 min): 10 = 48 minuta.

Ukupno je punjenje bazena trajalo 2 sata + 90 minuta + 48 minuta = 120 + 90 + 48 = 258 minuta.
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Hrvatsko matematiéko dru§W0 Hrvatska matematicka olimpijada 72 kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
prvo kolo - subota, 28. rujna 2024.

RjeSenja zadataka za grupu B (5./6. razred)

1. Rezanje kocke
Duljina brida kocke je 9 cm. Kocku rezemo tako da svakim rezom jedan dio dijelimo na dva dijela. Koliko
je rezova potrebno da bi svi nastali dijelovi bili kocke duljine brida 1 cm?

Rezultat: 728

Rjesenje.

Svakim se rezanjem broj dijelova povecava za 1. Nakon prvog rezanja kocka ¢ée biti i [T
razrezana na dva dijela, nakon dva rezanja na tri dijela i tako dalje. Trebamo na kraju mmmmrs?d jpeet|
dobiti 9 -9 -9 = 729 malih kocki, a za to nam je potrebno 728 rezanja. w5

2. DZeparac

Karla, Lara, Maja i Nina su najbolje prijateljice. Nina je na ljetovanje zaboravila ponijeti dZeparac pa su
joj prijateljice posudile jednake iznose; Karla joj je posudila petinu, Lara ¢etvrtinu, a Maja Sestinu svog
dzeparca. Po povratku kudi, Karla, Lara i Maja odlucile su desetinu ukupnog iznosa koji su ponijele na
ljetovanje darovati u dobrotvorne svrhe. Ako su darovale ukupno 78 €, koliki je dZeparac na ljetovanju
imala Nina?

Rezultat: 156
Rjesenje.
Neka je x iznos koji je svaka od tri prijateljice posudila Nini.

Tada je Karlin dZeparac 5x, Larin 4x, a Majin 6x. Ukupan iznos koji su ponijele na ljetovanje iznosi
5x + 4x + 6x = 15x. Desetina tog iznosa je 78 €, pa vrijedi 15x = 780.

Slijedi daje x = 780 : 15 = 52.

Ninin dzeparac na ljetovanju iznosi 3x, tj. 3 - 52 = 156 €.



3. Povrsina

Lik na slici smjeSten je u kvadratnu mrezu. PovrsSina obojenog dijela
tog lika iznosi 198 cmz. Koliko kvadratnih centimetara iznosi povrsSina
cijelog lika?

Rezultat: 684

RjeSenje.

Obojeni dio lika se sastoji od 20 malih kvadrata i 4 pravokutna ® [ ° s =
= -] ] a @

trokuta, Sto ukupno Cini povrsinu kao 22 mala kvadrata.

Podijelimo li 198 : 22 = 9,
dobivamo da je povrSina svakog
malog kvadrata 9 cm?, te slijedi da je duljina stranice malog kvadrata
y 3 cm. Kvadratna mreZa se sastoji od 100 malih kvadrata tj. mreZa je

Pz kvadrat povrsine 900 cmz2.

0d te povrsine trebamo oduzeti povrsine pet likova.

Lik 1 je pravokutnik sa stranicama duljina4 -3 =12 cmi 3 cm.

Lik 2 je pravokutni trokut s katetama (ili polovina pravokutnika sa
stranicama) duljina 4 - 3 =12 cm i3 -3 =9 cm. Lik 3 i Lik 4 su
S pravokutnici sa stranicama duljina2-3=6cmi3-3=9cm.

Lik 5 je pravokutni trokut s katetama (ili polovina kvadrata sa

stranicama) duljina 2 - 3 = 6 cm.

Slijedi da je traZena povrSina
P=900—-(12-34+12:-9:2+4+2-6-9+6-6:2)
P =900 — (36 + 54 + 108 + 18)
P =900 — 216
P = 684 cm?

4. Kula od karata

0d plavih i narancastih karata gradi se niz kula. Svaka kula ima odreden broj redova. U najniZzem redu
su plave karte, u sljede¢em narancaste i tako naizmjence do najviSeg reda. Svaki red, osim najnizeg,
sadrzi i horizontalno poloZene Kkarte. Na slici su

prikazane prve Cetiri kule. Prva se kula sastoji od

dvije plave karte, druga od Ccetiri plave i tri A M
narancaste Kkarte, tre¢a od devet plavih i Sest

narancastih karata.

Kad bismo na isti na¢in nastavili graditi kule, koliko A M m m
bi se plavih karata nalazilo u dvadesetcetvrtoj kuli?

Rezultat: 444

Rjesenje.

Plave karte nalaze se u prvom (donjem), treem, petom,... i svim ostalim neparnim recima. Na vrhu (u
gornjem redu) druge, Cetvrte, Seste, ... i dvadesetcetvrte kule su tri narancaste karte.



Odredimo broj plavih karata u kulama na parnim mjestima u nizu:

broj kule u nizu broj plavih karata
2 2-24+0-3
4 4-2+2-3
6 6-24+(4+2)-3
8 8-2+(6+4+2)-3
10 10-2+(B8+6+4+2)-3
bilo koji parann n-2+((n-2)+(n—-4)+--+4+2)-3

U dvadesetcetvrtoj kuli, za n = 24, nalazile bi se
24-2+(22+20+-+2)-3=24-2+132-3 =444

plave karte.

5. Jedanaesterostruko
Koji je broj 11 puta ve¢i od broja troznamenkastih brojeva djeljivih brojem 6 koji imaju barem dvije
jednake znamenke?

Rezultat: 385
Prvo rjesenje.

Prebrojimo koliko ima troznamenkastih brojeva djeljivih brojem 6 koji imaju sve tri znamenke jednake.
Cim troznamenkasti broj ima jednake znamenke, djeljiv je brojem 3 jer mu je zbroj znamenaka djeljiv
brojem 3. Zadnja znamenka mora biti parna i razli¢ita od 0, pa imamo 4 moguc¢nosti: 222, 444, 666, 888.

Prebrojimo koliko ima troznamenkastih brojeva djeljivih brojem 6 koji imaju to¢no dvije znamenke
jednake. Imamo tri mogucnosti koje dvije znamenke ¢e biti jednake, te ¢emo promotriti tri slucaja.

Ako su jednake znamenke desetica i jedinica, trazeni brojevi su: 300, 600, 900, 522, 822, 144, 744, 366,
966, 288, 588. Ima ih ukupno 11.

Ako su jednake znamenke stotica i jedinica, traZeni brojevi su 252, 282, 414, 474, 606, 636, 696, 828,
858. Takvih brojeva ima 89

Ako su jednake znamenke stotica i desetica, trazeni brojevi su 330, 660, 990, 552, 882, 114, 774, 336,
966, 288, 588. Takvih brojeva ima takoder 11.

Ukupno ima 4 + 11 + 9 + 11 = 35 takvih troznamenkastih brojeva. TraZeni rezultat je 35 - 11 = 385.
Drugo rjesenje.

Prirodni broj je djeljiv brojem 6 ako je djeljiv brojevima 2 i 3. Zadnja znamenka (tj. znamenka jedinica)
mora biti parna. Ako su barem dvije znamenke jednake, onda da bi broj bio djeljiv brojem 3 sve tri
znamenke moraju davati isti ostatak pri dijeljenju brojem 3.

Ako je znamenka jedinica 0, jedine moguc¢nosti su 300, 600, 900, 330, 660, 990, te ih ima 6.



Ako je znamenka jedinica 2, jedine moguénosti su 222, 252, 522, 552, 282, 822, 882 te ih ima 7.

Sli¢no je u slucajevima kad je znamenka jedinica 4 (114, 144, 414, 444, 474, 744, 774) ili 8 (228, 288,
828, 888, 558, 588, 858), te u tim slucajevima ima takoder po 7 brojeva. Imamo i slucaj kad je znamenka
jedinica 6 (336, 366, 606, 636, 666, 696, 966, 996), u kojem imamo 8 brojeva.

Ukupno ima 6 + 3-7 + 8 = 35 takvih troznamenkastih brojeva. Trazeni rezultat je 35 11 = 385.

6. Kuéni brojevi

Marko, Toma i Zvonimir usporeduju svoje kuéne brojeve. Utvrdili su da za njih vrijedi:

. Sva su tri ku¢na broja troznamenkasta.

o Razliciti kuéni brojevi nemaju istih znamenaka.

o Zbroj znamenaka svakog ku¢nog broja je 10.

o Znamenka jedinica Markovog kuénog broja je 6.

o Zvonimirov ku¢ni broj moZe se bez ostatka podijeliti s 10.

o Tomin kuéni broj manji je od Zvonimirovog, ali ve¢i od Markovog.

Koji je najveéi moguci Tomin kuéni broj?
Rezultat: 541
Prvo rjesenje.

Markov ku¢ni broj ima znamenku jedinica 6.
Zvonimirov ku¢ni broj djeljiv je s 10 bez ostatka, Sto znaci da mu je znamenka jedinica 0.
Markov broj ne moze sadrzavati znamenku 0, a Zvonimirov broj ne moZe sadrzavati znamenku 6.

Preostale dvije znamenke Markovog kuénog broja zbrojene daju 4, pa to mogu biti 31i 1 te 2 i 2. Markov
je broj jedan od brojeva 316, 226, 136.

Preostale dvije znamenke Zvonimirovog ku¢nog broja zbrojene daju 10, pa su moguénosti: 119, 2i8, 3
i 7 te 51i5. Zvonimirov kuéni broj moze biti 910, 820, 730, 550, 370, 280 ili 190.

Tomin broj ne sadrzi znamenke 0 niti 6.

Tomin broj je manji od Zvonimirovog, pa znamenka stotica Tominog broja ne mozZe biti 9.

e Kada bi Tomin broj imao znamenku stotica 8, to bi bio broj 811, ali tada Zvonimirov broj ne bi
mogao biti 910.
e Kada bi Tomin broj imao znamenku stotica 7, to bi bio jedan od brojeva 721 i 712, no ne postoji
Markov mogudi broj koji ne sadrzi ni znamenku 1 ni znamenku 2.
e Tomin broj ne moZe imati znamenku stotica 6.
Kada bi Tomin broj imao znamenku stotica 5, preostale znamenke bi bile 1i 4 ili 2 i 3 (nije moguce da
budu 0 i 5). Najveci takav broj je 541. Kada bi to bio Tomin broj, Markov broj bi morao biti 226 (jer ne
smije sadrzavati znamenku 1). U tom bi slu¢aju Zvonimirov ku¢ni broj imao znamenke 3, 7 i 0.
Zvonimirov broj je najve¢i, a Tomin najmanji, pa mi Zvonimirov broj mogao biti 730. Zaista je moguce
da je Tomin broj 541, Zvonimirov broj 730 i Markov broj 226 - u tom su slu¢aju ispunjeni svi uvjeti.

Dakle, najve¢i moguci Tomin broj je 541.
Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjesenju zakljucujemo da Markov ku¢ni broj moze biti 136, 226 ili 316, a Zvonimirov ku¢ni
broj moze biti 910, 820, 730, 550, 370, 280 ili 190.



Ispitajmo sve moguénosti.

o - moguce znamenke
Markov ku¢ni broj Zvonlrrgroy kuéni preostale znamenke To%ninog kuénog
o) broja
A) 136 ili 316 280 ili 820 4,579 -
B) 136 ili 316 550 2,4,7,8,9 2,4,4
9] 226 190 ili 910 3,4,57,8 3,34
D) 226 370 ili 730 1,4,589 1,4,51li 1,1,8
E) 226 550 1,3,4,7,89 3,3,4

0d preostalih znamenaka (tj. onih koje se ne pojavljuju ni u Markovom, ni u Zvonimirovom ku¢nom

broju) treba odabrati tri znamenke ¢iji je zbroj 10. U slucaju A) to nije moguce, a u ostalim sluc¢ajevima

sve mogucénosti su popisane u posljednjem stupcu gornje tablice.

IspiSimo sve moguénosti za njihove kuéne brojeve, uzimajuéi u obzir i podatak da je Tomin kuéni broj

manji je od Zvonimirovog, ali ve¢i od Markovog.

MARKO TOMA ZVONIMIR
136 244,424,442 550
316 424,442 550
226 334,343,433 910
226 - 370
226 415,451,514, 541 730
226 334,343,433 550

Ovo su sve mogucnosti, pa je najveéi moguéi Tomin kuéni broj 541.

7.

Opseg

Koliki je opseg lika na slici ako su upisani brojevi opsezi odgovarajucih dijelova tog lika?

Rezultat: 170



RjeSenje.

Uocimo dio pocetnog lika istaknut crvenim rubom.
Njegov je opseg jednak zbroju opsega likova s kojima
ima zajednicki dio ruba (likovi opsega 90, 40 i 130)
umanjenom za dijelove koji nisu na njegovom rubu.
Dakle opseg lika s plavim rubom iznosi

90 + 40 + 130 — 50 = 210.

Analogno, opseg zadanog lika jednak je zbroju
opsega likova s kojima ima zajednicki dio ruba (to su
likovi opsega 110, 100, 60, 50 i 60) umanjenom za
duljinu dijelova tih likova koji ne pripadaju rubu

“ zadanog lika. Drugim rijeCima, zbroj opsega
spomenutih dijelova treba umanjiti za opseg lika s

l crvenim rubom. Zato je opseg zadanog lika jednak:
110 + 100 + 60 + 50 + 60 — 210 = 170.

8. Bazen

Bazen se mozZe puniti trima razlic¢itim cijevima. Kad bi se bazen punio samo prvom cijevi, napunio bi se
za 15 sati, kad bi se punio samo drugom cijevi, napunio bi se za 10 sati, a kad bi se punio samo trecom
cijevi, napunio bi se za 6 sati.

Da bi napunio prazni bazen, Ivan je najprije otvorio prve dvije cijevi. Kad se napunila treéina bazena,
zatvorio je prvu cijev i otvorio trecu cijev te 90 minuta punio bazen koriste¢i drugu i trecu cijev. Na kraju
je otvorio sve tri cijevi i pricekao dok se bazen nije napunio. Koliko je ukupno minuta trajalo punjenje
bazena?

Rezultat: 258

Prvo rjesenje.

Neka je obujam bazena 30 kubi¢nih jedinica (iako ne znamo koliko je velik bazen obujam dijelimo na 30
jednakih dijelova). Prva cijev u jednom satu napuni 30 : 15 =2 jedinice, druga cijev u jednom satu napuni
30: 10 = 3 jedinice, a treca cijev 30 : 6 = 5 jedinica.

Opisani postupak punjenja bazena sastoji se od tri dijela.

e Prvaidruga cijev zajedno u jednom satu napune 5 jedinica. Tre¢ina bazenaje 30 : 3 = 10 jedinica,
a to ¢e se napuniti za dva sata.

e Drugai treca cijev zajedno napune 8 jedinica u sat vremena. U 90 minuta (=1 sat + pola sata) te
dvije cijevi napunit ¢e 8 + 4 = 12 jedinica.

e U tom trenutku nedostaje jos 30 — (10 + 12) = 8 jedinica da bi bazen bio pun. Sve tri cijevi zajedno
napune 10 jedinica za sat vremena, odnosno jednu jedinicu za 6 minuta. Da bi se napunilo 8
jedinica, potrebno je 8 - 6 = 48 minuta.

Ukupno je punjenje bazena trajalo 2 sata + 90 minuta + 48 minuta = 120 + 90 + 48 = 258 minuta.



Drugo rjesenje.

Zamislimo jo$ jednu cijev koja bi bazen napunila za 30 sati. Neka se ta cijev zove pomoc¢na cijev. Pomo¢na
cijev puni dvaput sporije od prve cijevi, triput sporije od druge cijevii 5 puta sporije od trece cijevi.
Opisani postupak punjenja bazena sastoji se od tri dijela.

e Prvai druga cijev zajedno su pet puta brZe od pomoc¢ne cijevi. Pomo¢na cijev bi tre¢inu bazena
napunila za 10 sati, pa ¢e prva i druga cijev zajedno to uciniti za dva sata.

e Druga i treca cijev zajedno su 8 puta brze od pomo¢ne cijevi. U 90 minuta one napune Kkoliko
pomocna cijev u 8 - 90 minuta = 720 minuta = 12 sati.

e U tom trenutku, pomo¢éna cijev bi trebala puniti bazen jo$ 30 - (10 + 12) = 8 sati da bi bazen bio
pun. Sve tri cijevi zajedno pune bazen 2 + 3 + 5 = 10 puta brZe od pomo¢ne cijevi, Sto znaci da
¢e ovaj dio punjenja umjesto 8 sati trajati (8 - 60 min): 10 = 48 minuta.

Ukupno je punjenje bazena trajalo 2 sata + 90 minuta + 48 minuta = 120 + 90 + 48 = 258 minuta.

9. Potpuni kvadrat

Odredi najmanji prirodan broj x za koji je umnoZak 3192 - x kvadrat nekog prirodnog broja.

Rezultat: 798

Rjesenje.

Kvadrat prirodnog broja a je broj a? = a - a. U rastavu umno$ka a - a na proste faktore, svi prosti
faktori broja a moraju se pojaviti paran broj puta.

Kako bismo odredili najmanji prirodan broj x takav da je umnozak 3192 - x kvadrat prirodnog
broja, rastavljamo broj 3192 na proste faktore: 3192=2-2.2-3-7-19.

Uocimo da se faktor 2 pojavljuje tri puta, a svaki od preostalih prostih faktora jednom.

Kako bi umnozak 3192 - x bio kvadrat prirodnog broja, u rastavu broja x na proste faktore trebaju
se nalaziti (po jednom) faktori 2, 3, 7 i 19.

Prema tome, najmanji prirodan broj x s traZzenim svojstvom je 2 - 3 -7 - 19 = 798.

10.  Kuglice u kutijama ” O‘s
Fran sprema svojih 40 potpuno jednakih kuglica u 5 kutija razlicitih boja. Qb’ Qb’
Na koliko ih na¢ina moZe rasporediti u kutije ako u jednu Kutiju stane :‘: O&
najviSe 9 kuglica, a svaka kuglica mora biti spremljena u neku od kutija? P Qb’
Rezultat: 126

Rjesenje.

Fran ima 40 kuglica pa ne moZe u svaku od pet kutija spremiti po 9 kuglica.
e Ako u Cetiri kutije spremi po 9 kuglica, u jednu kutiju mora spremiti jos 4 kuglice. Oznac¢imo
takvu vrstu rasporeda sa [9-9-9-9-4]. Kutiju u koju mora spremiti 4 kuglice moze odabrati na 5
nacina.



e Ako u tri kutije spremi po 9 kuglica, u dvije kutije mora spremiti jos 13 kuglica.

o [9-9-9-8-5] Kutiju s 8 kuglica moze odabrati na 5 nacina, a za svaki takav
izbor, kutiju s 5 kuglica moZe odabrati na 4 nacina, dok u preostale tri kutije sprema po
9 kuglica. To je ukupno 5 - 4 = 20 nacina.

o [9-9-9-7-6] Analogno, to moZe uciniti na 5 - 4 = 20 nacina.

e Ako udvije kutije spremi po 9 kuglica, u tri kutije mora spremiti jo$ 22 kuglice. To ne moZe uciniti
tako da u svakoj od te tri kutije spremi najvise 7 kuglica pa barem u jednu od te tri kutije mora
spremiti 8 kuglica. U preostale dvije kutije mora spremiti jo$ 14 kuglica.

o [9-9-8-8-6] Kutiju sa 6 kuglica moZe odabrati na 5 nacina. Za svaki takav
odabir postoji 6 rasporeda preostalih kuglica u cetiri kutije: (9,9,8,8), (9,8,9,8), (9,8,8,9),
(8,9,9,8), (8,9,8,9), (8,8,9,9). To je ukupno 5 - 6 = 30 nacina.

o [9-9-8-7-7] Analogno, to moze uciniti na 5 - 6 = 30 nacina.

e Ako ujednu kutiju spremi 9 kuglica, u Cetiri kutije mora spremiti jo§ 31 kuglicu. To mora uciniti
tako da u jednu od te Cetiri kutije spremi 7 kuglica, a u preostale po 8 kuglica [9-8-8-8-7]. To
moze uCinitina 5 - 4 = 20 nacina.

e Ako niti u jednu od kutija ne spremi 9 kuglica, onda u svakoj od pet kutija mora biti tocno 8
kuglica [8-8-8-8-8]. To je joS 1 mogudi raspored.

Kuglice se u kutije, prema uvjetima zadatka, mogu spremitina 5 + 40 + 60 + 20 + 1 = 126 nacina.

Napomena. U svaku od pet kutija stane najviSe 9 kuglica, ukupno 45 kuglica. Fran ima 40 kuglica pa
umjesto broja kuglica u kutijama moZemo promatrati broj slobodnih mjesta u svakoj od pet kutija.
Slobodnih je mjesta ukupno 5, te moZemo promatrati slucajeve kao u gornjem rjeSenju samo $to u zapisu
piSemo broj slobodnih mjesta umjesto broja kuglica u pojedinoj kutiji. Na primjer, umjesto [9-9-9-8-5]
piSemo [0-0-0-1-4] itd.
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Hrvatsko matematiéko druétvo Hrvatska matematicka olimpijada 7a kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE

prvo kolo - subota, 28. rujna 2024.

RjeSenja zadataka za grupu C (6./7.razred)

1. Kula od karata

0d plavih i narancastih karata gradi se niz kula. Svaka

kula ima odreden broj redova. U najniZzem redu su plave

karte, u sljede¢em narancaste i tako naizmjence do

najviSeg reda. Svaki red osim najnizeg sadrzi i A M.
horizontalno polozZene karte. Na slici su prikazane prve

Cetiri kule. Prva se kula sastoji od dvije plave karte, A M m m
druga od Ccetiri plave i tri narancaste karte, tre¢a od

devet plavih i Sest narancastih karata. Kad bismo na isti nacin nastavili graditi kule, koliko bi se plavih karata
nalazilo u dvadesetcetvrtoj kuli?

Rezultat: 444
RjeSenje.
Plave karte nalaze se u prvom (donjem), tre¢em, petom,... i svim ostalim neparnim recima. Na vrhu (u gornjem

redu) druge, Cetvrte, Seste, ... i dvadesetcetvrte kule su tri narancaste karte.

Odredimo broj plavih karata u kulama na parnim mjestima u nizu:

broj kule u nizu broj plavih karata
2 2-2+0-3
4 4-2+2-3
6 6:-2+(4+2)-3
8 8-24+(6+4+2)-3
10 10-2+(8+6+4+2)-3
bilo koji parann n-2+((n-2)+(n—4)+--+4+2)-3

U dvadesetcetvrtoj kuli, za n = 24, nalazile bi se
24-2+(22+20+--4+2)-3=24-2+132-3 =444

plave karte.



2. Ustedevina

Mirna i Luka marljivo Stede jo$ od prvog razreda. Danas su prebrojali svoje uStedevine i Mirna je rekla Luki:
»,Da sam uStedjela 20 % viSe nego Sto jesam, ti bi imao to¢no dva puta vise eura od mene.“ Na to je Luka
odgovorio: ,A da sam ja uStedio 27 € viSe nego Sto jesam, imao bih to¢no tri puta viSe eura od tebe.” Koliko su
ukupno ustedjeli Mirna i Luka?

Rezultat: 153
Prvo rjesenje.

Neka sum il iznosi koje su uStedjeli Mirna i Luka.

Mirnajerekladaje2- (m+20% - -m) =1[,tj.1l = %m. Luka je rekaodajel + 27 =3 - m.

Tada je %m + 27 =3mpajem = 451l = 108. Mirna i Luka su zajedno ustedjeli 45 + 108 = 153 eura.

Drugo rjesenje.

Oznac¢imo s I:l 20 % Mirnine usStedevine.
Mirna je uStedjela EED:D

adajeuétedjelaZO%viée,imalabiI | [T 111

Prema Mirninoj izjavi, Luka ima dvostruko vise odtoga,tj.I HEEEEEEEEN I.

Prema Lukinoj izjavi, trostruka Mirnina uStedevina jednaka je iznosu njegove uStedevine uvecane za 27 €.

HNEEEEEEEEEEEEN
LT T T T PP T 1T T 27e]

Sada vidimo da je D:D jednako , paje E|= 9 £.

Mirnina ustedevina iznosi 45 €, a Lukina 108 €. Zajedno su ustedjeli 153 €.

3. Broj u tocki B

Svakoj od tocaka na slici pridruzen je po jedan broj. Ti su
brojevi medusobno razli¢iti uzastopni visSekratnici broja 17,
pocevsi od najmanjeg troznamenkastog viSekratnika tog
broja. Brojevi pridruzeni tockama koje pripadaju istom
pravcu su zbrojeni.

Zbroj svih pet tako dobivenih zbrojeva iznosi 1870. Koji je
broj pridruzen tocki B ?

Rezultat: 136



Prvo rjesenje.

Najmanji troznamenkasti viSekratnik broja 17 je broj 17 - 6 = 102, a sljedecih pet visekratnika su 119, 136,
153,170 187. Ti su brojevi (nepoznatim redom) pridruzeni tockama 4, B, C, D, E i F.

Nekasua,b,c,d, eif redom brojevi pridruzeni tockama A, B,C,D,E i F.
Promotrimo zbrojeve brojeva pridruzenih tockama na istom pravcu:
a+b+c, a+f+e, b+d, b+f, c+d+e.
Njihov je zbroj 1870, tj.
(a+b+c)y+(a+f+e)+(b+d)+(b+f)+(c+d+e)=1870

2-(a+b+c+d+e+f)+b=1870

Brojevia, b, c,d, e i f suupravo brojevi 102, 119, 136,153, 170 i 187 (nepoznatim redoslijedom) pa je
a+b+c+d+e+f=102+1194+ 136+ 153 + 170 + 187
a+b+c+d+e+f=17-(6+74+8+9+10+11) =17-51 =867
Sada iz gornje jednadzbe dobivamo
2-867 + b =1870
b =1870 —2-867 = 1870 — 1734
b =136

Drugo rjesenje.

Totkama 4, B, C, D, E i F pridruZeni su, ne nuZno tim redoslijedom, brojevi 102, 119, 136, 153, 170, 187.
Svaka od tocaka, osim tocke B, pripada dvama pravcima. Tocka B pripada trima pravcima.

Zato je ukupan zbroj, 1870, jednak dvostrukom zbroju svih brojeva i broja pridruzenog tocki B. Dakle, broj
koji pridruzen tocki B je

1870 — 2 (102 + 119 + 136 + 153 + 170 + 187) = 1870 — 2 - 867 = 136.
Tocki B pridruzen je broj 136.

4. Crno-bijeli trokut

Jednakostranican je trokut obojen crnom bojom. Ana je oznacila polovista njegovih stranica i spojila ih
duzinama te tako podijelila polazni trokut na Cetiri sukladna jednakostrani¢na trokuta. Trokut ¢iji su vrhovi
oznacena polovista obojila je bijelom bojom. U svakom sljedec¢em koraku Ana je ponovila isti postupak na
svim preostalim crnim trokutima. Na slici je prikazan trokut na pocetku te nakon prva dva koraka.

polazni trokut nakon prvog koraka nakon dugog koraka

Odredi koliki je dio polaznog trokuta obojan crnom bojom nakon petog koraka i zapisi ga u obliku do kraja

skra¢enog razlomka % . Kolika je razlikab —a ?



Rezultat: 781
Rjesenje.
Nakon prvog koraka crno su obojane 2 trokuta. Nakon drugog koraka crno je obojano % = z . %trokuta.

AV . : . 3 3 3 3 3 _ 243
Zakljuc¢ujemo da je nakon petog koraka crnom bojom obojano 22 222" Tom trokuta.

Razlomakﬁ je do kraja skraden pa je trazena razlika 1024 — 243 = 781.

5. Potpuni kvadrat

Odredi najmanji prirodan broj x za koji je umnozak 3192 - x kvadrat nekog prirodnog broja.

Rezultat: 798

Rjesenje.

Kvadrat prirodnog broja a je broj a? = a - a. U rastavu umnoska a - a na proste faktore, svi prosti faktori
broja a pojavit ¢e se paran broj puta.

Kako bismo odredili najmanji prirodan broj x takav da je umnozak 3192 - x kvadrat prirodnog broja, rastavit
¢emo broj 3192 na proste faktore: 3192 =2-2-2-3.7-19.

Uocimo da se faktor 2 pojavljuje triput, a svaki od preostalih prostih faktora jedanput.

Kako bi umnozak 3192 - x bio kvadrat prirodnog broja, u rastavu broja x na proste faktore trebaju se nalaziti
(po jednom) faktori 2,3, 7 i 19.

Prema tome, najmanji prirodan broj x s traZenim svojstvom je 2 -3 -7 - 19 = 798.

6. Bazen

Bazen se moze puniti trima razli¢itim cijevima. Kad bi se bazen punio samo prvom cijevi, napunio bi se za 2.5
sati, kad bi se punio samo drugom cijevi, napunio bi se za 8 sati, a kad bi se punio samo tre¢om cijevi, napunio
bi se za 10 sati. Da bi napunio prazni bazen, Ivan je otvorio sve tri cijevi. Kad se napunila ¢etvrtina bazena,
prva se cijev zacepila i njome se bazen viSe nije punio. U nekom trenutku se zacepila i druga cijev, te je nakon
toga samo treca cijev punila bazen jo$ 1 sat i 30 minuta, sve dok bazen nije bio pun. Koliko je ukupno minuta
trajalo punjenje bazena?

Rezultat: 274

RjeSenje.

Prva cijev za jedan sat napuni 21—5 = %bazena, druga % bazena, a trec¢a % bazena.
Zajedno u jednom satu, tj. za 60 minuta, napune % + % + 110 = % = gbazena.

. 1 . 2 .1
U 12 minuta napune 3 bazena, a u 24 minute napune 50U bazena.

Na kraju ¢e samo treca cijev puniti bazen 1.5 sati. Za to vrijeme ¢e napuniti 1.5 - =% bazena.
o e . . 1 3 12 _ 3
To znadi da su druga i treca cijev punile zajedno 1 — PR bazena.

. P . . . . 1, 1 9
Druga i treca cijev zajedno u jednom satu, tj. za 60 minuta, napune 3 + o= 20 bazena.

- o3 . . 3.9 8 : :
Da bi zajedno napunile S bazena, potrebno im je S0 = 5 sata . 160 minuta.

Sveukupno, punjenje je trajalo 24 + 160 + 90 = 274 minute.



7.

Kuglice u kutijama "‘ &.S

Ve Vo
Fran sprema svojih 40 potpuno jednakih kuglica u 5 kutija razli¢itih boja. Na 's‘y 2| g
koliko ih nacina moZe rasporediti u kutije ako u jednu kutiju stane najvise 9 s" '&
kuglica, a svaka kuglica mora biti spremljena u neku od kutija? ¢’ Qg
Rezultat: 126
Rjesenje.

Fran ima 40 kuglica pa ne moZe u svaku od pet kutija spremiti po 9 kuglica.

Ako u Cetiri kutije spremi po 9 kuglica, u jednu kutiju mora spremiti jos 4 kuglice. Oznacimo takvu
vrstu rasporeda sa [9-9-9-9-4]. Kutiju u koju mora spremiti 4 kuglice moZe odabrati na 5 nacina.

Ako u tri kutije spremi po 9 kuglica, u dvije kutije mora spremiti jos§ 13 kuglica.

o [9-9-9-8-5] Kutiju s 8 kuglica moZe odabrati na 5 nacina, a za svaki takav izbor,
kutiju s 5 kuglica moZe odabrati na 4 nacina, dok u preostale tri kutije sprema po 9 kuglica. To
je ukupno 5 - 4 = 20 nacdina.

o [9-9-9-7-6] Analogno, to moze uciniti na 5 - 4 = 20 nacina.

Ako u dvije kutije spremi po 9 kuglica, u tri kutije mora spremiti jos 22 kuglice. To ne moze uciniti
tako da u svakoj od te tri kutije spremi najvise 7 kuglica pa barem u jednu od te tri kutije mora spremiti
8 kuglica. U preostale dvije kutije mora spremiti jo§ 14 kuglica.

o [9-9-8-8-6] Kutiju sa 6 kuglica moze odabrati na 5 nacina. Za svaki takav odabir
postoji 6 rasporeda preostalih kuglica u cetiri kutije: (9,9,8,8), (9,8,9,8), (9,8,8,9), (8,9,9,8),
(8,9,8,9), (8,8,9,9). To je ukupno 5 - 6 = 30 nacina.

o [9-9-8-7-7] Analogno, to moZe ucinitina 5 - 6 = 30 nacina.

Ako u jednu kutiju spremi 9 kuglica, u Cetiri kutije mora spremiti jo§ 31 kuglicu. To mora uciniti tako
da ujednu od te Cetiri kutije spremi 7 kuglica, a u preostale po 8 kuglica [9-8-8-8-7]. To moZe uciniti
na5 -4 = 20 nacdina.

Ako niti u jednu od kutija ne spremi 9 kuglica, onda u svakoj od pet kutija mora biti to¢no 8 kuglica
[8-8-8-8-8]. To je jos 1 mogudi raspored.

Kuglice se u kutije, prema uvjetima zadatka, mogu spremitina 5 + 40 4+ 60 + 20 + 1 = 126 nacina.

Napomena. U svaku od pet kutija stane najviSe 9 kuglica, ukupno 45 kuglica. Fran ima 40 kuglica pa umjesto
broja kuglica u kutijama moZemo promatrati broj slobodnih mjesta u svakoj od pet kutija. Slobodnih je mjesta
ukupno 5, te mozemo promatrati slu¢ajeve kao u gornjem rjeSenju samo $to u zapisu piSemo broj slobodnih
mjesta umjesto broja kuglica u pojedinoj kutiji. Na primjer, umjesto [9-9-9-8-5] piSemo [0-0-0-1-4] itd.

8.

Koliki je opseg lika na slici ako su brojevi na slici
opsezi odgovarajucih dijelova lika?

Opseg




Rezultat: 170

Rjesenje.

Uocimo dio pocetnog lika istaknut crvenim rubom. Njegov je
opseg jednak zbroju opsega likova s kojima ima zajednicki dio
ruba (likovi opsega 90, 40 i 130) umanjenom za dijelove koji

nisu na njegovom rubu. Dakle opseg lika s plavim rubom
iznosi

90 + 40 + 130 — 50 = 210.

Analogno, opseg zadanog lika jednak je zbroju opsega likova
s kojima ima zajednicki dio ruba (to su likovi opsega 110,
100, 60, 50 i 60) umanjenom za duljinu dijelova tih likova

w koji ne pripadaju rubu zadanog lika. Drugim rijecima, zbroj
opsega spomenutih dijelova treba umanjiti za opseg lika s
l crvenim rubom. Zato je opseg zadanog lika jednak:

110 + 100 + 60 + 50 + 60 — 210 = 170.

9. Povrsina ¢etverokuta

Toc¢ke M, N, P i R su, redom, polovista stranica AB, BC, CD i AD kvadrata ABCD. Unutar kvadrata ABCD
odabrana je tocka T tako da su povrSine cetverokuta P(AMTR) = 180, P(CPTN) = 340 i P(DRTP) = 273.
Kolika je povrSina Cetverokuta BNTM?

Rezultat: 247

Prvo rjesenje.

Tockom M stranica AB kvadrata podijeljena je na dva sukladna

dijela pa trokut AMT i trokut MBT imaju sukladne osnovice AM i

MB te zajednic¢ku visinu iz vrha T. Stoga su im i povr$ine jednake,
P(AMT) = P(MBT) = P,.

Analognojei P(BNT) = P(NCT) = P,, P(CPT) = P(PDT) = P;,.

P(DRT) = P(RAT) = P,.

Uocimo da je

P, + P, + P, + P, = P(AMTR) + P(CPTN) = 180 + 340 = 520.

Zato povrsina ¢etverokuta BNTM iznosi

P(BNTM) = P, + P, = 520 — (P; + P,) = 520 — P(DRTP)
=520 — 273 = 247.



Drugo rjesenje.

Nacrtajmo Cetverokut MNPR. Trokuti RAM, MBN, NCP i PDR su
medusobno sukladni jednakokra¢ni pravokutni trokuti, a zbroj
njihovih povrSina jednak je polovini povrSine kvadrata ABCD .
Cetverokut MNPR je kvadrat jer su mu stranice sukladne, a kutovi

pravi. Njegova je povrSina jednaka polovini povrSine kvadrata
ABCD. Oznacimo s a duljinu stranice kvadrata MNPR.

Prema oznakama na slici vrijedi:

|MN|'U1 |PR|'U2
Pamynt + Paprr = > + >

a kako je [MN| = |PR| = q,

a-v a-v a-(vit+v
P(MNT) + P(PRT) = 21+ 22= (12 2)

Primijetimo da je v; + v, = a (0znaCene visine u trokutima TMN i TPR dijele kvadrat MNPR na dva
pravokutnika) paje

a’? 1 1
P(MNT) + P(PRT) = == ZP(MNPR) = 2 P(ABCD).

Analogno, P(RMT) + P(NPT) = %P(MNPR) = %P(ABCD).

Dakle,
P(AMTR) + P(CPTN) = P(AMR) + P(RMT) + P(CPN) + P(NPT)

1 1 1

= (P(AMR) + P(CPN)) + (P(RMT) + P(NPT)) = ZP(ABCD) + ZP(ABCD) = EP(ABCD).
Kako je P(AMTR) + P(CPTN) = 180 + 340 = %P(ABCD), znati da je P(BNTM) + P(DRTP) = %P(ABCD).
Slijedi da je P(BNTM) + 273 = 180 + 340, paje P(BNTM) = 247.
Trece rjeSenje.

Oznacimo sa S srediSte kvadrata ABCD.

DuZine RN i PM dijele kvadrat na Cetiri sukladna kvadrata.
Tocka T nalazi se u jednom od tih kvadrata. Pretpostavimo da
se toCka T nalazi unutar kvadrata AMSR . Zbroj povrSina
kvadrata AMSR i SNCP c¢ini polovinu povrsSine kvadrata
ABCD.

P(CPTN) = P(SNCP) + P(SPT) + P(NST)
P(AMTR) = P(AMSR) — P(MST) — P(SRT)

UoCimo da trokuti SPT i MST imaju jednake povrsine
(sukladne su im osnovice SP i MS i zajedni¢ka visina).
Takoder, trokuti NST i SRT imaju jednake povrsine.

Prema tome, vrijedi:

P(AMTR) + P(CPTN) = P(AMSR) — P(MST) — P(SRT) + P(SNCP) + P(SPT) — P(NST)
= P(AMSR) — P(MST) — P(SRT) + P(SNCP) + P(MST) + P(SRT) = P(AMSR) + P(SNCP)
1

= 5 P(ABCD).

Kako jeP(AMTR) + P(CPTN) = 180 + 340 = %P(ABCD), znaci da je P(BNTM) + P(DRTP) = %P(ABCD),
paje P(BNTM) + 273 = 180 + 340, te slijedi P(BNTM) = 247.



10.  Djeljivi i nedjeljivi

Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 200 000 koji su djeljivi s 12 i 35, a nisu djeljivi ni s 24 ni s 257

Rezultat: 190
Prvo rjesenje.
Neka je a prirodan broj, a < 200 000 (tj. a < 199999) koji zadovoljava navedene uvjete:

(a) 12 | a (¢itamo: ,12 dijeli broj a“ ili ,12 je djelitelj broja a*)
(b)351a
(c) 24ta
(d)25+ta

Kako 12 | a i 35| a,abrojevi 12 i 35 su relativno prosti, i broj 12 - 35 = 420 dijeli broj a, tj. 420 | a.

Uvjete (a) i (b) zadovoljavaju visekratnici broja 420. Takvih brojeva manjih od 200 000 ima onoliko koliki je
nepotpuni koli¢nik brojeva 199 999 i 420, dakle 476.

Zbog uvjeta (c), od tih 476 brojeva treba ukloniti brojeve koji su djeljivi s 24. Kako je V' (420,24) = 840, takvih
je brojeva onoliko koliki je nepotpuni koli¢nik brojeva 199 999 i 840, dakle 238.

Zbog uvjeta (d), od onih 476 brojeva treba ukloniti brojeve koji su djeljivi s 25. Kako je V(420,25) = 2100,
takvih je brojeva onoliko koliki je nepotpuni koli¢nik brojeva 199 999 i 2100, dakle 95.

Tako bismo dobili 476 — 238 — 95 = 143.
Medutim, na ovaj nac¢in smo brojeve koji su djeljiviis 24 i s 25 uklonili dvaput. Zato treba dodati njihov broj.

Radi se o viSekratnicima broja V(24,25) = 24 - 25 = 600 koji su ujedno viSekratnici broja 420. Kako je
V(600,420) = 4200, takvih je brojeva onoliko koliki je nepotpuni koli¢nik brojeva 199 999 i1 4200, dakle 47.

Konacno, brojeva koji zadovoljavaju uvjete zadatka je 476 — 238 — 95 + 47 = 143 4+ 47 = 190.
Drugo rjesenje.

Brojevi koji su djeljivi s 12 i 35 su viSekratnici broja 420, tj. brojevi oblika 420 - k.

Da bi 420 - k bilo manje od 200 000, mora biti k < 476. Nekaje S = {1,2,3,...,476}.

Promotrimo sada uvjet 24 t a.
Broj 420 - k je uvijek djeljivs 12 jer 12 | 420. Broj 420 - k je djeljivs 24 = 2 - 12 ako i samo ako je k paran.

Promotrimo i uvjet 25 t a.
Broj 420 - k je uvijek djeljiv s 5 jer 5 | 420. Broj 420 - k je djeljiv s 25 = 52 ako i samo ako je broj k djeljiv s 5.

Dakle, treba odrediti koliko je brojeva u skupu S koji nisu parni i nisu djeljivi s 5. I parnih i neparnih brojeva
u tom je skupu 476 : 2 = 238.

Broj brojeva tog skupa S koji su djeljivi s 5 dobit ¢emo kao rezultat dijeljenja 476 s 5 - takvih je brojeva 95.
Brojeva koji nisu djeljivi s 5 u skupu S je 476 — 95 = 381.

Brojevi koji su parni i djeljivi s 5 viSekratnici su broja 10, a takvih u skupu S ima 47. Zato neparnih
viSekratnika broja 5 ima 95 — 47 = 48.

Oduzmimo li od broja neparnih elemenata skupa S broj neparnih viSekratnika broja 5, dobit éemo broj
brojeva k iz skupa S koji nisu parni i nisu djeljivi s 5, a to je broj koji trebamo: 238 — 48 = 190.

Brojeva koji zadovoljavaju uvjete zadatka ima 190.



