Hrvatsko matematicko drustvo

Hrvatska matematicka olimpijada

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE

drugo kolo - srijeda, 9. listopada 2024.

1. Nekasu A4, B, C, D, E i F razlic¢ite znamenke za koje vrijedi
AA+A=AB
BB+ B =CD
CC+C=EF

Koliko je AB + CD + EF ?

RjeSenja zadataka za grupu A (4./5.razred)

kadete

Rjesenje.
Znamenka A ne moZe biti 0. Ispitajmo ostale moguénosti.
A | AB=AA+A| B | CD=BB+B CD EF=CC+C EF
1 12 2 24 €=2
nemoguce jer B = C
=4
2 24 4 48 C, -
nemoguce jer B = C
3 36 6 72 C=7D=2 84 E=8F=4
4 48 8 96 C=9D=6 108, ,
nemoguce

Ako je A = 5, onda prva znamenka zbroja A4 + A nije A.

Vidimo da postoji samo jedna moguénost, AB = 36, CD = 72, EF = 84, paje

Napomena.

AB + CD + EF =36+ 72 + 84 = 192.

[z prve jednakosti zaklju¢ujemo da je A manji od 5 i da je B = 2A. Iz druge jednadZbe slijedi da je B veéi od 5,
paje B =6ili B = 8. Ta dva slucaja provjeravamo kao u tablici u danom rjeSenju.



2. U tablicu 100 x 100 upisani su prirodni brojevi tako da se brojevi u 199
susjednim poljima razlikuju za 1. Susjedna polja su ona koja imaju zajednicku
stranicu. U donje lijevo polje upisan je broj 1, u njemu susjedna polja broj 2 i tako
dalje, do gornjeg desnog polja u koje je upisan broj 199. Odredi zbroj svih brojeva
upisanih u tablicu.

Prvo rjesenje. 1|2
U tablici je ukupno zapisano 100 - 100 = 10 000 brojeva.
Pojavljuje se jedan broj 1, dva broja 2, ...., sto brojeva 100 (na dijagonali), a zatim se broj pojedinih brojeva

smanjuje. Zbroj svih tih brojeva je:
1+2+2)+@B3+3+3)+--+(100+ 100+ ---+100) + ---+ (197 + 197 + 197) + (198 + 198) + 199.
Uocimo da je zbroj brojeva u poljima koja su simetri¢na u odnosu na oznacenu dijagonalu uvijek jednak 200.
Grupiranjem dobivamo:
(14+199)+ (2+198)+ (2 +198) + (3+197) + -+ + (100 + 100) + --- 4+ (100 + 100)

Zbroj brojeva u svakoj zagradi je 200. Takvih je zagrada 10 000 : 2 = 5000 jer smo zbrojili svih 10 000
brojeva. Dakle, zbroj svih brojeva u tablici iznosi 200 - 5000 = 1 000 000.
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Drugo rjesenje.
U prvi stupac tablice upisani su brojevi od 1 do 100.
Njihov je zbroj

1+2+3+4+--+50+51+--+97+98+99 + 100 = 50-101.
U drugi stupac tablice upisani su brojevi od 2 do 101.
Njihov je zbroj

2+3+4+--+51+52+--+98+99 + 100+ 101 = 50-103.
Analogno, sljede¢i zbrojevi su 50 - 105, 50 - 107, ..., 50 - 299.
Zbroj zbrojeva po svim stupcima je

50-101 +50-103 + 50105 + ---+ 50295 + 50297 + 50 - 299

= 50-(101 4+ 103 + 105 + --- 4+ 295 + 297 + 299)
= 50-((101 + 299) + (103 + 297) + --- + (199 + 201))
= 50- (400 -50) = 1000 000.



3. U kvadratnoj mrezi na slici najblize su tocke udaljene 2 cm. Skiciraj pet . . - .
kvadrata razlicitih veli¢ina s vrhovima u toj mreZi, a zatim odredi njihove povrSine.

Rjesenje. £
Postoji pet razli¢itih veli¢ina kvadrata: *» © ® o
A: B: C:

PovrSine prva tri kvadrata lako je odrediti, jer su duljine njihovih stranica redom 2 cm, 4 cm i 6 cm.

Zato povrsSina kvadrata A iznosi 4 cm?, povrsina kvadrata B 16 cm?, a povrSina kvadrata C je 36 cm?2.

Povrsine kvadrata D i E mogu se izracunati na viSe nacina. Prikazat ¢emo dva nacina.

Prvi nacin odredivanja povrsine kvadrata D i E

Da bismo odredili povrSinu kvadrata D, razreZimo ga kao na lijevoj slici.

PremjeStanjem dvaju manjih pravokutnih trokuta (slika desno) dobivamo pravokutnik ¢ije su duljine stranica
4 cm i 2 cm. Njegova je povrsina 8 cm2.



Odredimo na kraju i povrsinu kvadrata E.

Razrezimo kvadrat E na 4 jednaka pravokutna trokuta (oznacena brojevima 1, 2, 3 i 4) i manji kvadrat.

Premjestanjem pravokutnog trokuta 2 iznad pravokutnog trokuta 1 i pravokutnog trokuta 4 desno od
pravokutnog trokuta 3 (vidi slike gore) dobivamo dva pravokutnika cije su duljine stranica 4 cm i 2 cm.
Povrsine tih pravokutnika su 4 - 2 = 8 cmz.

Povrsina kvadrata E jednaka je zbroju povrsina tih dvaju pravokutnika i povrSine manjeg kvadrata, odnosno
2-8+4=20cm2

Drugi nacin odredivanja povrsine kvadrata D i E

Nadopunimo kvadrat D s Cetirima jednakim pravokutnim trokutima (koji su
jednaki pravokutnim trokutima na koje je podijeljen kvadrat D). Tim
dopunjavanjem dobili smo kvadrat stranice duljine 4 cm ¢ija je povrSina dva puta
veca od povrsine kvadrata D. Zato povrSina kvadrata D iznosi (4 - 4) : 2 =8 cm2.

Nadopunimo kvadrat E s Cetirima jednakim pravokutnim trokutima. Tim
dopunjavanjem dobili smo kvadrat ¢ija je povrSina 6 - 6 = 36 cm?2.

PovrSina svakog od cetiri pravokutna trokuta jednaka je polovini povrSine
pravokutnika sa stranicama duljina 4 cm i 2 cm. PovrSina tog pravokutnika je
8 cm?, a povrsina svakog od dodanih pravokutnih trokuta 4 cm?.

Povrsina kvadrata E jednaka je razlici povrsina velikog kvadrata dobivenog
dopunjavanjem i zbroja povrsina Cetiriju pravokutnih trokuta

36-4-4 = 20 cm?

4. Troje ucenika petog razreda i Cetvero ucenika Cetvrtog razreda koji su odabrani za sudjelovanje na
ekipnom matematickom natjecanju trebaju se podijeliti u dvije ekipe - Gru i Malci. U jednoj ekipi trebaju biti
tri, a u drugoj Cetiri ucenika. U svakoj ekipi treba biti barem jedan ucenik petog razreda. Na koliko se nacina
ucenici mogu podijeliti u ekipe?

RjeSenje.

Razlikujemo cetiri slucaja, ovisno o broju ucenika u ekipama i razredima koje pohadaju.
Gru 5-4-4 5-5-4 5-4-4-4 5-5-4-4
Malci 5-5-4-4 5-4-4-4 5-5-4 5-4-4

Neka su A, Bi C ucenici petog razreda, a D, E, F i G ucenici ¢etvrtog razreda.



1. slucaj: Gru = 5-4-4, Malci = 5-5-4-4
Ekipa Gru ima tri u¢enika od kojih je samo jedan ucenik petog razreda, a ekipa Malci Cetiri uCenika od kojih

su dva ucenika petog razreda.

U ekipi Gru jednog ucenika petog razreda moguce je odabrati na 3 nacina (to je A ili B ili C). Preostala dva
Clana ekipe Gru, ucenike cetvrtog razreda, moguce je odabratina 4 -3:2 = 6 nacina (tosu D, Eili D, Fili D, G
ili E, Fili E, Gili F, G; poredak nije bitan). Ekipu Gru moguce je sastaviti na 3 - 6 = 18 nacina. U ekipi Malci su
svi preostali ucCenici.

2. slucaj: Gru = 5-5-4, Malci = 5-4-4-4
Ekipa Gru ima tri u¢enika od kojih su dva uc¢enika petog razreda, a ekipa Malci Cetiri ucenika od kojih je samo
jedan ucenik petog razreda.

U ekipi Gru dva ucenika petog razreda moguce je odabrati na 3 nacina - isto kao da biramo onog ucenika
petog razreda koji ¢e biti u ekipi Malci. Preostalog ¢lana ekipe Gru, utenika Cetvrtog razreda, moguce je
odabrati na 4 nacina. Ovakvu podjelu moguce je napraviti na 3 - 4 = 12 nacina.

3. slucaj: Gru = 5-4-4-4, Malci = 5-5-4
Ekipa Gru ima Cetiri u¢enika od kojih je samo jedan ucenik petog razreda, a ekipa Malci tri ucenika od kojih
su dva ucenika petog razreda.

Ovakvih podjela ima jednako kao i podjela u drugom slucaju, 12, jer su samo zamijenjene uloge (imena) ekipa.

4. slucaj: Gru = 5-5-4-4, Malci = 5-4-4
Ekipa Gru ima cetiri u¢enika od kojih su dva ucenika petog razreda, a ekipa Malci tri ucenika od kojih je samo
jedan ucenik petog razreda.

Ovakvih je podjela jednako kao u prvom slucaju, 18.

Ukupan broj mogucih podjela uenika u ekipe Gru i Malci je 18 + 12 + 12 + 18 = 60.

5. Vedran je zamolio prijatelje da zamisle dvoznamenkasti broj. Zatim im je davao upute:
e dodaj zamiSljenom broju 42
e pomnoZi dobiveni rezultat s 20
e dodaj tom rezultatu broj koji si zamislio
e podijeli dobiveni broj sa 7
¢ dodaj 80.

Kada je ¢uo da je Mirela dobila broj 311, a Nikola broj 443, Vedran je odmah odredio koje su brojeve zamislili.
Mozes li i ti odrediti te brojeve? Objasni na koji na¢in Vedran odreduje zamisSljene brojeve.

Prvo rjesenje.
PrikaZimo zamisljeni broj kao crveni pravokutnik: -

Slijedom Vedranovih uputa dobivamo:

(dodaj zamiSljenom broju 42) -E




(pomnozi dobiveni rezultat s 20)

42 42 42 42
42 42 42 42
42 42 42 42
42 42 42 42
42 42 42 42

(dodaj tom rezultatu broj koji si zamislio)

42 | 42 | 42 | 42

42 | 42 | 42 | 42

42 | a2 | 42| 4

42 | a2 | a2 | 42

42 | 42 | 42 | 42
odnosno...

- )

120

120

120

120

120

120

120

I

(podijeli dobiveni broj sa 7)

(dodaj 80)




Konacno, dobiveni rezultat Vedranovih prijatelja moZemo prikazati ovako:

Mirela je zamislila broj 37.
Sliéno zakljucujemo da je Nikola zamislio broj (443 — 200):3 = 243:3 = 81.

Da bi dobio zamisljeni broj, Vedran mora od rezultata oduzeti broj 200 i zatim podijeliti s 3.

Drugo rjesenje

Umjesto da broju dodaju 42, pa pomnoze rezultat s 20, Vedranovi prijatelji mogu zamisljeni broj pomnoziti s
20 te rezultatu dodati 42 - 20 = 840. Kada tom rezultatu dodaju zamisljeni broj, rezultat je zamiSljeni broj
pomnoZen s 21 te uvecan za 840. Dijeljenjem sa 7 dobije se zamiSljeni broj pomnozZen s 3 i uvec¢an za 840:7 =
120. Na kraju dodaju jo$ 80 te dobiju zamisljeni broj pomnoZen s 3 i uvecan za 200.

To znaci da Vedran mora od rezultata oduzeti broj 200 i zatim podijeliti s 3 da bi dobio zamisljeni broj.
Mirela je zamislila broj (311 — 200): 3 = 111: 3 = 37, a Nikola broj (443 — 200): 3 = 243:3 = 81.

Trece rjesSenje
Neka je x broj zamisljeni broj.
Slijede¢i Vedranove upute, nakon prva tri koraka dobije se
e (dodaj zamiSljenom broju 42) x +42
e (pomnoZi dobiveni rezultat s 20) (x+42)-20
e (dodaj tom rezultatu broj koji si zamislio)  (x +42) - 20 +x

Sredivanjem dobivamo (x + 42) - 20 + x = 20x + 840 + x = 21x + 840

Nakon sljedeceg koraka (podijeli dobiveni broj sa 7) rezultat je 3x + 120
te na kraju (dodaj 80) konacno 3x + 200.

Mirelin broj dobit ¢emo rjeSavanjem jednadzbe 3x + 200 = 311.

3x =311 - 200 = 111, x=111: 3 =37.
Za Nikolin broj vrijedi 3x + 200 = 443 te dobivamo x = 81.
Mirela je zamislila broj 37, a Nikola broj 81.

Vedran zamisljeni broj dobiva tako da rezultat umanji za 200 i dobivenu razliku podijeli brojem 3.
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Hrvatsko matematic¢ko drustvo Hrvatska matemati¢ka olimpijada 72 kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo - srijeda, 9. listopada 2024.

RjeSenja zadataka za grupu B (5./6. razred)

1. Nekasu A4, B, C, D, E i F razlicite znamenke za koje vrijedi
AA+A=AB
BB+ B =CD
CC+C=EF

Koliko je AB + CD + EF?

Rjesenje.

Znamenka A ne moZe biti 0. Ispitajmo ostale mogucnosti.

A | AB=A4AA+ A B CD=BB+B ¢ D EF=CC+C EF
1 12 2 24 €=z

nemoguce jer B = C
2 24 4 48 €=4

nemoguce jer B = C
3 36 6 72 C=7,D=2 84 E=8F=4
4 48 8 96 C=9D=6 108, ,

nemoguce

Ako je A > 5, onda prva znamenka zbroja AA + A nije A.
Vidimo da postoji samo jedna moguénost, AB = 36, CD = 72, EF = 84, paje
AB + CD + EF =36+ 72+ 84 =192.

Napomena.

[z prve jednakosti zaklju¢ujemo da je A manji od 5 i da je B = 2A. 1z druge jednadzZbe slijedi da je B ve¢i od 5,
paje B=61li B =8. Ta dva slucaja provjeravamo kao u tablici u danom rjeSenju.



2. Neka je ABCD kvadrat. To¢ka E pripada stranici BC i vrijedi |BE| = é |BC|, a tocka F pripada stranici

CD i vrijedi |FC| = % |CD|. Ako povrsina trokuta AEF iznosi 5292 cm?, koliki su opseg i povrsina kvadrata
ABCD?

Rjesenje.

Neka je a duljina stranice kvadrata ABCD.

Znaci,a = |AB| = |BC| = |CD| = |DA]|.

Povr$ina kvadrata ABCD jednaka je a?.

Kako je |BE| = §|BC|, slijedi da je |BE| = %a =0.2ai|EC| = ga = 0.8a.
Kako je |FC| = g |CD|, slijedi da je |DF| = %a =0.2ai|FC| = %a = 0.8a.

Povrsine trokuta AABE i AAFD su jednake i iznose (a-0.2a):2 = 0.1a?. Povr$ina trokuta AECF iznosi
(0.8a - 0.8a): 2 = 0.32a?. Zbroj povrsina tih triju trokuta iznosi 0.1a® + 0.1a? + 0.32a? = 0.52a2.

D F C

E

A B

Povrsina trokuta AAEF jednaka je povrSini kvadrata ABCD umanjenoj za zbroj povrSina trokuta ABE, AFD i
ECF, tj.iznosi a? — 0.52a% = 0.48a?.

Povrs$ina trokuta AAEF iznosi 5292 cm? pa vrijedi 0.48a? = 5292, odnosno
a? =5292:0.48 = 11025.
Povrs$ina kvadrata jednaka je 11025 cm?.
Broj 11025 rastavimo na proste faktore: 11025 =3-3-5-5-7-7.
Proste faktore podijelimo u dvije jednake grupe: 11025 =(3-5-7)-(3-5-7) = 105 - 105.

Znacdi, duljina stranice kvadrata iznosi a = 105 cm, pa je opseg 105 - 4 = 420 cm.



3. U nizu od deset prirodnih brojeva treci i svaki sljedeci €lan niza jednak je zbroju dvaju prethodnih

Clanova, a sedmi ¢lan niza je 184. DokaZi da je u svakom takvom nizu zbroj prvih deset €lanova isti, te odredi

taj zbroj.

Rjesenje.

Neka su prva dva ¢lana niza prirodni brojevi a i b. Svih deset ¢lanova moZemo prikazati pomocu a i b:
F1=a, F2=b, F3=a+b, F4_=a+2b, F5=2a+3b,

F¢ = 3a + 5b, F;, = 5a + 8b, Fg = 8a + 13b, Fg = 13a + 21p, Fig = 21a + 34b.

Oznacimo njihov zbroj sa Z. Vrijedi

Z=a+b+(a+b)+ (a+2b)+ (2a+3b) + (3a +5b)

+(5a +8b) + (8a + 13b) + (13a + 21b) + (21a + 34b) = 55a + 88b,
odnosno

Z =11 (5a+ 8b).
Kako je sedmi ¢lan niza 184, tj. 5a + 8b = 184, vrijednost zbroja Z je
Z=11-184
Z =2024

Zbroj deset brojeva takvog niza je 2024.

Napomena. Postoje Cetiri takva niza. Kako su pribrojnici 8b i 184 djeljivi s 8, pribrojnik 5a mora biti djeljiv
s 8. Brojevi 5 i 8 su relativno prosti pa a mora biti djeljiv s 8.

Kako su a i b prirodni brojevi, pribrojnik 5a mora biti manji od 184, tj. a < 36.8.

Postoje Cetiri niza koji zadovoljavaju uvjete zadatka.

1. niz: 8,18, ...
2. niz: 16,13, ...
3. niz: 24,8, ...
4. niz: 32,3, ...
4. Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi za koje vrijedi 15a + 6b = 20c.

a) Jeliumnozaka - b - c uvijek djeljivs 30 ?

b) Jeliumnozaka - b - c uvijek djeljivs 20 ?

Rjesenje.

a) U izrazu 15a + 6b = 20c brojevi 6b i 20c su djeljivi s 2 pa i pribrojnik 15a mora biti djeljiv s 2. Kako su
brojevi 15 i 2 relativno prosti, to ¢e biti jedino ako je i a djeljiv s 2. Neka je a = 2k, k € N.

U izrazu 15a + 6b = 20c brojevi 15a i 20c su djeljivi s 5 pa i pribrojnik 60 mora biti djeljiv s 5. Kako su
brojevi 6 i 5 relativno prosti, to ¢e biti jedino ako je i b djeljivs 5. Neka je b = 5m, m € N.

Uizrazu 15a + 6b = 20c pribrojnici 15a i 6b su djeljivi s 3 pa i zbroj 20c mora biti djeljiv s 3. Kako su brojevi
20 i 3 relativno prosti, to e biti jedino ako je i c djeljiv s 3. Neka je c = 3n,n € N.

Tadajea-b-c=2k-5m-3n = 30-kmn, pajeumnozaka - b - c uvijek djeljiv s 30.

b) Ne; na primjer,zaa =2, b=5, c=3je15-2+6:5=20-3,aumnozak 2 - 5 - 3 nije djeljiv s 20.



5. Mario treba odabrati lozinku koja se sastoji od pet znakova medu kojima trebaju biti tri znamenke i
dva slova hrvatske abecede pri ¢emu nisu svi znakovi razlic¢iti. Koliko ima takvih lozinki?

Prvo rjesenje.
Broj mogucih lozinki odredit ¢emo tako da od broja svih lozinki koje se mogu napisati pomocu tri znamenke
i dva slova hrvatske abecede oduzmemo broj takvih lozinki u kojima su svi znakovi razli¢iti.

Lozinka se sastoji od pet znakova. Biraju se 3 znamenke iz skupa od 10 znamenaka te 2 slova hrvatske abecede
iz skupa od 30 slova. Neka je Z oznaka za znamenku, a S oznaka za slovo u lozinki.

Odredimo najprije na koliko se pozicija u lozinki mogu rasporediti dva slova. Prvo slovo mozemo rasporediti
na jednu od 5 pozicija, a drugo slovo na jednu od preostale 4 pozicije. Kako u rasporedu pozicija, prije odabira
slova, nije vazno koje je prvo, a koje drugo slovo, broj nacina 5 - 4 treba podijeliti s 2. Znamenkama, tada,
popunjavamo slobodne pozicije.

Dakle, dva slova i tri znamenke mogu se u lozinki rasporediti na 10 nacina.
(To su: SSZZZ, SZS77Z, SZZSZ, SZZ7S, ZSS7Z, ZS7SZ, ZS77S, Z7SSZ, Z7SZS, Z717SS.)

Odredimo broj svih lozinki koje se mogu napisati pomocu tri znamenke i dva slova hrvatske abecede.

U svakom od 10 mogucih rasporeda:

- slova u lozinki smiju se ponavljati pa svako od njih moZemo odabrati na 30 nacina, tj. ukupno 30 - 30
nacina

- znamenke u lozinki smiju se ponavljati pa svaku od njih moZemo odabrati na 10, tj. ukupno 10 - 10 - 10
nacina.

Broj svih mogucih lozinki koje se mogu napisati pomoc¢u tri znamenke i dva slova hrvatske abecede je 10 -

30-30-10-10-10 =9000000.

Odredimo broj takvih lozinki u kojima su svi znakovi razliciti.
U svakom od 10 mogucih rasporeda:

- slova u lozinki moraju biti medusobno razli¢ita pa prvo slovo moZemo odabrati na 30, a drugo na 29,
ukupno 30 - 29 nacina.

- znamenke u lozinki moraju biti medusobno razli¢ite pa prvu znamenku moZemo odabrati na 10, drugu
na 9, tre¢u na 8, ukupno 10 - 9 - 8 naCina.

Broj lozinki u kojima su svi znakovi razli¢iti je
10-30-29-10-9-8 = 6264000.

Prema tome, broj lozinki u kojima nisu svi znakovi razliciti je
9000000 — 6264000 = 2736000.

Drugo rjeSenje.

Odredimo broj svih lozinki u kojima su dva ista slova.

U svakom od 10 mogucih rasporeda:

- slovo koje se ponavlja u lozinki moZemo odabrati na 30 nacina

- tri znamenke biramo na 10 - 10 - 10 nacina

Broj lozinki u kojima su dva slova istaje 10 - 30 - 10 - 10 - 10 = 300 000.



Odredimo broj svih lozinki u kojima su slova razlicita, a jedna znamenka se ponavlja to¢no dva puta.
U svakom od 10 mogucih rasporeda:
- dvarazli¢ita slova moZemo odabrati na 30 - 29 nacina

- znamenku u lozinki koja se ponavlja to¢no dva puta mozemo odabrati na 10 nacina, a preostalu znamenku
na 9 nacina

- tri sumoguce pozicije na koje se moZe rasporediti znamenka koja se ne ponavlja
Broj lozinki u kojima su slova razlicita, a jedna znamenka se ponavlja to¢no dva puta je
10-30-29-10-9-3 = 2349 000.

Odredimo broj svih lozinki u kojima su slova razli¢ita, znamenka se ponavlja tri puta.
U svakom od 10 mogucih rasporeda:

- dvarazli¢ita slova mozemo odabrati na 30 - 29 nacina

- znamenku u lozinki koja se ponavlja tri puta mozemo odabrati na 10 nacina

Broj lozinki u kojima su slova razli¢ita, znamenka se ponavlja tri puta je
10-30-29-10 =87 000.

Prema tome, broj lozinki u kojima nisu svi znakovi razliciti je
300 000 + 2 349 000 + 87 000 = 2736000.
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Hrvatsko matematicko drustvo Hrvatska matematicka olimpijada 7a kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo - srijeda, 9. listopada 2024.
RjeSenja zadataka za grupu C (6./7.razred)

1. Koliko ima medusobno razli¢itih (nesukladnih) raznostrani¢nih trokuta kojima su duljine svih
stranica prirodni brojevi, a duljina najdulje stranice je 100 ?

Prvo rjesenje.
Neka su duljine stranica trokuta prirodni brojevi a, b, ¢, pri ¢emu jea < b <c, tj.a < b < 100. Vrijede
sljedece nejednakosti (nejednakost trokuta)

a<b+100

b <a+100

100<a+b

Kako je a < b, prva nejednakost a < b + 100 je zadovoljena za svaki a € N pa je, u nastavku, ne treba
promatrati.

[ druga nejednakost, b < a + 100, zadovoljena je za svaki a € N, jer je, prema uvjetu zadatka b < 100 paje, u
nastavku, ne treba promatrati.

Iz trece nejednakosti, 100 < a + b, slijedidaje b > 100 — a.

Promatrajmo, redom, a € N i odgovarajuce vrijednosti za b, b < 100. Najve(i a koji promatramo je 98, u
slucaju kada je 98 < 99 < 100.

a b>a b > 100 —a | konacni uvjet broj trokuta
1 b>1 b > 99 99 < b <100 0
2 b > 2 b > 98 98 < b <100 1
3 b >3 b>97 97 < b <100 2
4 b >4 b > 96 96 < b <100 3
49 b > 49 b > 51 51 <b <100 48
50 b > 50 b > 50 50 <b <100 49
51 b > 51 b > 49 51 <b <100 48
52 b > 52 b > 48 52 <b <100 47
53 b > 53 b > 47 53 <b <100 46
97 b > 97 b >3 97 < b <100 2
98 b > 98 b>?2 98 < b <100 1

Broj trokuta koji ispunjavaju uvjete zadatka je
1+24+--4+48+4+49+48+47+--4+1=2-(1+2+--48) + 49 = 2401.



Drugo rjesSenje.
Neka su kao u prvom rjeSenju duljine stranica trokuta prirodni brojevi a, b, 100, pri emu je a < b < 100, te
zaklju¢imo da vrijede nejednakosti trokuta:
a<b+100
b <a+100
100<a+b
Akoje b = 99, onda mora vrijediti a € {2,3, ...,98}, odnosno imamo 97 trokuta.
Akoje b = 98, onda mora vrijediti a € {3,4, ...,97}, odnosno imamo 95 trokuta.
Akoje b = 97, onda mora vrijediti a € {4,5, ...,96}, odnosno imamo 93 trokuta.
Nastavimo li na isti nacin zakljucivati, moZemo uociti da ako smanjimo b za 1, broj trokuta se smanjuje za 2.
Akoje b = 52, onda mora vrijediti a € {49,50,51}, odnosno imamo 3 trokuta.
Akoje b = 51, onda mora vrijediti a € {50}, odnosno imamo 1 trokut.
Za b < 50, nema trokuta koji zadovoljavaju uvjet a < b.
Ukupno imamo1+3+5++-+93+95+97 =49-98: 2 = 2401 trokut.

2. U nizu od deset prirodnih brojeva tredi i svaki sljeded¢i ¢lan niza jednak je zbroju dvaju prethodnih
Clanova, a sedmi ¢lan niza je 184. Koliko ima takvih nizova? Za svaki od njih napisi prva dva ¢lana i odredi
zbroj svih deset ¢lanova niza.

Rjesenje.
Neka su prva dva ¢lana niza prirodni brojevi a i b. Svih deset ¢lanova moZemo prikazati pomocu a i b:
Fi=a, F, = b, F;=a+b, F, =a+2b, Fs = 2a + 3b,
F¢ = 3a + 5b, F;, = 5a + 8b, Fg = 8a + 13b, Fg = 13a + 21p, Fiqg = 21a + 34b.
Oznacimo njihov zbroj sa Z. Vrijedi
Z=a+b+(a+b)+ (a+2b)+ (2a+3b)+
(3a +5b) + (5a + 8b) + (8a + 13b) + (13a + 21b) + (21a + 34b)
Z =55a + 88b
Z =11-(5a + 8b)
Kako je sedmi ¢lan niza 184, tj. 5a + 8b = 184, vrijednost zbroja Z je
Z=11-184
Z =2024
Zbroj deset brojeva tog niza je 2024.

Promotrimo za koje je vrijednosti prirodnih brojeva a i b sedmi ¢lan tog niza jednak 184, odnosno za koje
vrijednosti brojevaaib je 5a + 8b = 184.

Kako su pribrojnici 8b i 184 djeljivi s 8, pribrojnik 5a mora biti djeljiv s 8. Brojevi 5 i 8 su relativno prosti pa
a mora biti djeljiv s 8.

Kako su a i b prirodni brojevi, pribrojnik 5a mora biti manji od 184, tj. a < 36.8.

a b=(184—5a):8
18

16 13

24 8

32




Postoje Cetiri niza koji zadovoljavaju uvjete zadatka.

1. niz: 8,18, ...
2. niz: 16,13, ...
3. niz: 24,8, ...
4. niz: 32,3, ...
3. Mario treba odabrati lozinku koja se sastoji od pet znakova medu kojima trebaju biti tri znamenke i

dva slova hrvatske abecede pri ¢emu nisu svi znakovi razlic¢iti. Koliko ima takvih lozinki?

Prvo rjesenje.
Broj mogucih lozinki odredit ¢emo tako da od broja svih lozinki koje se mogu napisati pomoc¢u tri znamenke
i dva slova hrvatske abecede oduzmemo broj takvih lozinki u kojima su svi znakovi razli¢iti.

Lozinka se sastoji od pet znakova. Biraju se 3 znamenke iz skupa od 10 znamenaka te 2 slova hrvatske abecede
iz skupa od 30 slova. Neka je Z oznaka za znamenku, a S oznaka za slovo u lozinki.

Odredimo najprije na koliko se pozicija u lozinki mogu rasporediti dva slova. Prvo slovo mozemo rasporediti
najednu od 5 pozicija, a drugo slovo na jednu od preostale 4 pozicije. Kako u rasporedu pozicija, prije odabira
slova, nije vazno koje je prvo, a koje drugo slovo, broj nacina 5 - 4 treba podijeliti s 2. Znamenkama, tada,
popunjavamo slobodne pozicije.

Dakle, dva slova i tri znamenke mogu se u lozinki rasporediti na 10 nacina.
(To su SSZZZ, SZSZZ, SZZSZ, SZZZS, ZSSZZ, ZSZSZ, ZSZZS, Z7SSZ, Z7ZSZS, 777SS.)

Odredimo broj svih lozinki koje se mogu napisati pomocu tri znamenke i dva slova hrvatske abecede.

U svakom od 10 mogucih rasporeda:

- slova u lozinki smiju se ponavljati pa svako od njih moZemo odabrati na 30 nacina, tj. ukupno 30 - 30
nacina

- znamenke u lozinki smiju se ponavljati pa svaku od njih moZemo odabrati na 10, tj. ukupno 10 - 10 - 10
nacina.

Broj svih mogucih lozinki koje se mogu napisati pomocu tri znamenke i dva slova hrvatske abecede je 10 -

30-30-10-10-10 =9000000.

Odredimo broj takvih lozinki u kojima su svi znakovi razliciti
U svakom od 10 mogucih rasporeda:

- slova u lozinki moraju biti medusobno razli¢ita pa prvo slovo moZemo odabrati na 30, a drugo na 29,
ukupno 30 - 29 nacina.

- znamenke u lozinki moraju biti medusobno razli¢ite pa prvu znamenku moZemo odabrati na 10, drugu
na 9, tre¢u na 8, ukupno 10 - 9 - 8 naCina.

Broj lozinki u kojima su svi znakovi razliciti je
10-30-29-10-9-8 = 6264000.

Prema tome, broj lozinki u kojima nisu svi znakovi razliciti je
9000000 — 6264000 = 2736000.



Drugo rjeSenje.

Odredimo broj svih lozinki u kojima su dva ista slova.

U svakom od 10 mogucih rasporeda:

- slovo koje se ponavlja u lozinki moZemo odabrati na 30 nacina

- tri znamenke biramo na 10 - 10 - 10 nacina

Broj lozinki u kojima su dva slova istaje 10 - 30 - 10 - 10 - 10 = 300 000.

Odredimo broj svih lozinki u kojima su slova razlicita, a jedna znamenka se ponavlja to¢no dva puta.
U svakom od 10 mogucih rasporeda:
- dvarazli¢ita slova moZemo odabrati na 30 - 29 nacina

- znamenku u lozinki koja se ponavlja to¢no dva puta mozemo odabrati na 10 nacina, a preostalu znamenku
na 9 nacina

- tri sumoguce pozicije na koje se moZe rasporediti znamenka koja se ne ponavlja
Broj lozinki u kojima su slova razlicita, a jedna znamenka se ponavlja to¢no dva puta je
10-30-29-10-9-3 = 2349 000.

Odredimo broj svih lozinki u kojima su slova razli¢ita, znamenka se ponavlja tri puta.
U svakom od 10 mogucih rasporeda:

- dvarazli¢ita slova moZemo odabrati na 30 - 29 nacina

- znamenku u lozinki koja se ponavlja tri puta moZemo odabrati na 10 nacina

Broj lozinki u kojima su slova razli¢ita, znamenka se ponavlja tri puta je
10-30-29-10 =87 000.

Prema tome, broj lozinki u kojima nisu svi znakovi razliciti je
300 000 + 2 349 000 + 87 000 = 2736000.

4. Za lik na slici vrijedi

|<BEC| = |%ADB|, |<CAD|=|XECA| i |CE| = |AD|.
Dokazi daje |BD| = |BE|. /\

E C
Prvo rjesenje.
Neka je totka F sjeciste duzina BE i AC, a to¢ka G sjeciste duzina BD i AC.
D _ _ A B
PokaZimo da je ADAG = ACEF.
/B\ Kako je 4BEC = 4FEC i 4CAD = 4GAD te 4ADB = 4ADG i 4ECA = 4ECF,
E C imamo (uvjeti zadatka):
4FEC = 4ADG
N 4GAD = 4ECF
F CE = 4D

A B Stoga je ADAG = ACEF (poucak KSK) pajei|EF| = |DG]|.



Pokazimo da je ABGF jednakokracan.

Trokut DAG i trokut CEF podudaraju se u kutovima uz stranice CE i AD pa se
podudaraju i u tre¢em kutu, £CFE = ADGA.

Kutovi 4CFE i 4DGA su sukladni pa su sukladni i njihovi susjedni kutovi,
4BFG = 4FGB. To su kutovi uz stranicu FG paje ABGF jednakokracan. Stoga
jei|BF| = |BG|.

Dakle, pokazali smo daje |[EF| = |DG|i|BF| = |BG|.
Kako je |[BD| = |BG| + |GD| i |BE| = |BF| + |FE|, tada je |BD| = |BE|, $to je i trebalo dokazati.

Drugo rjesSenje.

- D
Neka je tocka H sjeciSte duZina CE i AD.
Prema uvjetu zadatka vrijedi |CAH| = |4#HCA|, paje |AH| = |HC|. ﬂ\
H

Buduci daje |CE| = |AD|, slijedi |CE| — |HC| = |AD| — |AH|,

odnosno |EH| = |HD|.
Dakle, trokut DEH je jednakokracan s osnovicom DE, paje |#HED| = |4EDH|.

Slijedi A B

|AHED| + |4BEH| = |4EDH| + |4HDB|,
odnosno |ABED| = |4EDB)|. Zakljutujemo da je trokut EBD jednakokracan s osnovicom DE.
Dakle, vrijedi |BD| = |BE]|, $to je i trebalo dokazati.

5. Odredi sve parove prirodnih brojeva a i b za koje je
a-b+102=3-V(a,b)+36-D(a,b).

V(a, b) je najmanji zajednicki visekratnik, a D (a, b) najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b.

Prvo rjesenje.
Uvedimo oznake D(a,b) =DiV(a,b) = V.
a-b+102=3-V+36-D

Kakojea-b =D -V,imamo

DV + 102 =3V + 36D

DV —36D =3V — 102

DV —36) =3V —102
3V-102 3-(V-36)+6  V-—-36 6 6

3+

D=3 =7 v=3 “3Vv—-3"v=-3 *tv_3s

Najveci zajednicki djelitelj brojeva je prirodan broj pa V — 36 mora biti djelitelj broja 6.



V—-36 |4 D=3+V—36 D dijeliV i D >0

1 37 9 nije rjeSenje
2 38 6 nije rjeSenje
3 39 5 nije rjeSenje
6 42 4 nije rjeSenje
-1 35 -3 nije rjeSenje
-2 34 0 nije rjeSenje
-3 33 1 1 dijeli 33

—6 30 2 2 dijeli 30

UslucajukadajeD =1iV =33 imamoa-b = D -V = 33. Mogudi parovi brojeva a i b su {1,33}, {3,11}.

U slucaju kada je D =2iV =30imamoa-b =D -V = 60. Mogu¢i parovi brojeva a i b su {1,60}, {2,30},
{3,203, {4,15}, {5,12}, {6,10}. Kako je D = 2, jedina rjeSenja su {2,30} i {6,10}.

Konacno, parovi prirodnih brojeva a i b za koje jea - b+ 102 =3-V(a,b) + 36 - D(a,b) su {1,33}, {3,11},
{2,30}i{6,10}.

Napomena. Tvrdnjaa - b = D - V se dokazuje koriste(i rastav na proste faktore. Ako je p bilo koji prost faktor
brojeva a i b, onda postoje brojevi k, £ € Ny takvi da je p* potencija broja p u rastavu broja a, te p¢ potencija
broja p u rastavu broja b na proste faktore. Manja od tih potencija je upravo potencija broja p u rastavu broja
D, a veca je potencija broja p u rastavu broja V na proste faktore.

Drugo rjesSenje.
Uvedimo oznaku D(a,b) = D. Neka je a =Da; i b =Db;, pri ¢emu prirodni brojevi a; i b; nemaju
zajednickih prostih faktora (relativno su prosti). Tada je V(a, b) = Da, b;.
U novim oznakama jednadzba glasi
Da, - Dby + 102 = 3Da,b, + 36D.
Uocimo da svi pribrojnici, osim 102, imaju faktor D, pa slijedi da je D djelitelj broja 102.
Budu¢idaje 102 = 2-3-17,slijedidaje D € {1,2,3,6,17,34,51,102}.
Ako je D = 1, onda imamo jednadZbu
a;by + 102 = 3a,b; + 36,
odnosno
33 = a,b;.
Moguci parovi brojeva a i b su {1,33}, {3,11}.
Ako je D = 2, onda imamo jednadZbu 4a,b; + 102 = 6a,b; + 72, odnosno 15 = a, b;.
Moguci parovi brojeva a i b su {2,30}, {6,10}.
Ako je D = 3, onda imamo jednadZbu 6a,b; + 102 = 6a,b,; + 108, Sto je nemoguce.
Sli¢no, u ostalim slu¢ajevima dobivamo:
za D = 6 jednadzbu 18a,b, = 114,
za D = 17 jednadZbu 14a,b; = 30,
za D = 34 jednadZbu 31a,b; = 33,
za D = 51 jednadZbu 48a,b; = 34,

teza D = 102 jednadZbu 99a,b, = 35, od kojih nijedna nema rjeSenja.



