Hrvatsko matematicko drustvo : b

Hrvatska matematicka olimpijada 7a kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo - ¢etvrtak, 19. listopada 2023.

RjeSenja zadataka za grupu A (4./5.razred)

1. 0d pravokutnog lista papira dimenzija 54 cmi 15 cm Marko odreZe najveéi moguci kvadrat. Od ostatka
papira ponovno odreze najve¢i moguci kvadrat i postupak nastavlja sve dok cijeli list ne izreZe na kvadrate tj.
dok preostali komad papira ne bude takoder kvadrat. Koliki je zbroj opsega svih tako dobivenih kvadrata?

Rjesenje.

0d pravokutnog papira dimenzija 54 cm i 15 cm Marko najprije reZe tri kvadrata stranice duljine 15 cm.

Nakon toga, od pravokutnog lista papira dimenzija 54 — 3 - 15 = 9,tj. 9 cm i 15 cm Marko
reZe jedan kvadrat sa stranicom duljine 9 cm.

Nakon toga, od pravokutnog lista papira dimenzija 15 — 9 = 6,

tj. 6 cm i 9 cm Marko reZe jedan kvadrat sa stranicom duljine 6 cm.

Nakon toga, od pravokutnog lista papira dimenzija9 — 6 = 3,

tj. 3 cm i 6 cm Marko reze dva kvadrata sa stranicom duljine 3 cm.

Zbroj opsega svih kvadrata iznosi 3- 60 + 36 + 24 + 2 - 12 = 180 + 36 + 24 + 24 = 264 cm.



2. U zaljevu su tri gusarska broda. Tijekom no¢i dogadaju se pljacke pa je prve no¢i tre¢ina zlatnika s
prvog broda prebacena na drugi brod. Druge noc¢i je Cetvrtina zlatnika s drugog broda prebacena na treéi brod,
a trece je nodi petina zlatnika s treceg broda prebacena na prvi brod. Ujutro nakon trece pljacke na svakom je
brodu to¢no 360 zlatnika. Koliko je zlatnika prije prve pljacke bilo na prvom brodu?

Rjesenje.

Nakon sve tri pljacke na svakom je brodu po 360 zlatnika.

Prvi brod Drugi brod Treci brod
Nakon tri pljacke 360 360 360

Kako je trec¢e no¢i petina zlatnika s tre¢eg broda prebacena na prvi brod, na tre¢em brodu su ostale Cetiri
petine zlatnika, $to iznosi 360 zlatnika. Ako 360 zlatnika predstavlja Cetiri petine zlatnika s tre¢eg broda, znaci
da je jedna petina zlatnika s tre¢eg broda 90 zlatnika. Prije tog premjeStanja je na tre¢em brodu bilo 360 + 90
=450 zlatnika, a na prvom brodu 360 - 90 = 270 zlatnika.

Prvi brod Drugi brod Tredi brod
Prije trece pljacke 270 360 450

Kako je druge nodi Cetvrtina zlatnika s drugog broda prebacena na treéi brod, na drugom je brodu prije toga
bilo 360 + 360 : 3 =3 -120 4+ 120 = 4 - 120 = 480 zlatnika. Na tre¢em je brodu prije toga bilo 450 — 120 =
330 zlatnika.

Prvi brod Drugi brod Treéi brod
Prije druge pljacke 270 480 330

Kako je prve no¢i tre¢ina zlatnika s prvog broda prebacena na drugi brod, na prvom je brodu prije toga bilo
270+ 270:2 =2-135+ 135 = 3 - 135 = 405 zlatnika. Na drugom je brodu prije toga bilo 480 — 135 =
345 zlatnika.

Prvi brod Drugi brod Treéi brod
Prije prve pljacke 405 345 330

Na prvom je brodu, prije prve pljacke, bilo 405 zlatnika.



3. Sve karte za autobus na relaciji Rijeka-Zagreb koji krece u 8 sati su prodane. Sjedala u autobusu
oznacena su redom brojevima 1, 2, 3, i tako dalje do posljednjeg sjedala u autobusu. Greskom su za jedno
sjedalo prodane dvije karte. Zbroj brojeva sjedala na svim prodanim kartama je 1219. Za koje su sjedalo
prodane dvije karte?

RjeSenje.

Najprije treba odrediti ukupan broj sjedala. Zbroj brojeva svih sjedala treba biti manji od 1219. Kako bismo

procijenili broj sjedala zbrojimo prvih 50 brojeva:
1+24+--4494+50=(1+50)+(2+49) + -+ (25+26) = 25-51 = 1275.

Taj je zbroj ve¢i od 1219 pa zakljuujemo da ima manje od 50 sjedala.

Zbroj prvih 48 brojeva iznosi
14+2+--4+474+48=(14+48)+ 2 +47)+---+ (24 4+ 25) = 24 -49 = 1176.

Kad bi broj sjedala bio manji od 48, razlika broja 1219 i zbroja brojeva svih sjedala bila bi veéa od najveceg
broja sjedala. Kad bi broj sjedala bio veci od 48, zbroj brojeva sjedala bi bio veci od 1219.

Dakle, u autobusu ima to¢no 48 sjedala. Zbroj brojeva sjedala na svim prodanim kartama, da nisu greskom
prodane dvije karte za isto sjedalo, bio bi 1176.

Kako je 1219 — 1176 = 43, greSkom su prodane dvije karte za sjedalo 43.



4. Stotinu stolica sloZeno je ukrug i na njima redom piSu brojevi od 1 do 100. Ivica preskace prvih Sest
stolica i na sedmu stavlja bombon, zatim preskace sljedecih 6 i na stolicu s brojem 14 stavlja drugi bombon.
Nastavlja tako i dalje ukrug, stavljaju¢i po jedan bombon na svaku sedmu stolicu dok ne potrosi 2023
bombona. Koji je broj stolice na koju je Ivica stavio posljednji bombon?

Prvo rjeSenje.
Ivica stavlja bombon na svaku sedmu stolicu. Bududi da je 2023 - 7 = 14 161, Ivica ¢e 2023. bombon staviti
na stolicu koja je 14 161. u nizu.

Kakoje 14 161 = 141 - 100 + 61, Ivica je 141 put obisao svih stotinu stolica te je posljednji bombon stavio na
stolicu broj 61.

Drugo rjesenje.
Ivica najprije stavlja bombone na stolice s brojevima 7, 14, 21, ..., 98 koji su visSekratnici broja 7 i ima ih 14.
Visekratnici broja 7 pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 0.

Nakon $to stavi bombon na stolicu broj 98, sljede¢i bombon stavlja na stolicu broj 5 pa 12 itd., tj. na stolice s
brojevima koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 5. To su brojevi 5, 12, 19, ..., 96.

Nakon stolice broj 96, sljede¢i bombon stavlja na stolicu broj 3 pa 10 itd. do broja 94, tj. na stolice s
brojevima koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 3.
Nastavlja postupak i stavlja bombone:

e na stolice s brojevima 1, 8,..., 99 koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 1

e na stolice s brojevima 6, 13,.., 97 koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 6

e na stolice s brojevima 4, 11,..., 95 koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 4

e na stolice s brojevima 2, 9,..., 100 koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 2.

Time je Ivica potrosSio prvih 100 bombona.
Zatim se ciklus ponavlja jer sljede¢e bombone ponovno stavlja na stolice broj 7, 14 itd., kao na pocetku.

Svaki stoti bombon stavlja na stolicu broj 100 pa ponavlja ciklus, Sto znaci da 2000. bombon stavlja na
stolicu broj 100.

Treba odrediti na koju stolicu ée staviti 23. bombon u ciklusu. Cetrnaesti bombon stavio je na stolicu broj 98
pa treba odrediti deveti broj u nizu brojeva koji pri dijeljenju sa 7 daju ostatak 5, a to je broj 61.

Ivica je posljednji bombon stavio na stolicu broj 61.



|

5. Rasporedivanjem Sibica u Sesterokutnu mrezu ucenici slazu likove
zvane heks. Na slici je prikazan heks koji na sredini ima pet Sesterokuta
(istaknutih na slici). Sibice se prodaju u kutijama koje sadrZe po 45 $ibica, a
cijena jedne kutije je 1 euro i 25 centi.

|

Koliki je najmanji iznos koji u€enici moraju potrositi kako bi kupili dovoljno
Sibica za oblikovanje heksa koji na sredini ima 13 Sesterokuta?
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Prvo rjesenje.
MoZemo uociti da su sve Sibice rasporedene u tri smjera. Prebrojimo najprije vodoravne Sibice.

Uocimo da su Sesterokuti sloZeni u stupce, pri ¢emu je broj stupaca jednak broju Sesterokuta u srednjem
stupcu. U srednjem stupcu nalazi se 13 Sesterokuta za koje je upotrijebljeno 14 vodoravnih Sibica. U stupcima
lijevo i desno od njega je po 12 Sesterokuta za koje je upotrijebljeno po 13 vodoravnih §ibica. Kako ima ukupno
13 stupaca, broj vodoravnih Sibica je

14+2-134+2-124+2-11+2-10+2-9+ 2 -8 =140.
U svakom smjeru od tri smjera je jednak broj Sibica, $to znaci da je ukupno 3 - 140 = 420 Sibica.
U svakoj je kutiji 45 Sibica, 420 : 45 = 9 i ostatak 15, pa trebaju najmanje 10 kutija Sibica.

Cijena jedne kutije je 1 euro i 25 centi pa ¢e za 10 kutija potrositi 12 eurai 50 centi.

Drugo rjesenje.

Prva tri heksa su prikazana na slici.
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Prvi heks na sredini ima 1 Sesterokut, drugi ima 3 Sesterokuta, a tre¢i 5 Sesterokuta.
Uotimodajel1=2-1-1,3=2-2-1,5=2-3-1.

Niz moZemo nastaviti tako da svaki sljedeéi heks ima 2 Sesterokuta viSe na sredini.

Heks koji ima 13 Sesterokuta na sredini je sedmi u nizu jerje 13 = 2-7 — 1.

Uocimo da svaki sljedeéi heks nastaje od prethodnog tako da dodamo novi ,prsten” Sesterokuta od Sibica.

Prvi heks se sastoji od jednog Sesterokuta, drugi od 1 + 6 = 7 Sesterokuta, a tre¢iod 1 + 6 + 12 = 19 Sesterokuta.
Svaki sljedeci prsten ima 6 Sesterokuta vise od prethodnog, pa prstenovi imaju redom 1, 6, 12, 18, 24...
Sesterokuta.

Sa slike vidimo da su za izgradnju prvog prstena oko srediSnjeg Sesterokuta potrebne 24 nove Sibice. Za
izgradnju iduceg prstena potrebno je 42 Sibica. Svaki idu¢i prsten ima Sest Sesterokuta viSe od prethodnog,
za svaki Sesterokut je potrebno dodati tri Sibice, te je za izgradnju tog prstena potrebno 18 Sibica viSe.

Dakle, prstenovi imaju redom 6, 24, 42, 60,... Sibica.
Ukupan broj Sibica u sedmom heksu je 6 + 24 + 42 + 60 + 78 + 96 + 114 = 420.
U svakoj je kutiji 45 Sibica, 420 : 45 = 9 i ostatak 15, pa trebaju najmanje 10 kutija Sibica.

Cijena jedne kutije je 1 euro i 25 centi pa ¢e za 10 kutija potrositi 12 eurai 50 centi.



Hrvatsko matematicko drustvo : b

Hrvatska matematicka olimpijada 7a kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo - ¢etvrtak, 19. listopada 2023.

RjeSenja zadataka za grupu B (5./6. razred)

1. U akvariju oblika kvadra, duljine 75 cm, Sirine 28 cm i visine 40 cm, nalazi se voda do visine 25 cm. U
akvarij uronimo kamen i voda se podigne za Cetvrtinu svoje visine. U akvarij potom stavimo i ribice koje
zauzmu 1 % volumena akvarija. Dopustena visina vode u akvariju mora biti za 10 % manja od visine akvarija
kako ribice ne bi mogle iskociti. Koliko litara vode jo$ smijemo uliti u akvarij nakon $to smo stavili kamen i
ribice?

Prvo rjeSenje.

Ako u akvarij uronimo kamen voda se podigne za Cetvrtinu svoje visine tj. za 25: 4 = 6.25 cm pa je nova visina
vode 31.25 cm.

Ako ribice zauzimaju 1 % volumena akvarija onda po visini zauzmu 100-ti dio od 40 cm ili 0.4 cm.
Nakon $to su u akvarij poloZene i kamen i ribice visina vode doseZe 31.25 + 0.4 = 31.65 cm.

10 % visine akvarija iznosi 0.1 - 40 = 4 cm pa je maksimalna dopustena visina vode u akvariju 40 — 4 = 36
cm i do nje nedostaje 36 — 31.65 = 4.35 cm.

Volumen vode koju smijemo ulitiiznosi V=a-b-c = 75-28-4.35 = 9135 cm3 = 9.135 litara.

Drugo rjesenje.

Oznacimo duljinuy, Sirinu i visinu akvarija redom sa a, b, c, a visinu vode prije nego smo uronili kamen s h.
Volumen vode u akvarijuiznosi V; =a-b-h = 75-28-25 = 52 500 cm?3.

Cetvrtina visine vode iznosi 25 : 4 = 6.25 cm.

Nakon $to uronimo kamen volumen vode i kamena zajedno u akvariju iznosi V, = a-b- (h + 6.25) = 75 -
28 -31.25 = 65 625 cm? pa je razlika zapravo volumen kamena 65 625 — 52 500 = 13 125 cm?.

Volumen akvarija iznosiV =a-b-c = 75-28-40 = 84 000 cm? pa ribice zauzimaju 100-ti dio tog
volumena tj. 840 cm?3.

10 % od 40 cm je desetina te duljine i iznosi 4 cm.

Stoga volumen do dopustene granice iznosi Vs =a-b-(c —4) = 75-28-(40 —4) =75-28-36 =
75 600 cm?3,

Smije se uliti jo§ 75 600 — (65 625 + 840) = 9 135 cm® = 9.135 litara vode.



2. Antea, Borna, Cvita i Damir sakupljaju poStanske marke. Broj Anteinih maraka je to¢no polovina broja
maraka ostalo troje djece. Broj Borninih maraka je treéina broja maraka ostalo troje djece. Broj Cvitinih
maraka je Cetvrtina broja maraka ostalo troje djece. Ako je Damir sakupio viSe od 160, a manje od 180 maraka
koliko su maraka sakupili svi zajedno?

Prvo rjesenje.

Kako je Antea skupila polovinu broja maraka ostalo troje djece, skupila je tre¢inu svih maraka.

ANTEA OSTALI !

Na sli¢an nacin zakljucujemo da je Borna skupio ¢etvrtinu, a Cvita petinu svih maraka. Ukupan broj maraka
stoga je djeljivs 3, s 4 i s 5, dakle mora biti viSekratnik sva tri broja. Najmanji takav broj je 60.

Prikazimo uvjete zadatka graficki tako da ukupan broj maraka predstavimo sa 60 kvadratica:

Antea

Borna

Cvita

Nakon S$to izdvojimo Anteine, Bornine i Cvitine marke, preostaje 13 kvadrati¢a koji predstavljaju broj
Damirovih maraka. Znamo da Damir ima izmedu 160 i 180 maraka. Budu¢i da vrijedi

160:13 =121 ostatak 4,
180:13 =13 iostatak 11,
zaklju¢ujemo da je jedini broj izmedu 160 i 180 koji se moze bez ostatka podijeliti s 13 broj 13 - 13 = 169.

Svaki kvadrati¢ predstavlja 13 maraka. Svi zajedno sakupili su 13 - 60 = 780 maraka.

Drugo rjesenje.
Oznacimo s a, b, ¢ i d broj maraka koje su prikupili Antea, Borna, Cvita i Damir.
Prema uvjetima zadatka vrijedi:
D b+c+d=2at.a+b+c+d=3q,
2 a+c+d=3btja+b+c+d=4bp,
3 a+b+d=4cta+b+c+d=>5c.
Iz (1), (2) i (3) slijedi da je ukupni broj maraka a + b + ¢ + d = 3a = 4b = 5c¢ paje zato ukupni broj maraka
djeljivs 3,4 i 5, odnosno djeljiv je sa 60.
Tako imamo:
a+ b+ c +d = 60k, za neki prirodni broj k, odnosno a = 20k,b = 15k, c = 12k.
Konacno,
d = 60k — 20k — 15k — 12k = 13k.

Kako znamo da je 160 < d < 180, zakljuCujemo da je d = 169 tj. k = 13 pa je ukupni broj prikupljenih
maraka

a+b+c+d=60-13 = 780.



Trece rjeSenje.

Ako je Antea skupila polovinu broja maraka ostalo troje djece, onda je skupila tre¢inu svih maraka.

ANTEA OSTALI

Na sli¢an nacin zakljucujemo da je Bruno skupio Cetvrtinu, a Cvita petinu svih maraka.

ANTEA BORNA CVITA DAMIR

Udio Damirovih maraka moZemo dobiti tako da od jedno cijelo oduzmemo % + % + %

Kako bismo zbrojili razlomke svedimo ih na ekvivalentne razlomke jednakih nazivnika.
Najmanji broj koji je viSekratnik brojeva 3, 4i 5 je upravo njihov umnozak 3 - 4 - 5 = 60.
Buduc¢i da vrijedi

+1+1_20+15+12_47
4 5 60 60 60 60

Damirove marke ¢ine g svih maraka. Iz toga slijedi da broj Damirovih maraka treba biti djeljiv s 13.

1
3

Jedini broj izmedu 160 i 180 djeljivs 13 je 169, pa Damir ima 169 maraka.

Kako 169 ¢ini 2—(3) svih maraka, slijedi da je % svih maraka 13, pa je ukupni broj maraka 60 - 13 = 780.

3. Koliko ima prirodnih brojeva ¢iji je umnozak znamenaka 12, zbroj znamenaka 12 i djeljivi su brojem
12?7 Odredi najvedi takav broj.

Rjesenje.
Zapisimo broj 12 kao umnozak jednoznamenkastih brojeva ve¢ihod 1: 12 =6-2=4-3=3-2-2.
Kako zbroj znamenaka mora biti 12, postoje tri mogu¢nosti za znamenke takvog broja:
e 62,1,1,1,1
e 43,1,1,1,11
e 32211111
Broj ¢iji je zbroj znamenaka 12 djeljiv je s 3. Jo$ treba posti¢i da broj bude djeljiv s 4, pa ¢emo posebno
promatrati dvoznamenkasti zavrsSetak broja.
U prvom slucaju, posljednje dvije znamenke mogu biti 12 ili 16 (brojevi koji zavrSavaju na 26 ili 62 nisu djeljivi
s 4), dakle imamo dvije mogucnosti. Od preostale Cetiri znamenke, tri su znamenke 1 i jedna znamenka 2 ili

6, pa za njihov poredak postoje Cetiri mogucnosti (znamenku 2 ili 6 moZemo staviti na bilo koje od prva cetiri
dekadska mjesta). Ukupno ima 8 takvih brojeva.

U drugom slucaju, jedina parna znamenka je 4, pa ona mora biti znamenka jedinica. No, dvoznamenkasti
zavrSetci 14 i 34 nisu djeljivi s 4. U ovom slucaju ne postoje brojevi koji ispunjavaju zadane uvjete.

U tre¢em slucaju, znamenka jedinica mora biti 2, a posljednje dvije znamenke mogu biti 12 ili 32 (ne moze
biti 22).

Ako su posljednje dvije znamenke 12, na prvih Sest dekadskih mjesta treba rasporediti znamenke 3, 2, 1,1,1,1.
Znamenke 3 i 2 moZemo rasporediti na 6 - 5 = 30 nacina, dok su na ostalim mjestima znamenke 1.

Ako su posljednje dvije znamenke 32, na prvih Sest mjesta treba rasporediti znamenke 2,1, 1,1, 1, 1. To
moZemo na Sest nacina.

U trecem slucaju je 30 + 6 = 36 takvih brojeva.
Konac¢no, takvih je brojeva ukupno 8 + 36 = 44. Najve(i takav broj je 32111112.



Napomena. Ti brojevi su:

111612,116112,161112,611112,111216,112116, 121116, 211116,
11112312,11113212,11121312,11123112,11131212,11132112,
11211312,11213112,11231112,11311212,11312112,11321112,
12111312,12113112,12131112,12311112,13111212,13112112,
13121112,13211112,21111312,21113112,21131112, 21311112,
23111112,31111212,31112112,31121112,31211112,32111112,
21111132,12111132,11211132,11121132,11112132i11111232.

4, U tablicu s 3 retka i n stupaca Zelimo upisati brojeve 1,2,3, ..., n tako da u svakom od tri retka budu
napisani svi ti brojevi te da zbroj brojeva u svakom stupcu bude jednak.

a) Pokazi primjerom da je za n = 9 to moguce napraviti.

b) Dokazi da n ne moZe biti paran broj.

Rjesenje.

a) Zbroj svih brojeva u sva tri retka je (1+2+...+9) -3 =45-3 = 135.

U svim stupcima zbroj triju brojeva mora biti jednak pa zbroj u svakom stupcu iznosi 135 : 9 = 15.
Postoji mnogo nacina za konstruiranje primjera. Jedan primjer je:

b) Neka je n bilo koji paran broj.

Kako se u sva tri retka moraju upisati isti brojevi 1, 2, 3, ..., n, zbroj svih brojeva u svakom retku iznosi
n-(n+1):2,

a usva tri retka zajedno3-n-(n+ 1) : 2.

U svakom od n stupaca zbroj triju brojeva mora biti jednak pa zbroj u svakom stupcu iznosi
3:-(n+1):2.

Kako je n paran broj, brojn + 1 je neparan.

UmnozZak dva neparna broja je neparan broj, pa je i broj 3 - (n + 1) neparan.

Stoga, koli¢nik 3 - (n + 1) : 2 nije prirodan broj te zaklju¢ujemo da nije moguce u tablicu upisati brojeve na

Zeljeni nacin ako je n paran broj.



5. Na svecanosti povodom Dana grada postavljena je tribina na kojoj su sjedala pravilno rasporedena u
12 redova i odredenom broju stupaca. Svaki gledatelj na glavi ima ili kapu ili SeSir. Gradonacelnik je uocio da
je u svakom od 12 redova tribine tocno 6 gledatelja s kapom, a u svakom stupcu tribine tocno 5 gledatelja sa
SeSirom. Na tribini je ukupno 5 praznih mjesta.

a) Koliko je gledatelja na tribini?
b) Prikazi primjer rasporeda sjedenja koji odgovara uvjetima zadatka.

Rjesenje.

a) Neka je s broj stupaca. Ukupan broj mjesta je tada 12 s.

S druge strane, ukupan broj mjesta jednak je zbroju broja mjesta gledatelja s kapama kojih je 72, broja mjesta
gledatelja sa SeSirima kojih je 5s i broja praznih mjesta kojih je 5.

Dakle, vrijedi 12s= 72 4+ 55+ 5, odnosno 7s = 77, tj.s = 11.

Na tribini je 11 stupacai12-11 - 5 = 127 gledatelja.

b) Primjer jednog rasporeda sjedenja koje zadovoljava trazene uvjete:

S S S S S
S S S S S
S S S S S
S S S S S
S S S S S
S S S S S

Slovom K smo oznacili gledatelje s kapama, slovom S gledatelje sa $e$irima, a ostala su mjesta prazna.

Primijetimo da nakon rasporeda prvih jedanaest redova kako je gore prikazano, u zadnjem redu moZemo
rasporediti gledatelje s kapama na bilo kojih 6 mjesta, dok ostala ostaju prazna.
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Hrvatska matematicka olimpijada 7a kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo - ¢etvrtak, 19. listopada 2023.

RjeSenja zadataka za grupu C (6./7.razred)

1. Odredi prirodan broj abcd tako da za njegove znamenke vrijedi
a-d+c-d=72, arc+c-d=56 i a-b-c-d=0.

Prvo rjesenje.

Iz uvjeta a-b-c-d =0 slijedi da je barem jedan od faktora jednak 0. Ako je d = 0, onda bi prva jednakost
glasila 0 = 72, $to nije moguce. Ako je ¢ = 0, onda bi druga zadana jednakost glasila 0 = 56, Sto isto nije moguce.

Akoje a=0,ondavrijedic -d =72ic -d = 56, $to je takoder nemoguce. To znaci da je nuzno b = 0.
Zapisimo izraze na lijevim stranama prve dvije zadane jednakosti u obliku umnoska:
d-(a+c)=72 1 c-(a+d)=56.

ZapiSimo u tablicu sve mogu¢nosti za c, a i d za koje vrijedi druga jednakost, te provjerimo u kojim od tih
mogucénosti vrijedi i prva jednakost.

c |a+d| a d d-(a+c) ¢ |a+d| a d d-(a+c)
1 56 7 8 4 4 44
2 28 7 8 5 3 36
4 14 5 9 81 7 8 6 2 26
4 14 6 8 80 7 8 7 1 14
4 14 7 7 77 8 7 1 6 54
4 14 8 6 72 8 7 2 5 50
4 14 9 5 635 3 7 3 4 44
7 1 7 56 8 7 4 3 36
7 2 6 54 8 7 5 2 26
7 3 5 50 8 7 6 1 14

Jedina moguénost koja zadovoljava oba uvjeta je a = 8, ¢ = 4id = 6, tj. traZeni broj je 8 046.



Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjeSenju zaklju¢ujemo b = 0.

Oduzimanjem prve dvije zadane jednakosti dobivamoa-d —a- ¢ = 16, odnosno a - (d —c) = 16.

Buduc¢i da su a, ¢, d znamenke, a i d — ¢ moraju biti manji od 10.

Razlikujemo tri slucaja:

Na=2,d—c=8

Budu¢i da su cid znamenke, moguce je samodajed =9ic=1ilid =8ic = 0. Ve¢ znamo da c ne moze

biti 0, a ako jed =9ic=1, onda izraz a-d +c-d iznosi 2-9+1-9 = 27, Sto nije u skladu s prvom
zadanom jednakosti. Dakle, u ovom sluc¢aju nema rjeSenja.

2Ja=4d—-c=4
Buduc¢i da je d najvise 9, zakljucujemo da je ¢ najvise 5. Redom uvrStavamo vrijednosti za c, te raCunamo
vrijednost nepoznanice d iizrazaa-d + c - d.

c d=c+4 a-d+c-d

1 5 2:-54+1:-5=15
2 6 2:6+2-6=24
3 7 2:743-7=35
4 8 2:-84+4-8=148
5 9 2:945:-9=63

Budu¢i da u zadnjem stupcu ni u kojem slucaju nismo dobili vrijednost 72, zakljucujemo da nema rjeSenja.
3)a=8d—-c=2

U ovom slucaju opet uvrStavamo vrijednosti za c, te racunamo vrijednost nepoznanice d i izrazaa - d + ¢ - d.

c d=c+?2 a-d+c-d

1 3 8:-34+1:3=27
2 4 8:-44+2-4=140
3 5 8:-54+3:5=55
4 6 8:-6+4-6=72
5 7 8:-7+5:-7=091
6 8 8-8+6-8=112
7 9 8-94+7-9=135

Dobili smo rjeSenje = 8,c = 41id = 6, tj. traZeni broj je 8 046.



2. Stranice BC, CD i DA jednakokra¢nog trapeza ABCD medusobno su sukladne. Nad njegovim
krakovima s vanjske strane nacrtani su kvadrati ADEF i CBGH. Ako je tupi kut trapeza sedam puta veci od
njegovog Siljastog kuta, odredi mjeru kuta koji zatvaraju pravci EF i GH.

Prvo rjesenje.

Ako je a velicina Siljastog, a B veli¢ina tupog kuta trapeza ABCD, prema uvjetu zadatka vrijedi § = 7a. Zbroj
veli¢ina unutarnjih kutova cetverokuta je 360°, a u jednakokra¢nom trapezu Siljasti kutovi su medusobno
sukladni i tupi kutovi su medusobno sukladni pa vrijedi:

200+ 2 = 360° o+ =180° o+ 7a =180° 8a = 180°

odakle dobivamo a = 22.5°i = 157.5°.

Neka se pravci EF i GH sijeku u tocki S. Neka pravac na kojem leZi osnovica AB sijece pravac EF u tocki K, a
pravac GH u tocki L. Zelimo odrediti kut | 2KSL|.

U AAFK vrijedi |£KFA| = 90°1 |£FAK| = 180° — |2DAF| — |£BAD| = 180° —90° — 22.5° = 67.5°.
Stoga zakljucujemo |£AKF| = 180° — |2KFA| — |£FAK| = 22.5°.

Na sli¢an na¢in ratunamo |£GBL| = 22.5°. Dakle, |£LKS| = |4SLK| = 22.5°.

Slijedi da je |£KSL| = 180° — 22.5° — 22.5° =135°. TraZeni kut izmedu pravaca je 45°.

Napomena. Umjesto racunanja kutova u trokutu AFK, moZemo uociti da su pravci AD i KS paralelni (jer
pravac KS sadrzi stranicu EF koja je nasuprotna stranici AD), pa zaklju¢iti da vrijedi |ZAKF| = |£BAD| =
22.5° zbog jednakosti veli¢ina kutova uz presjec¢nicu.

Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjeSenju, uvedemo oznake o i 3, te dobivamo a = 22.5°i 3 = 157.5°.

Pravci EF i GH paralelni su (redom) pravcima AD i BC. Stoga je kut izmedu pravaca EF i GH iste velic¢ine
kao kut izmedu pravaca AD i BC. Neka se pravci AD i BC sijeku u tocki T.

Trokuti ABT i CDT su jednakokracni, te imaju iste veli¢ine kutova jer su pravci AB i CD paralelni.
Dakle, vrijedi |£CDT| = |£TCD| = a = 22.5°. Stoga racunamo [£DTC| = 180° — 22.5° — 22.5° =135°.

TraZeni kut izmedu pravaca je 45°.



Trece rjesenje.

Kao u prvom rjeSenju, uvedemo oznake a i 3, te dobivamo o = 22.5°i = 157.5°.

\t
=

A / B
Neka se pravci EF i GH sijeku u tocki S.
U peterokutu DCHSE vrijedi |£DES| = |£SHC| = 90°.
Nadalje, |£CDE| = |£HCD| = 360° — 157.5° — 90° = 112.5°.
Bududi da je zbroj veli¢ina kutova u peterokutu 540°, slijedi da je traZeni kut
|£ESH| = 540° — 112.5° — 112.5° — 90° — 90° = 135°.
Trazeni kut izmedu pravaca je 45°.
Cetvrto rjesenje.

Kao u prvom rjesenju, uvedemo oznake o i 3, te dobivamo o = 22.5°i 3 = 157.5°.

A
X

Bududi da je trapez ABCD jednakokracan, osnovice imaju zajedni¢ku simetralu.

Obzirom na taj pravac, trapez je osnosimetrican, te su kvadrati ADEF i BCHG medusobno osnosimetri¢ne
slike. Stoga se pravci EF i GH sijeku na tom istom pravcu, tj. peterokut DCHSE je osnosimetriCan s obzirom
na pravac PS, gdje je P poloviste duZine CD.

U cetverokutu DPSE kutovi s vrhovima P i E su pravi, a kut s vchom D ima veli¢inu
360° - (157.5° +90°) = 112.5°, pa je veli¢ina kuta s vrhom S u tom cetverokutu E
360° - (2-90° +112.5°) =360° - 292.5° = 67.5°.

Konac¢no, |£ESH| = 2 - 67.5° = 135°.

Trazeni kut izmedu pravaca je 45°.




3. Koliko ima prirodnih brojeva ¢iji je umnoZak znamenaka 12, zbroj znamenaka 12 i djeljivi su brojem
127 Odredi najveci takav broj.

Rjesenje.
ZapiSimo broj 12 kao umnozak jednoznamenkastih brojeva ve¢ihod 1: 12 =6-2=4-3=3-2-2.
Kako zbroj znamenaka mora biti 12, postoje tri mogu¢nosti za znamenke takvog broja:

e 621,111

e 43,1,1,1,11

e 32211111
Broj ciji je zbroj znamenaka 12 djeljiv je s 3. JoS treba postiéi da broj bude djeljiv s 4, pa ¢emo posebno
promatrati dvoznamenkasti zavrSetak broja.
U prvom slucaju, posljednje dvije znamenke mogu biti 12 ili 16 (brojevi koji zavrsavaju na 26 ili 62 nisu djeljivi
s 4), dakle imamo dvije mogu¢nosti. Od preostale Cetiri znamenke, tri su znamenke 1 i jedna znamenka 2 ili
6, pa za njihov poredak postoje Cetiri mogu¢nosti (znamenku 2 ili 6 moZemo staviti na bilo koje od prva cetiri
dekadska mjesta). Ukupno ima 8 takvih brojeva.

U drugom slucaju, jedina parna znamenka je 4, pa ona mora biti znamenka jedinica. No, dvoznamenkasti
zavrSetci 14 i 34 nisu djeljivi s 4. U ovom slucaju ne postoje brojevi koji ispunjavaju zadane uvjete.

U tre¢em slucaju, znamenka jedinica mora biti 2, a posljednje dvije znamenke mogu biti 12 ili 32 (ne moze
biti 22).

Ako su posljednje dvije znamenke 12, na prvih Sest dekadskih mjesta treba rasporediti znamenke 3, 2, 1,1,1,1.

Znamenke 3 i 2 moZemo rasporediti na 6 - 5 = 30 nacina, dok su na ostalim mjestima znamenke 1.

AKko su posljednje dvije znamenke 32, na prvih Sest mjesta treba rasporediti znamenke 2,1, 1,1, 1, 1. To
moZemo na Sest nacina.

U trecem slucaju je 30 + 6 = 36 takvih brojeva.
Konac¢no, takvih je brojeva ukupno 8 + 36 = 44. Najve(i takav broj je 32111112.

Napomena. Ti brojevi su:

111612,116112,161112,611112,111216,112116,121116, 211116,
11112312,11113212,11121312,11123112,11131212,11132112,
11211312,11213112,11231112,11311212,11312112,11321112,
12111312,12113112,12131112,12311112,13111212, 13112112,
13121112,13211112,21111312,21113112,21131112, 21311112,
23111112,31111212,31112112,31121112,31211112,32111112,
21111132,12111132,11211132,11121132,11112132111111232.



4. U prazna polja tablice kao na slici treba upisati osam medusobno razlic¢itih
jednoznamenkastih prirodnih brojeva tako da zbroj brojeva u svakom retku, osim u
najnizem, bude za jedan veci od zbroja brojeva u retku ispod njega. Na koliko je nacina
moguce popuniti tablicu?

Rjesenje.

0d 9 mogucih jednoznamenkastih brojeva u tablici jedan neéemo upotrijebiti. Najve¢i moguci zbroj svih
upotrijebljenih jednoznamenkastih prirodnih brojeva dobio bi se izostavljanjem broja 1. Tada bi zbroj svih 8
znamenaka bio

2+3+ ..+8+9 = 44
Najmanji zbroj bi bio bez broja 9, sto bi iznosilo 36.
Zakljuc¢ujemo da je zbroj svih 8 brojeva vedi ili jednak 36, a manji ili jednak 44.

Kako su zbrojevi brojeva u retcima Cetiri uzastopna broja, ozna¢imo ihn,n + 1,n + 2,n+ 3, gdje jen
prirodan broj, njihov zbroj je 4n + 6. Jedini brojevi tog oblika izmedu 36 i 44 su 38 i 42.

Ako je zbroj svih 8 brojeva 38, znaci da je u tom sluc¢aju izostavljen broj 7 jer je zbroj svih 9 brojeva jednak 45.
Tadaje4n + 6 = 38,pajen = 8, te suzbrojevi brojeva po retcima 8,9, 101 11.

Ispitajmo sve moguénosti za navedeni slucaj tako da prvo ispiSemo moguénosti za svaki zbroj.

zbroj mogucénosti
8 2+6, 3+5
9 1+8, 3+6, 4+5
10 1+9, 2+8, 4+6
11 2+9,3+8, 5+6

Odmah moZemo eliminirati zbrojeve 9 = 3+6 i 11=5+6 jer bez tih pribrojnika nije moguce dobiti zbroj 8, a
zatim i zbroj 10=2+8 jer bez tih pribrojnika nije moguce dobiti zbroj 11.

Buduc¢i da isti broj ne moZemo upisati na viSe mjesta u tablici dobivamo dvije moguénosti za zbrojeve u tablici:

zbroj [ 11
11 3+8 2+9
10 1+9 4+6
445 1+8
2+6 3+5

Ako je zbroj svih 8 brojeva 42, tada je izostavljen broj 3. Tadaje4n + 6 = 42,pajen = 9.
Zbrojevi brojeva po retcima su 9, 10, 111 12.

Ispitajmo sve moguénosti za navedeni slucaj tako da prvo ispiSemo moguénosti za svaki zbroj.

zbroj mogucénosti
9 148, 2+7, 4+5
10 1+9, 2+8, 4+6
11 2+9,4+7,5+6
12 4+8,5+7




MoZemo eliminirati zbrojeve 4+5, 4+7 i 2+8.

Buduc¢i da isti broj ne mozemo upisati na viSe mjesta u tablici dobivamo dvije moguénosti za zbrojeve u tablici:

zbroj I11 IV
12 5+7 4+8
10 2+9 5+6
4+6 1+9
1+8 2+7

Kako nije vazno u koji stupac upisujemo koji pribrojnik, za svaki redak imamo dva nacina za upisivanje.
Stoga, za svaku navedenu moguénost, tablicu moZemo popunitina: 2-2 -2 - 2 = 16 nacina.

Ukupan broj na¢ina kako mozemo popuniti tablicu je 4-16 = 64.



5. Na svecanosti povodom Dana grada postavljena je tribina na kojoj su sjedala pravilno rasporedena u
redove i stupce (broj sjedala u svim redovima je isti, broj sjedala u svim stupcima je isti). Svaki gledatelj na
glavi ima ili kapu ili SeSir. Gradonacelnik je uocio da je u svakom redu to¢no 8 gledatelja s kapom, a u
svakom stupcu to¢no 9 gledatelja sa SeSirom. Na tribini je ukupno 12 praznih mjesta.

a) Koliko najmanje mjesta moze biti na tribini?
b) Prikazi primjer rasporeda sjedenja koji odgovara uvjetima zadatka.

Rjesenje.
a) Oznacimo s a broj redova, te s b broj stupaca te tribine.
Ukupan broj mjesta na tribini je ab, ukupan broj gledatelja s kapama je 8a, a ukupan broj gledatelja sa
SeSirima je 9b. Vrijedi

ab =8a+9b + 12.
Sada je

ab—8a =9b+ 12

a(b—8)=9b+ 12

_9+12 9(b—-8)+84 84

b—8 _ b+8 Ty s

Djelitelji broja 84 su: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 12, 14, 21, 28, 42, 84, i to su moguénosti za broj b — 8.

Za svaki djeljitelj racunamo pripadne vrijednosti za b, a i ab.

b-8 b & a ab
b—8
1 9 84 93 837
2 10 42 51 510
3 11 28 37 407
4 12 21 30 360
6 14 14 23 322
7 15 12 21 315
12 20 7 16 320
14 22 6 15 330
21 29 4 13 377
28 36 3 12 432
42 50 2 11 550
84 92 1 10 920

Na tribini ima najmanje 315 mjesta.



Napomena. Dobivenu jednadZbu moguce je rijesiti i na ovaj nacin:

ab—8a —9b =12

—8) =84

a(b —8) — 9(b

8) = 84

(@a—=9)(b -

ka dva prirodna broja:

S

ZapiSimo broj 84 u obliku umno

2:42=3:28=4-21=6-14=7-12

84=1-84

ab
837

510
407

360
322
315

320
330
377
432

550
920

93

51

37
30
23

21

16
15
13
12
11
10

10
1

1

12
14
15
20
22
29
36
50

92

84

42

28
21

14
12

12
14
21

28
42

84

Na tribini moze biti najmanje 315 mjesta.

b) Primjer rasporeda sjedenja za 315 mjesta na tribini:

te ostaje 12 praznih mjesta.

SeSira

v

U svakom redu ima 8 kapa, u svakom stupcu 9
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