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Rjesenja zadataka za 4. razred

1. Manji broj

Zbroj dvaju troznamenkastih brojeva, ¢ijih je svih Sest znamenaka medusobno razlidito, iznosi
1000. Koliko najvise moze iznositi manji od tih dvaju brojeva?

Rezultat: 498

Rjesenje.

Buducdi da je 1000 : 2 = 500 maniji broj je ¢e biti manji od 500.

Krenimo od prvog broja manjeg od 500 sa svim znamenkama razlicitim. To je 498.

Vrijedi 498 + 502 = 1000, a 502 i 498 imaju sve razli¢ite znamenke, pa je odgovor 498.

2. Zbroj opsega

Izra¢unaj zbroj opsega svih pravokutnika na slici.

PaZnja: Kvadrat je takoder pravokutnik!
17 17 17
Rezultat: 544
Rjesenje. Razlikujemo tri vrste pravokutnika. Imamo
tri mala dva srednja jedan veliki pravokutnik
0=4-17 =68 0=6-17 =102 0=8-17 =136
3-68 =204 2-102 =204 1-136 =136

Zbroj opsega svih medusobno razlicitih pravokutnika na slici je 204 + 204 + 136 = 544,

17



3. Troznamenkasti zavrsetak

Zbroji sve neparne Cetveroznamenkaste brojeve kojima je zbroj znamenaka jednak 4. Koje su

posljednje tri znamenke toga zbroja, pocevsi sa znamenkom stotica?

Rezultat: 449
Rjesenje.

Prikazimo broj 4 kao zbroj Cetiriju brojeva:

4+0+0+0=3+1+0+0=24+2+0+0=2+1+1+0=1+1+1+1

Od znamenaka 4,0,0,0i 2,2,0,0 nije mogucde sastaviti neparan broj.

Neparni ¢etveroznamenkasti brojevi kojima je zbroj znamenaka jednak 4 su:

3001, 1003, 2101, 2011, 1201, 1021 1111

Njihov je zbroj 11449, a posljednje tri znamenke toga zbroja su 449.

4, Magicni kvadrat

U svako polje tablice na slici upisan je po jedan od brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 i 9. Zbrojevi triju brojeva u poljima svakog retka, odnosno stupca
medusobno su jednaki. U srediSnjem polju tablice nalazi se broj 3.
Oznacimo s A zbroj brojeva u poljima oznacenima kruzicem, a s B zbroj
brojeva u poljima oznacenima trokuticem. Koliko iznosi A - B?

Rezultat: 432
Rjesenje, prvi nacin.
S obzirom da je

1+2+3+4+5+6+7+8+9=45,
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a tablica ima tri retka (i tri stupca), zbroj brojeva u svakom retku (i u svakom stupcu) mora biti

45:3=15.

Zbroj brojeva u drugom retku je 15, Sto znaci da je zbroj brojeva u poljima sa zelenim kruzicem u

tom retku 12. Na isti nacin zakljuCujemo da je zbroj brojeva u poljima sa zelenim kruzicem u

drugom stupcu jednak 12. Zbroj brojeva upisanih u sva Cetiri polja oznaéena kruzi¢cem jednak je

A=12+12.
B=45-(24+3)=45-27=18
A-B=24-18=432



Rjesenje, drugi nacin.
S obzirom da je
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45,
a tablica ima tri retka (i tri stupca), zbroj brojeva u svakom retku (i u svakom stupcu)
mora biti 45 : 3 = 15.

Popunimo tablicu tako da zbrojevi brojeva u svim retcima i stupcima budu jednaki 15. Zbroj
dvaju brojeva koji nedostaju u srednjem retku/stupcu mora biti 15 - 3 = 12.

Vrijedi 12=5+7 =3+ 9, i to su jedini nacini da dobijemo zbroj 12.

Neka su na primjer brojevi 5i 7 u srednjem retku, a 3i9 u srednjem stupcu:

8
5 7
4
Dopunimo tablicu preostalim brojevima:
1|86
5/13|7
9142
Ra¢unamo:
A=8+5+7+4=24
B=1+6+9+2=18
A-B=24-18=432
5. Broj u sredini

Poredaj po veli¢ini sve troznamenkaste brojeve manje od 550 ¢ija je znamenka stotica jednaka
umnosku ostalih dviju znamenaka. Medu tako poredanim brojevima, koji se broj nalazi u
sredini?

Rezultat: 331

Rjesenje.

Neka je znamenka stotica 1. Kako je 1 =1 - 1, preostale znamenke su 1i 1. TraZeni broj je 111.
Neka je znamenka stotica 2. Kakoje2=1:2=2-1, preostale znamenke su 1i 2.

TraZeni brojevi su 212 221.

Neka je znamenka stotica 3. Kako je3=1-3 =3 -1, preostale znamenke su 1i 3.

TraZeni brojevi su 313 331.



Neka je znamenka stotica 4. Kakoje4=1-4=2-2=4-1, preostale znamenke mogu biti 1i 4 ili
2i 2. TraZeni brojevi su 414, 441 422.

Neka je znamenka stotica 5. Kakoje5=1-5=5"-1, preostale znamenke su 1i 5.

TrazZeni broj je 515.

Broj 551 nije rjeSenje jer trazimo brojeve manje od 550.

Brojevi sa zadanim svojstvom poredani po veli¢ini od najmanjeg prema najveéem su:
111, 212, 221, 313, 331, 414, 422, 441, 515.

Sredniji broj u nizu je 331.

6. Povrsina

Na slici je prikazan pravokutnik sa stranicama duljina 48
mm i 32 mm. Dulje stranice pravokutnika podijeljene su
istaknutim to¢kama na tri jednaka dijela, a kraée stranice
na dva jednaka dijela.

Opseg svakog Zutog pravokutnika jednak je duljini duze
stranice pravokutnika. Odredi povrSinu lika obojenog
plavom bojom, u kvadratnim milimetrima.

Rezultat: 768

Rjesenje prvi nacin.

Dulja stranica pravokutnika podijeljena je na tri duzine duljina 48 : 3 = 16 mm.
Kraca stranica pravokutnika podijeljena je na dvije duZine duljina 32 :2 =16 mm.

Zuti pravokutnici imaju opsege 48 mm i imaju po dvije stranice duljina 16 mm.
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Duljine preostalih stranica Zutih pravokutnika su (48 —16—-16):2=16:2 =8 mm.

Zadatak ¢emo dalje rijesiti tako da pravokutnik podijelimo kvadratnom mrezom na kvadrate
stranica duljina 8 mm, kao na slici.



Povrsina svakog takvog kvadrata je P, =8 + 8 = 64 mm?, a povrsina trokuta koji je polovina
takvog kvadrata je P, = 64 : 2 =32 mm®.

Uot&imo da se ,,plavi“ lik sastoji od 8 kvadrata povriine 64 mm? i 8 polovina takvih kvadrata pa je
njegova povrSinaP=8-64+8+32=512+ 256 =768 mm?.

Rjesenje, drugi nacin.

Kao u prvom nacinu, izraCunamo duljine stranica Zutih pravokutnika i podijelimo pocetni
pravokutnik na kvadratnu mrezu. Neka su P i R polovi$ta duZina NK i ML, redom.

Zuti trokuti DJI, AEJ, BGF, CHG imaju istu povrsinu kao plavi trokuti EPJ, P, FGR, GHR.
Takoder, Zuti pravokutnici HINM i EFLK imaju istu povrSinu kao plavi pravokutnici MNPR i KLRP.

Zato je povrsina plavog lika jednaka povrsini preostalog Zutog dijela pravokutnika, tj. povrsSina
plavog lika iznosi polovinu povrsine pocetnog pravokutnika.

Odgovor je P= 48+ 32 :2 = 768 mm®.

Rjesenje, treci nacin.

Dulja stranica pravokutnika podijeljena je na tri duzine duljina 48 : 3 = 16 mm. Kraca stranica
pravokutnika podijeljena je na dvije duZine duljina 32: 2 =16 mm.

Zuti pravokutnici imaju opsege 48 mm i imaju po dvije stranice duljina 16 mm.

Duljine preostalih stranica Zutih pravokutnika su (48 —16—-16):2=16:2 =8 mm.

Zadatak ¢emo dalje rijesiti tako da od povrsine velikog pravokutnika ABCD oduzmemo:
- povrsine dvaju Zutih pravokutnika (jedna stranica im je duljine 8 mm, a druga 16 mm) i
- povrsine Cetiriju Zutih trokuta (to su pravokutni trokuti istog oblika i iste povrsSine, a po
dva zajedno cCine kvadrat sa stranicom duljine 16 mm)
Povrsina lika obojenog plavom bojom, u kvadratnim milimetrima iznosi

P=48-32—(2-8-16+2-16-16)=1536— (256 +512) = 1 536 — 768 = 768

7. Niz brojeva

Brojevi su napisani bez razmaka, jedan iza drugoga
123456789101112131415161718192021222324252627...
Odredi znamenke na 2019., 2020. i 2021. mjestu i zapisi ih tim redom kao troznamenkasti broj.

Rezultat: 971
Rjesenje.
Jednoznamenkastih brojeva ima 9, dvoznamenkastih brojeva ima 90, a troznamenkastih brojeva

900. Za njihovo ispisivanje treba redom 9, 180 i 2700 znamenki.

Broj koji sadrzi 2020. znamenku je troznamenkast. Za pisanje svih jednoznamenkastih i
dvoznamenkastih brojeva ukupno treba 9 + 180 = 189 znamenki, pa ostaje 2020— 189 = 1831
znamenka.

1831 :3=610i ostatak 1 pa se s tom 1831 znamenkom moZe napisati 610 troznamenkastih
brojeva i preostaje joS jedna znamenka.



Znaci da se trazena 2020. znamenka nalazi na prvom mjestu u 611. troznamenkastom broju.
Taj je broj9 + 90+ 611 =710 (a 2020. znamenka je 7).

2021. znamenka je 2. znamenka broja 710, ato je 1.

2019. znamenka je trec¢a znamenka broja 709, a to je 9.

Znamenke su redom 9, 7 i 1, odnosno broj je 971.

8. Zlatnici

Ante, Branimir, Celestin i Dubravko sjede oko okruglog stola (tim redom). Zajedno imaju 1600
zlatnika. Najprije Ante polovinu svojih zlatnika podijeli na dva jednaka dijela i po jedan dio preda
svojem lijevom i desnom susjedu, dok drugu polovinu zadrZava za sebe. Nakon toga isto tako
postupi Branimir, potom Celestin i na kraju Dubravko. Na kraju sva ¢etvorica imaju jednak broj
zlatnika. Koliko je zlatnika Branimir imao na pocetku?

Rezultat: 575
Rjesenje, prvi nacin.

RjeSavanje unatrag:

Ante Branimir | Celestin | Dubravko
broj zlatnika na kraju 400 400 400 400
broj zlatnika nakon 3. koraka 200 400 200 800
broj zlatnika nakon 2. koraka 200 300 400 700
broj zlatnika nakon 1. koraka 50 600 250 700
broj zlatnika na pocetku 100 575 250 675

Rjesenje, drugi nacin. RjeSavamo unatrag:
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Branimir je na pocetku imao 575 zlatnika.



9. Bazeni i cijevi

Hotel ima tri bazena A, B i C koji se mogu ventilima spojiti ili odvojiti. Za punjenje se koristi
nekoliko jednakih cijevi. Kada su spojena sva tri bazena, njihovo punjenje vodom iz triju cijevi
traje 18 minuta. Ako se spoje samo bazeni A i B, njihovo punjenje pomocu dviju cijevi traje 21
minutu, a ako se spoje samo bazeni B i C, punjenje pomocu dviju cijevi traje 14 minuta. Koliko
sekundi traje punjenje bazena B pomocu jedne cijevi?

Rezultat: 960

Rjesenje.

Jedna cijev bi napunila bazene A, B i C za 3-18 = 54 minute, bazene A i B za 221 =42
minute, a bazeneBiCza 2 - 14 = 28 minuta.

Zato bi jedna cijev napunila bazen C za 54 — 42 = 12 minuta, a bazen A za 54 — 28 = 26
minuta, odakle slijedi da bi bazen B napunilaza 54 — 12 — 26 = 16 minuta.

16 minuta = 16 * 60 sekundi = 960 sekundi

10.  Sibice
Ivica je od Sibica sastavio kvadrat stranice duljine 36. ¢ ¢ ¢ ¢ e a
Marica je uzela sve te Sibice i sastavila jednakostranicni o o oo o be
trokut stranice duljine 36. Koliko je Sibica ostalo
o8& 98 e

. .y L S " "
neiskoristeno?
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Na slikama su prikazani kvadrat i jednakostrani¢ni
trokut stranice duljine 4 sastavljeni od Sibica.

Rezultat: 666
Rjesenje, prvi nacin.
Prebrojimo koliko je Sibica potrebno za kvadrat, a koliko za trokut stranice duljine 36.

Sibice koje tvore kvadrat su postavljene horizontalno ili vertikalno. Odredimo najprije koliko je
horizontalno postavljenih Sibica. U svakom redu je po 36 Sibica, a redova ima 37. Zato je broj
horizontalno postavljenih Sibica 36 * 37 = 1332. Isto je toliko i vertikalno postavljenih Sibica. Za
kvadrat stranice duljine 36 je potrebno 2 - 1332 = 2664 Sibica.

Sibice koje tvore trokut su postavljene u tri smjera. U svakom smjeru je broj $ibica
36+35+34+...+3+2+1=(36+1)+(35+2)+...+(19+18)=18 - 37 = 666.
Zato je za trokut stranice duljine 36 utroSeno ukupno 3 * 666 = 1998 Sibica.

Ostalo je neiskoristeno 2664 - 1998 = 666 Sibica.



Napomena: Sibice koje tvore trokut moZemo podijeliti u grupice po tri koje tvore male trokute.
Odredimo koliko ih je. Na dnu je 36 trokuta, u sljede¢em redu ih je 35 i u svakom sljede¢em po
jedan manje, dok ne dodemo do vrha gdje je samo jedan trokut. Ukupan broj tako uocenih
malih trokuta je

36+35+34+...+3+2+1=(36+1)+(35+2)+..+(19+18) =18 - 37 = 666.

Rjesenje, drugi nacin.

Od kvadrata stranice duljine 36 mozemo ukloniti sve Sibice koje ¢ine male kvadrate u prvom
redu i prvom stupcu. Tako ¢emo dobiti kvadrat duljine 35.

Uklonili smo 4 puta po 36 Sibica (36 na stranici kvadrata, te 36 izmedu kvadrata). Od tih Sibica
mozZemo sloZiti 36 trokuta na dnu velikog trokuta i ostat ¢e nam jo$ 36 Sibica viska.

Postupak moZzemo nastaviti sa kvadratom duljine 35 (slozimo 35 trokuta u drugom redu velikog
trokuta i preostane nam 35 Sibica viska), pa kvadratom duljine 34 itd. Na kraju tog postupka
imamo kvadrat duljine 1 od kojeg napravimo mali trokut na vrhu velikog trokuta i ostane nam
jedna Sibica viska. Ukupno nam je viska

36+35+34+..+34+2+1=(36+1)+(35+2)+...+(19+ 18) =18 - 37 = 666 Sibica.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
subota, 6. lipnja 2020.

RjeSenja zadataka za 5. razred

1. Sesteroznamenkasti broj

Svaka znamenka Sesteroznamenkastog broja, pocevsi od znamenke tisucica, jednaka je zbroju
prethodnih dviju znamenaka (koje se nalaze njoj slijeva). Koji je troznamenkasti zavrsSetak
najveéeg broja s tim svojstvom?

Rezultat: 369
Rjesenje, prvi nacin.
Ako je pocetna znamenka 1, imamo sljedeée mogucnosti: 101123 i 112358.

Naime, ako bi druga znamenka slijeva bila 2, onda bi prvih pet znamenki slijeva bilo redom
1,2,3,5,8 i viSe ne moZzemo odabrati znamenku jedinica da uvjeti zadatka budu zadovoljeni.
Pogotovo nije moguée da druga znamenka slijeva bude veca od 2.

Ako je pocetna znamenka 2 imamo mogucnost 202246.

Naime, ako bi druga znamenka slijeva bila 1, onda bi prvih pet znamenki slijeva bilo redom
2,1,3,4,7 i vise ne mozemo odabrati znamenku jedinica da uvjeti zadatka budu zadovoljeni.
Pogotovo nije moguée da druga znamenka slijeva bude veca od 1.

Na sli¢an nacin zaklju¢ujemo da je jedina mogucnost da prva znamenka slijeva bude 3 te da
druga slijeva bude 0; tako dobivamo broj 303369.

Takoder, na slican nacin zaklju¢ujemo da pocetna znamenka ne moze biti 4 ili ve¢a od 4.
Vidimo da je najveci takav broj 303369, a zadnje tri znamenke su 369.
Rjesenje, drugi nacin.

Neka je abcdef Sesteroznamenkasti broj za zadanim svojstvom.

Tada za znamenke ¢, d, eifvrijedi:c=a+b,d=b+c,e=c+d, f=d +e.

Iz svih tih jednakosti slijedi f = 5b + 3a.

Iz uvjeta 3a+5b < 9, slijedi da je b=1 ili b=0. Pritom, a je veci (time je i Sesteroznamenkasti broj
veci) ako je b=0. Tada znamenka a moze biti 1, 2 ili 3. Najveci Sesteroznamenkasti broj
dobivamo za a = 3. Ako je a = 3, ostale znamenke su: c=3,d=3,e=6if=9. Radi se o broju
303369, pa je trazeni troznamenkasti zavrSetak 369.



2. U supermarketu

Jurica Sece supermarketom i razgledava. Svida mu se jedna knjiga, a svida mu se i lopta. Knjiga je
skuplja od lopte za 72 kune. Jurica primijeti da bi za cijenu 5 lopti mogao kupiti dvije takve knjige
i jos ¢okoladu. Lopta je tri puta skuplja od ¢okolade. Na kraju Jurica ipak odlucuje kupiti jednu
knjigu, jednu loptu i jednu ¢okoladu. Koliko ¢e ukupno platiti?

Rezultat: 198
Rjesenje, prvi nacin.

Oznacimo cijenu cokolade jednim kvadraticem.

cijena jedne ¢okolade:

Kako je lopta tri puta skuplja od ¢okolade, cijenu lopte mozemo prikazati
ovako:

cijena jedne lopte:

Knjiga je skuplja od lopte za 72 kune, $to mozemo prikazati ovako:

cijena jedne knjige: =

Nadalje, cijena 5 lopti jednaka je kao cijena dviju knjiga i cokolade.

cijena 5 lopti:

cijena dviju knjiga i
1 éokolade 72 72

K K c

Iz slike se moze zakljuciti da vrijednost 8 kvadratiéa, od kojih svaki prikazuje cijenu jedne
¢okolade, treba biti 2 - 72 = 144.

Prema tome, cijena jedne ¢okolade je 144 : 8, a to je 18 kuna. Cijena jedne lopte je 3 - 18, ato je
54 kune. Cijena knjige je 54 + 72, a to je 126 kuna.

Za sve troje Jurica je na blagajni platio 126 + 54 + 18 = 198 kuna.



Rjesenje, drugi nacin.

Oznac¢imo s K, L i C redom cijene knjige, lopte i ¢okolade. Vrijedi:
K—-—L=72
2K +C=5L
3C=1L
Iz druge i trece jednadzbe slijedi:
2K + C =15C
2K = 14C
K=17C
Dakle, knjiga koSta kao 7 ¢okolada. Kako je lopta tri puta skuplja od ¢okolade, slijedi da je razlika
cijene knjige i cijene lopte (K — L = 72) jednaka cijeni 4 Cokolade:
4C =172
Iz toga slijedi
C=18
Dakle, cijena ¢okolade je 18 kuna, cijena lopte je 3 - 18 = 54 kune, a cijena knjige je
718 = 126 kuna.
Za sve troje Jurica je na blagajni platio 126 + 54 + 18 = 198 kuna.

3. Pravokutnici

Pravokutnik je duZinama, koje su usporedne s njegovim stranicama, podijeljen na Ccetiri
pravokutnika. Povrdine triju manjih od tih etiriju pravokutnika iznose 240 cm?, 320 cm? i
480 cm?. Koliko iznosi (u cm?) povrsina najveéeg od Cetiriju nastalih pravokutnika?

Rezultat: 640

Rjesenje, prvi nacin.

c d
a 320 cm? 240 cm?
b ? 480 cm?

Uz oznake kao na slici vrijedi:
ac = 320 ad = 240 bd = 480 bc =7
Mnozenjem dobivamo (ac)(bd) = 320 - 480,
odnosno
(ac)(bd) = 153600
Grupiranjem na drugadiji slijedi (ad)(bc) = 153600, a primjenom ad = 240 dobivamo
240(bc) = 15360.
Stoga je trazena povrsina bc = 640.



Rjesenje, drugi nacin.

c d
a 320 cm? 240 cm?
b ? 480 cm?

S obzirom da je povrsina zelenog pravokutnika dva puta veca od povrsine crvenog pravokutnika,
te oba pravokutnika imaju jednu stranicu jednake duljine d, znadi da je duljina druge stranice
zelenog pravokutnika, b, dva puta veéa od duljine druge stranice crvenog pravokutnika, a,
odnosno b = 2a.

Kako plavi i Zuti pravokutnik imaju jednu stranicu duljine ¢, a druga stranica zutog pravokutnika
je dva puta dulja od druge stranice plavog pravokutnika, znaci da je povrsina Zutog pravokutnika
dva puta veéa od povrsine plavog pravokutnika.

Prema tome, povrsina Zutog pravokutnika je 2 - 320 cm? = 640 cm?.

Rjesenje, treci nacin.

Nacrtajmo duzinu, usporednu s jednom stranicom velikog pravokutnika, koja dijeli donje
pravokutnike na dva jednaka dijela.

320 cm? 240 cm?

Time je pravokutnik povr$ine 480 cm? podijeljen na dva pravokutnika povrsina 240 cm?, pa se
moze uociti da su dvije usporedne duzine unutar pravokutnika podijelile pravokutnik na tri
jednaka dijela.

320 cm? 240 cm?

Prema tome, povrsina Cetvrtog pravokutnika je 2 - 320 cm? = 640 cm? .



4, Magicna tablica

U svako polje tablice na slici upisan je po jedan od brojeva 11, 22, 33, 44, 55,
66, 77, 88 i 99. Zbrojevi triju brojeva u poljima svakog retka, odnosno stupca 33
medusobno su jednaki. Ako je u srediSnje polje tablice upisan broj 33, koliki je

zbroj brojeva upisanih u ¢etiri obojena polja?

Rezultat: 198
Rjesenje, prvi nacin
S obzirom da je 11 +22+33+44+55+66+ 77 +88+ 99 = -+ = 495, zbroj brojeva u

svakom retku i u svakom stupcu mora biti 495/3= 165.
Promotrimo brojeve A, B, Ci D (na slici):

o
A |33 |B
D
S obzirom da treba biti A+33+B=165 i C+3+ D =165, treba vrijediti A+ B=132i

C + D = 132. Kako je A+B+C+D+33 = 132+132+33 = 297, zakljucujemo da je zbroj preostalih
Cetiriju brojeva 495 - 297 = 198.

Rjesenje, drugi nacin

S obzirom da je 11 +22+33+44+55+66+ 77 +88+ 99 = -+ = 495, zbroj brojeva u
svakom retku i u svakom stupcu mora biti 495/3= 165.
Promotrimo brojeve A, B, Ci D (na slici):

C
A 33 B
D

Treba odrediti koji par brojeva moze biti u drugom retku. Uzmimo da je A < B. Bududi da je

A +33 + B =165, treba vrijediti A + B = 132. Najveda vrijednost koju mozZe imati B je 99, pa A ne
moze biti ni 11 ni 22 jer bi u tom slucaju B trebao biti ve¢i od 99. Broj 33 je u sredini, pa je
najmanji moguci broj A =44. U tom slucaju B =132 -44 = 88.

Nadalje, A moze biti 55. U tom slucaju B = 132 — 55 = 77. Kad bi A bio 66, tada bi i B trebao biti

66, a to ne moze jer svi brojevi u tablici trebaju biti razliciti.

Prema tome, jedina dva para brojeva koji dolaze u obzir su 44 i 88, te 55 i 77. Kako isto vrijedi i
za brojeve Ci D, znadi da ce jedan od tih parova brojeva biti A i B, a drugi Ci D. Preostali brojevi,
atosull, 22,6699 bit ¢e u 4 obojena polja. Njihov zbroj je 198.



5. Kuglice u kutiji

U kutiji se nalazi 25 Zutih, 42 crvene, 50 plavih, 78 zelenih i 105 bijelih kuglica. Ako kuglice iz
kutije izvlaimo bez gledanja, koliko najmanje kuglica treba izvuci kako bismo bili sigurni da ¢ée
medu izvucenim kuglicama biti barem 50 kuglica iste boje?

Rezultat: 215

Rjesenje.

Odgovor na pitanje u zadatku je za 1 veci od odgovora na sljedece pitanje: Koliko najvise kuglica
mozemo izvuci, a da medu njima ne bude viSe od 49 kuglice iste boje? A taj je broj jednak
25+42+3-49=214.

Odnosno, moguce je izvuci 214 kuglica tako da medu njima nema 49 kuglice jedne boje. To ¢e se
dogoditi ako izvu¢emo 25 Zutih, 42 crvene, 49 plavih, 49 zelenih i 49 bijelih kuglica. S druge
strane, ako izvu¢emo 215 kuglica, onda mozemo biti sigurni da smo izvukli ili 50 plavih ili 50
zelenih ili 50 bijelih kuglica.

Dakle, odgovor na pitanje postavljeno u zadatku je:

Ako kuglice iz kutije izvla¢imo bez gledanja, treba izvuéi najmanje 215 kuglica da bismo bili
sigurni da ¢e medu njima biti barem 50 kuglica iste boje.

6. Razli¢ite znamenke

Odredi najmanji troznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama koji ima tocno tri djelitelja.
Rezultat: 169

Rjesenje.

Svaki prirodni broj, osim broja 1, ima barem dva prirodna djelitelja, pri éemu brojevi imaju to¢no
dva prirodna djelitelja ako i samo ako su prosti. Ako u rastavu na proste faktore broj ima barem
dva razli¢ita prosta djelitelja (recimo p i q), ukupni broj djelitelja je barem 4 (taj broj je djeljiv s
Lp,qipq).

Dakle, da bi prost broj imao to¢no tri prirodna djelitelja, mora imati to¢no jedan prost broj u
rastavu na proste faktore. Ako se taj broj u rastavu na proste faktore javlja tri ili viSe puta, broj
prirodnih djelitelja je veci od 3. Zasto? Neka je p prost faktor koji se pojavljuje bar 3 puta u
rastavu nekog broja na proste faktore. Tada je taj broj, osim s brojem 1 i samim sobom, djeljiv s
pi p-p, koji su oba razliciti od 1 i tog broja, Sto znaci da ima bar 4 djelitelja. Ako je pak broj
oblika p - p, pri ¢emu je p prost, onda ima toc¢no tri prirodna djelitelja 1, pip - p.

Da bi broj p - p bio dvoznamenkast, p mora biti barem 10, ali mora biti i prost broj. Sada redom
uvrStavamo: za p = 11, p - p = 121, no taj broj nema razliite znamenke. Zap =13, p-p =
169 ito je trazeni broj.



7. Zlatnici

Ante, Branimir, Celestin i Dubravko sjede oko okruglog stola (tim redom). Zajedno imaju 1600
zlatnika. Najprije Ante polovinu svojih zlatnika podijeli na dva jednaka dijela i po jedan dio
preda svom lijevom i desnom susjedu, dok drugu polovinu zadrzava za sebe. Nakon toga isto
tako postupi Branimir, potom Celestin i na kraju Dubravko. Na kraju sva ¢etvorica imaju jednak
broj zlatnika. Koliko je zlatnika Branimir imao na pocetku?

Rezultat: 575
Rjesenje:

RjeSavanje unatrag:

Ante Branimir | Celestin | Dubravko
broj zlatnika na kraju 400 400 400 400
broj zlatnika nakon 3. koraka 200 400 200 800
broj zlatnika nakon 2. koraka 200 300 400 700
broj zlatnika nakon 1. koraka 50 600 250 700
broj zlatnika na pocetku 100 575 250 675

Napomena: Zadatak se moze rijesiti i tako da se postavi sustav od 4 jednadzbe s 4 nepoznanice,
ali je takav pristup puno kompliciraniji.

8. Dijagonalni kvadrati

Dijagonalu velikog kvadrata stranice duljine 2020 cm Vlado je prekrio nizom kvadrata stranice
duljine 4 cm izrezanih od zelenog kolaz-papira. Dijagonale zelenih kvadrata pripadaju dijagonali
velikog kvadrata, a presjek svakih dvaju uzastopnih zelenih kvadrata je kvadrat stranice duljine 1
cm. Izra¢unaj opseg lika koji tvore zeleni kvadrati. Rezultat izrazi u decimetrima.

Rezultat: 808
Rjesenje, prvi nacin.

Izracunajmo koliko je ukupno kvadrata duljine stranice 4 cm.

Krenimo s ucrtavanjem kvadrata pocevsi od donjeg lijevog vrha velikog kvadrata koji oznaéimo s
Ao. Gornji desni vrh prvog ucrtanog kvadrata ozna¢imo s Aj, gornji desni vrh drugog ucrtanog
kvadrata oznacimo s A; itd.

Od vrha Ao do vrha A1 mozZe se dodi tako da se pomakne 4 cm desno i 4 cm gore. Da bi se doslo
do vrha A;, trebaiéi joS 3 cm desno i joS 3 cm gore, do vrha A3 jos 3 cm desno i joS 3 cm gore.
Dakle, nakon prvog kvadrata, svakim sljede¢im kvadratom dolazi se do tocke koja je 3 cm desno
i 3 cm gore u odnosu na posljednju toc¢ku na dijagonali velikog kvadrata.



S obzirom da se dodavanjem

kvadrata pomiée prema gore jednako

koliko i udesno, dovoljno je gledati

pomake udesno. Od pocetne tocke

zbroj svih pomaka treba biti jednak

duljini stranice velikog kvadrata, Sto

iznosi 2020 cm. Kod prvog kvadrata

pomak je 4 cm, a kod svakog
sliedeceg po 3 cm.

Oznacimo s n ukupan broj kvadrata
duljine stranice 4 cm u tom nizu.
Tadaje4dcm+(n—1)-3cm =
A, 2020 cm.

A, Odnosno imamo 3n + 1 = 2020,
odakle dobivamo da jen = 673.

4 Opseg dobivenog lika moze se dobiti
! tako da se od zbroja opsega svih

kvadrata duljine stranice 4 cm, oduzme zbroj opsega malih kvadrata duljine stranice 1 cm koji su
nastali preklapanjem susjednih kvadrata.
Trazeni opseg je 673 - 16 cm—672 - 4 cm = 8080 cm = 808 dm.

Rjesenje, drugi nacin
Kao u prvom nacinu, odredimo da je ukupan broj kvadrata 673.

Prvi i posljednji kvadrat u nizu pridonose opsegu lika sa 4+4+3+3=14 cm, dok svi ostali pridonose
sa 3+3+3+3=12 cm. Stoga je opseg zelenog lika

2:-14cm+671-4cm=8080cm =808 dm.
Rjesenje, treci nacin.
Produljimo stranice zelenih kvadrata tako da na
svakoj polovice velikog kvadrata dobijemo kvadratnu ¥

mrezu (na slici je prikazano kako to izgleda na
manjem primjeru). %
Sada lako uo¢avamo da je opseg tog lika jednak
opsegu velikog kvadrata. Naime, zeleni lik je omeden ¥
plavim, ruzicastim, naranéastim i crvenim duzinama.
Ukupna duljina plavih duZina jednaka je duljini plave ]
stranice velikog kvadrata, a slicno vrijedi i za
ruzi¢aste, narancaste i crvene duzine.

Opseg lika jednak je opsegu kvadrata: /

4 -2020=8080 cm =808 dm.



9. U kinu

Nino, Miro, Bruno, Damjan, Ivana i Ana kupili su ulaznice za kino za prvih Sest sjedala u tre¢em
redu. lvana i Ana Zele sjediti jedna pored druge. Na koliko se nacina njih Sestero moie
rasporediti ako Zele udovoljiti Ivani i Ani?

Rezultat: 240
Rjesenje, prvi nacin.

Odgovorimo najprije na jednostavnije pitanje: na koliko bi na¢ina moglo sjesti petero djece na
pet sjedala? Na prvo sjedalo moze sjesti bilo tko od petero djece, $to je 5 nacina, na drugo moze
sjesti bilo tko od preostalih ¢etvero pa su to 4 nacina itd.

Prema tome, bilo bi ukupno5-4-3-2-1=120 nacina.

Promotrimo sada na$ zadatak: Sestero je djece, ali s obzirom da Ivana i Ana Zele sjediti jedna do
druge, povezimo njih dvije, pa se moZzemo pitati na koliko nacina je moguée smjestiti ovih 5
blokova:

N M B D Il A

Odgovor bi bio: na 120 nacina. No, u svakom od dobivenih nacina djevojke mogu zamijeniti
mjesta pa se na taj nacin dobiva novih 120 nacina, $to je ukupno 240 nacina

Rjesenje, drugi nacin.

Ivana i Ana mogu sjesti na 1. i 2. sjedalo na dva razli¢ita nacina. Kad su se one smijestile, ostalih
Cetvero prijatelja mogu sjestina 4 - 3 - 2 - 1 = 24 nacina. Prema tome, ukupno je 48 nacina u
slu¢aju da su Ivana i Ana na prva dva mjesta. Ako lvana i Ana sjednu na 2. i 3. mjesto, na slican
nacin dobiva se takoder 48 nacina. Kako se Ilvana i Ana mogu smjestitina1.i2.,2.i3,,3.i4.,,4.i
5.ili 5. i 6. mjesto, Sto je ukupno 5 slucajeva, dobiva se ukupno 5 - 48 = 240 nacdina sjedenja svih
Sestero prijatelja.

10.  Sibice
Ivica je od Sibica sastavio kvadrat stranice duljine 36. @@ ¢ A
Marica je uzela sve te Sibice i sastavila jednakostranicni g o o o’ 0@ %o
trokut stranice duljine 36. Koliko je Sibica ostalo
i J . PP PP o8 B8 e
neiskoristeno?
e e’ e e N o O o O 2 W 2

Na slikama su prikazani kvadrat i jednakostrani¢ni

trokut stranice duljine 4 sastavljeni od Sibica.

Rezultat: 666



Rjesenje, prvi nacin.
Prebrojimo koliko je Sibica potrebno za kvadrat, a koliko za trokut stranice duljine 36.

Sibice koje tvore kvadrat su postavljene horizontalno ili vertikalno. Odredimo najprije koliko je
horizontalno postavljenih Sibica. U svakom redu je po 36 Sibica, a redova ima 37. Zato je broj
horizontalno postavljenih Sibica 36 - 37 = 1332. Isto je toliko i vertikalno postavljenih Sibica. Za
kvadrat stranice duljine 36 je potrebno 2 - 1332 = 2664 Sibica.

Sibice koje tvore trokut su postavljene u tri smjera. U svakom smjeru je broj $ibica
36+35+34+..+3+2+1=(36+1)+(35+2)+...+(19+18) =18+ 37 = 666.
Zato je za trokut stranice duljine 36 utroSeno ukupno 3 - 666 = 1998 Sibica.

Ostalo je neiskoriSteno 2664 - 1998 = 666 Sibica.

Napomena: Sibice koje tvore trokut moZemo podijeliti u grupice po tri koje tvore male trokute.
Odredimo koliko ih je. Na dnu je 36 trokuta, u sljedeéem redu ih je 35 i u svakom sljedeéem po
jedan manje, dok ne dodemo do vrha gdje je samo jedan trokut. Ukupan broj tako uocenih
malih trokuta je

36+35+34+...+3+2+1=(36+1)+(35+2)+...+ (19 + 18) = 18 - 37 = 666.

Rjesenje, drugi nacin.

Od kvadrata stranice duljine 36 mozemo ukloniti sve Sibice koje €ine male kvadrate u prvom
redu i prvom stupcu. Tako ¢emo dobiti kvadrat duljine 35.

Uklonili smo 4 puta po 36 Sibica (36 na stranici kvadrata, te 36 izmedu kvadrata). Od tih Sibica
mozemo sloziti 36 trokuta na dnu velikog trokuta i ostat ¢e nam jo$ 36 Sibica viska.

Postupak moZzemo nastaviti sa kvadratom duljine 35 (slozimo 35 trokuta u drugom redu velikog
trokuta i preostane nam 35 Sibica viska), pa kvadratom duljine 34 itd. Na kraju tog postupka
imamo kvadrat duljine 1 od kojeg napravimo mali trokut na vrhu velikog trokuta i ostane nam
jedna Sibica viska. Ukupno nam je viska

36+35+34+...+3+2+1=(36+1)+(35+2)+...+(19+18) =18 - 37 = 666 Sibica.



Hrvatsko matematicko drustvo

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE

subota, 6. lipnja 2020.

RjeSenja zadataka za 6. razred

1. Sesteroznamenkasti broj

Svaka znamenka Sesteroznamenkastog broja, pocevsi od znamenke tisucica, jednaka je zbroju
prethodnih dviju znamenaka (koje se nalaze njoj slijeva). Koji je troznamenkasti zavrsetak
najveceg broja s tim svojstvom

Rezultat: 369
Rjesenje, prvi nacin.
Ako je pocetna znamenka 1, imamo sljede¢e moguénosti: 101123 i 112358.

Naime, ako bi druga znamenka slijeva bila 2, onda bi prvih pet znamenki slijeva bilo redom
1,2,3,5,8 i viSe ne moZemo odabrati znamenku jedinica da uvjeti zadatka budu zadovoljeni.
Pogotovo nije moguce da druga znamenka slijeva bude vecda od 2.

Ako je pofetna znamenka 2 imamo mogucnost 202246.

Naime, ako bi druga znamenka slijeva bila 1, onda bi prvih pet znamenki slijeva bilo redom
2,1,3,4,7 i vise ne mozemo odabrati znamenku jedinica da uvjeti zadatka budu zadovoljeni.
Pogotovo nije moguce da druga znamenka slijeva bude vec¢a od 1.

Na slican nacin zakljuc¢ujemo da je jedina moguénost da prva znamenka slijeva bude 3 te da
druga slijeva bude 0; tako dobivamo broj 303369.

Takoder, na slican nacin zaklju¢ujemo da pocetna znamenka ne moze biti 4 ili vec¢a od 4.
Vidimo da je najveci takav broj 303369, a zadnje tri znamenke su 369.
Rjesenje, drugi nacin.

Neka je W Sesteroznamenkasti broj za zadanim svojstvom.

Tada za znamenke ¢, d, eifvrijedi:c=a+b,d=b+c,e=c+d, f=d+e.

Iz svih tih jednakosti slijedi f = 5b + 3a.

Iz uvjeta 3a+5b <9, slijedi da je b=1 ili b=0. Pritom, a je veci (time je i Sesteroznamenkasti broj
veci) ako je b=0. Tada znamenka a mozZe biti 1, 2 ili 3. Najveci Sesteroznamenkasti broj
dobivamo za a = 3. Ako je a = 3, ostale znamenke su: c=3,d=3,e=6if=9. Radi se o broju
303369, pa je trazeni troznamenkasti zavrSetak 369.



2. Pravokutnici

Izra¢unaj zbroj svih mogucih razlicitih opsega koje mogu imati pravokutnici povrsine 144 kojima
su duljine svih stranica prirodni brojevi.

Rezultat: 830
Rjesenje.

U tablici su prikazane sve mogucénosti za dimenzije pravokutnika a x b, te pripadni opseg.

a 1 2 3 4 6 8 9 12
b 144 72 48 36 24 18 16 12
Opseg | 290 148 102 80 60 52 50 48
Zbroj opsega je 830.

3. Dezinfekcija

Obitelj Ekoloski na ulazu u stan ima bocu s dezinfekcijskim sredstvom koje, naravno, rade sami.
O 3 e . . y . e .
Majka je istocila < ukupne koli¢ine i prelila u svoju bocicu. Potom je otac istocio % ostatka u svoju

" .. .6 . .. Ly . . .
bocicu. Nakon toga je sin ulio > ostatka u svoju bocicu, ali je joS 15 ml prolio. Poslije toga, u boci

je ostalo samo 10 ml tekudine. Koliko je mililitara tekuéine za dezinfekciju bilo u boci na
pocetku?

Rezultat: 525
Rjesenje, prvi nacin.
Kako je u boci ostalo 10 ml, a sin je 15 ml prolio znadi da je u boci ostalo 25 ml nakon sto je sin

. . . .6 . . . Y .
odlio svoj dio. Kako je sin odlio > koli¢ine tekuéine iz boce, koja je ostala nakon oéevog dijela,

.. v 1 . . Y ..
znaci da 25 ml Cini > koli¢ine tekudéine koja je ostala nakon oéevog dijela.

Zakljucujemo: nakon istakanja oCevog dijela, u boci je ostalo 7 - 25 = 175 ml tekucine.

. v 1o o - - . . .5
Otac je potrosio - koli¢ine tekudine iz boce, koja je ostala nakon majéinog dijela, pa 175 ml Cini .

koli¢ine tekudine iz boce koja je ostala nakon majcinog dijela.
Ako je% koli¢ine 175 ml, onda je % koli¢ine 175 : 5 =35 ml.
Zakljucujemo: nakon istakanja majcinog dijela, u boci je ostalo 6 - 35 = 210 ml tekucine.

o vy 3 v . . . 2 v
Majka je potrosila S koli¢ine tekudéine iz boce pa je u boci ostalo S koli¢ine.

Konacno, ako je% koli¢ine tekudine iz boce 210 ml, onda jeé te koli¢ine 210: 2 =105 ml, pajeu

boci bilo ukupno 5 - 105 = 525 ml tekucine za dezinfekciju.



Rjesenje, drugi nacin.
Oznacimo s x koli¢inu tekuéine u ml za dezinfekciju u boci na pocetku.
v oo - .2 . . w1 .
Nakon $to je majka istocila svoj dio, preostalo je oX tekudine. Kako je otac istocio A ostatka, tj.
1 " oy 3.1 10 2 " . .
CEX =X tekucine, ukupno je istoceno (E + E)x =X =3x tekucine, te je nakon toga je
1 "
preostalo 3% tekucine.
P - .6 1 2 . D 2 2 20
Kako je sin istoCio - ostatka, tj. —--x = -x tekucine, ukupno je istoceno (—+—)x =—Xx
7 7 3 7 3 7 21
" .1 " . . o . v i
tekudine. Preostalo je X tekucdine. Kako je u boci ostalo 10 ml, a sin je 15 ml prolio znaci da je u

boci ostalo 25 ml nakon Sto je sin odlio svoj dio.

Zato iz %x = 25 ml, slijedi da je x = 525 ml.

4, Magicna tablica

U svako polje tablice na slici upisan je po jedan od brojeva 11, 22, 33, 44, 55,

66, 77, 88 i 99. Zbrojevi triju brojeva u poljima svakog retka, odnosno stupca 33

medusobno su jednaki. Ako je u sredisSnje polje tablice upisan broj 33, koliki je

zbroj brojeva upisanih u ¢etiri obojena polja?

Rezultat: 198

Rjesenje, prvi nacin

S obzirom da je 11+ 22+4+33+4+44+4+554+66+ 77+ 88499 = -.- =495, zbroj brojeva u
svakom retku i u svakom stupcu mora biti 495/3= 165.

Promotrimo brojeve A, B, Ci D (na slici):
C

A|33|B
D

S obzirom da treba biti A+33+B=165 i C+3+D =165, treba vrijediti A+B =132
C + D = 132. Kako je A+B+C+D+33 = 132+132+33 = 297, zakljuCujemo da je zbroj preostalih
Cetiriju brojeva 495 - 297 = 198.

Rjesenje, drugi nacin
S obzirom da je 11+ 22+4+33+4+44+4+554+66+ 77+ 88499 = --- =495, zbroj brojeva u

svakom retku i u svakom stupcu mora biti 495/3= 165.
Promotrimo brojeve A, B, Ci D (na slici):




Treba odrediti koji par brojeva moze biti u drugom retku. Uzmimo da je A < B. Buduci da je

A + 33 + B =165, treba vrijediti A + B = 132. Najveca vrijednost koju moZe imati B je 99, pa A ne
moze biti ni 11 ni 22 jer bi u tom slucaju B trebao biti veéi od 99. Broj 33 je u sredini, pa je
najmanji mogudi broj A =44. U tom slucaju B =132 —44 =88.

Nadalje, A moZze biti 55. U tom slucaju B = 132 — 55 = 77. Kad bi A bio 66, tada bi i B trebao biti
66, a to ne moze jer svi brojevi u tablici trebaju biti razliditi.

Prema tome, jedina dva para brojeva koji dolaze u obzir su 44 i 88, te 55 i 77. Kako isto vrijedi i
za brojeve Ci D, znaci da ¢e jedan od tih parova brojeva biti A i B, a drugi Ci D. Preostali brojevi,
atosull, 22, 66i99 bit ée u 4 obojena polja. Njihov zbroj je 198.

5. Vece od 6

Koliko ima troznamenkastih prirodnih brojeva kojima je barem jedna znamenka veca od 6?
Rezultat: 606

Rjesenje, prvi nacin

Ukupno troznamenkastih brojeva ima 900. IzraCunajmo koliko ima onih za koje ne vrijedi da je
barem jedna znamenka veca od 6, tj. onih za koje vrijedi da je svaka znamenka manja ili jednaka
6. Za takve brojeve znamenku stotica moZemo birati na 6 nacina (znamenka stotica moZze biti

1,2,3,4,5,6), a znamenku desetica i jedinica na 7 nacina (znamenka desetica i jedinica moZe biti
0,1,2,3,4,5,6) pa takvih brojevaima 6 -7 - 7 = 294.

Zato traZzenih brojeva ima 900 - 294 = 606.
Rjesenje, drugi nacin
1. slucaj - samo jedna od znamenaka iz skupa {7,8,9}

Ako je ta znamenka znamenka stotica, onda to znaci da su i znamenka desetica i znamenka
jedinica iz skupa {0,1,2,3,4,5,6}. Takvih brojevaima 3 -7 -7 =147.

Ako je ta znamenka znamenka desetica, onda to znaci da je znamenka stotica iz skupa
{1,2,3,4,5,6}, a znamenka jedinica iz skupa {0,1,2,3,4,5,6}. Takvih brojevaima 3 -6 -7 =126.

Ako je ta znamenka znamenka jedinica, sli¢cno kao u prethodnom slucaju zaklju¢ujemo da takvih
brojevaima3:-6-7=126.

Ukupan ima 147 + 2 - 126 = 399 brojeva kojima je samo jedna od znamenaka iz skupa {7,8,9}.
2. slu¢aj - dvije znamenke iz skupa {7,8,9}

Ako su te dvije znamenke znamenke desetica i jedinica, onda to znaci da je znamenka stotica iz
skupa {1,2,3,4,5,6}. Takvih brojevaima 6 - 3 - 3 = 54.

Ako se medu te dvije znamenke nalazi znamenka stotica, ondaimamo jo§2 -7 -3 -3 =126.
Ukupno, ako su dvije znamenke iz skupa {7,8,9}, takvih brojeva ima 54 + 126 = 180.

3. slucaj - sve tri znamenke iz skupa {7,8,9}

U tom slucaju imamo 3 - 3 - 3 = 27 takvih brojeva.

Konacno, ukupni broj trazenih brojeva je 399 + 180 + 27 = 606.



6. Zlatnici

Ante, Branimir, Celestin i Dubravko sjede oko okruglog stola (tim redom). Zajedno imaju 1600
zlatnika. Najprije Ante polovinu svojih zlatnika podijeli na dva jednaka dijela i po jedan dio
preda svom lijevom i desnom susjedu, dok drugu polovinu zadrzava za sebe. Nakon toga isto
tako postupi Branimir, potom Celestin i na kraju Dubravko. Na kraju sva cetvorica imaju jednak
broj zlatnika. Koliko je zlatnika Branimir imao na pocetku?

Rezultat: 575
Rjesenje:

RjeSavanje unatrag:

Ante Branimir | Celestin | Dubravko
broj zlatnika na kraju 400 400 400 400
broj zlatnika nakon 3. koraka 200 400 200 800
broj zlatnika nakon 2. koraka 200 300 400 700
broj zlatnika nakon 1. koraka 50 600 250 700
broj zlatnika na pocetku 100 575 250 675

Napomena: Zadatak se moze rijesiti i tako da se postavi sustav od 4 jednadZbe s 4 nepoznanice,
ali je takav pristup puno kompliciraniji.

7. Tupi kut

Zadan je tupokutni trokut AABC kojemu su velicine svih kutova izrazene u stupnjevima prirodni
brojevi. Simetrala tupog kuta <BAC sije¢e stranicu BC u tocki D, a nozite visine iz vrha A je
tocka N. Tocka D nalazi se izmedu tocaka N i B. Veli¢ina kuta <CBA deset je puta veéa od
veli¢ine kuta <DAN koja je, izrazena u stupnjevima, takoder prirodni broj. Kolika je najveca
moguca veli¢ina tupog kuta tog trokuta izraZzena u stupnjevima?

Rezultat: 158

Rjesenje:
Uvedimo oznake a=|<¥BAC|, x=|<DAN]|. C N

D
Tada je | xABC|= 10x.

Kako je trokut AABN pravokutan,

imamo % + x4+ 10x = 90°, odnosno a + 22x = 180°. A

Kako je najmanji moguci x jednak 1°, onda je najveéi moguci a jednak 158°.



8. Zajednicka mjera i viSekratnik
Neka su a, b i c prirodni brojevi za koje vrijedi

D(a,b) =4, D(b,c) =6 i V(a,b,c) = 36000.
Koliko najvise moZze iznositi D(a, ¢)?

D(m,n) je oznaka za najveci zajednicki djelitelj brojeva min, a V(p, q,r) za najmanji zajednicki
visekratnik brojeva p, gir.

Rezultat: 250
Rjesenje:
Rastavom na proste faktore dobivamo da je 36000 =2-2-2-2-2-3-3-5:5.5,
Iz uvjeta zadatka slijedi da je
a=2-2-x
b=2-2-3-y
c=2-3-z

Pri éemu x ne moze biti djeljiv s 3, a z ne moZe biti djeljiv s 2. Slijedi da D(x, z) dijeli5-5- 5 pa
D(a, c) moze najvise biti2-5-5-5 = 250.

9. Dijagonalni kvadrati

Dijagonalu velikog kvadrata stranice duljine 2020 cm Vlado je prekrio nizom kvadrata stranice
duljine 4 cm izrezanih od zelenog kolaz-papira. Dijagonale zelenih kvadrata pripadaju dijagonali
velikog kvadrata, a presjek svakih dvaju uzastopnih zelenih kvadrata je kvadrat stranice duljine 1
cm. Izracunaj povrsinu lika koji tvore zeleni kvadrati. Rezultat izrazi u kvadratnim decimetrima i

.....

Rezultat: 101
Rjesenje, prvi nacin.

Izracunajmo koliko je ukupno kvadrata duljine stranice 4 cm.

Krenimo s ucrtavanjem kvadrata pocevsi od donjeg lijevog vrha velikog kvadrata koji oznadimo s
Ao. Gornji desni vrh prvog ucrtanog kvadrata oznadimo s A;, gornji desni vrh drugog ucrtanog
kvadrata oznac¢imo s A, itd.

Od vrha Ag do vrha A; moZe se dodi tako da se pomakne 4 cm desno i 4 cm gore. Da bi se doslo
do vrha A,, treba iéi jos 3 cm desno i jo$§ 3 cm gore, do vrha A; joS 3 cm desno i joS 3 cm gore.
Dakle, nakon prvog kvadrata, svakim sljedec¢im kvadratom dolazi se do tocke koja je 3 cm desno
i 3 cm gore u odnosu na posljednju tocku na dijagonali velikog kvadrata.



S obzirom da se dodavanjem kvadrata pomice prema gore jednako koliko i udesno, dovoljno je
gledati pomake udesno. Od pocetne tocke zbroj svih pomaka treba biti jednak duljini stranice
velikog kvadrata, sto iznosi 2020 cm. Kod prvog kvadrata pomak je 4 cm, a kod svakog sljedeceg
po3cm.

A,

A
Oznacimo s n ukupan broj kvadrata duljine stranice 4 cm u tom nizu.
Tadaje4cm+ (n—1) -3 cm = 2020 cm.
Odnosno imamo 3n + 1 = 2020, odakle dobivamo da jen = 673.

Pri racunanje povrsine promatramo da je prvi kvadrat cijeli, a svi ostali su kvadrati stranice 4 cm
od kojih je izrezan kvadrat stranice 1 cm. Povrsina je 16 + 672 * 15 = 10096 cm? = 100,96 dm?

.....

Rjesenje,drugi nacin.

Od povrsine pocetnog kvadrata stranice 2020 cm oduzet éemo dijelove koji nisu obojeni zeleno.
Imamo dva sukladna dijela, od kojih se svaki sastoji od pravokutnika visine 3 cm i duljina redom
3cm,6cm, ..., 2016 cm.

Zbroj njihovih povriina u cm? iznosi

672673

2:(3-3+3:6++3:2016)=2-3-3-(1+2+ - +672) =233 ——

= 2016 - 2019
Stoga je konaéni rezultat u cm?:

2020 - 2020 — 2016 - 2019 = 2020 - 2020 — (2020 — 4) - (2020 — 1)
= 2020-2020 —2020-2020+4-2020+1-2020 -4 =5-2020 — 4
= 10096

.....

jednaka 101 dm?.



10. Sibice

Ivica je od Sibica sastavio kvadrat stranice duljine 36. & ¢ ¢ ¢ e a
Marica je uzela sve te Sibice i sastavila jednakostranini = g g oy 0@ "Be
trokut stranice duljine 36. Koliko je Sibica ostalo
S : : PP PP W
neiskoristeno?
o e e e S o W O )

Na slikama su prikazani kvadrat i jednakostrani¢ni

trokut stranice duljine 4 sastavljeni od Sibica.

Rezultat: 666
Rjesenje, prvi nacin.
Prebrojimo koliko je Sibica potrebno za kvadrat, a koliko za trokut stranice duljine 36.

Sibice koje tvore kvadrat su postavljene horizontalno ili vertikalno. Odredimo najprije koliko je
horizontalno postavljenih Sibica. U svakom redu je po 36 Sibica, a redova ima 37. Zato je broj
horizontalno postavljenih Sibica 36 *+ 37 = 1332. Isto je toliko i vertikalno postavljenih Sibica. Za
kvadrat stranice duljine 36 je potrebno 2 - 1332 = 2664 Sibica.

Sibice koje tvore trokut su postavljene u tri smjera. U svakom smjeru je broj $ibica
36+35+34+...+3+42+1=(36+1)+(35+2)+...+(19+18)=18 - 37 = 666.

Zato je za trokut stranice duljine 36 utroseno ukupno 3 * 666 = 1998 Sibica.

Ostalo je neiskoriSteno 2664 - 1998 = 666 Sibica.

Napomena: Sibice koje tvore trokut mozemo podijeliti u grupice po tri koje tvore male trokute.
Odredimo koliko ih je. Na dnu je 36 trokuta, u sljede¢em redu ih je 35 i u svakom sljede¢em po
jedan manje, dok ne dodemo do vrha gdje je samo jedan trokut. Ukupan broj tako uocenih
malih trokuta je

36+35+34+...+3+42+1=(36+1)+(35+2)+...+(19+18)=18 - 37 = 666.
Rjesenje, drugi nacin.

Od kvadrata stranice duljine 36 mozemo ukloniti sve Sibice koje ¢ine male kvadrate u prvom
redu i prvom stupcu. Tako ¢emo dobiti kvadrat duljine 35.

Uklonili smo 4 puta po 36 Sibica (36 na stranici kvadrata, te 36 izmedu kvadrata). Od tih Sibica
mozZemo sloZiti 36 trokuta na dnu velikog trokuta i ostat ¢e nam jo$ 36 Sibica viska.

Postupak moZzemo nastaviti sa kvadratom duljine 35 (slozimo 35 trokuta u drugom redu velikog
trokuta i preostane nam 35 Sibica viska), pa kvadratom duljine 34 itd. Na kraju tog postupka
imamo kvadrat duljine 1 od kojeg napravimo mali trokut na vrhu velikog trokuta i ostane nam
jedna Sibica viska. Ukupno nam je viska

36+35+34+..+34+2+1=(36+1)+(35+2)+...+(19+ 18) =18 - 37 = 666 Sibica.



