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Hrvatsko matematicko drustvo

Hrvatska matematicka olimpijada za kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo — utorak, 23. lipnja 2020.

RjesSenja zadataka za 4. razred

1. zadatak

Tocno u 9 sati Petar je istovremeno zapalio dvije svijece, duljina 29 cm i 34 cm. Poznato je da
2 mm krace svijece izgori za 4 minute, a 2 mm dulje svije¢e za 3 minute. Nakon nekog vremena,
Petar je primijetio da je jedna svije¢a dulja od druge za 2 cm. U koliko sati se to moglo dogoditi?

Rjesenje:

Prvi nacin

Kraca se svijec¢a za 4 minute smanji za 2 mm, pa se za 1 sat smanji 15 -2 =30 mm =3 cm.

Dulja se svijec¢a za 3 minute smanji za 2 mm, pa se za 1 sat smanji 20 - 2 =40 mm =4 cm.

Dakle, svakim se satom razlika njihovih duljina smanjuje za 1 cm.

Kako je pocetna razlika u duljinama 34 — 29 = 5 cm, od paljenja tih svijeca proéi ée 3 sata da bi razlika
bila 2 cm. Dakle, u 12:00.

No, dulja svijeéa gori brze pa promotrimo situaciju kad ¢e od nje ostati manji dio nego od kraée svijeée.
Kako je pocetna razlika u duljinama 5 cm, a svakim se satom razlika smanjuje za 1 cm, nakon 5 sati te ¢e
svijece biti jednakih visina.

To znadi da nakon jo$ 2 sata, razlika njihovih duljina opet biti 2 cm.

Kako je 29 : 3 =9 i ostatak 2, a 34 : 4 = 8 i ostatak 2, obje svijece ée gorjeti vise od 8 sati.

To znadi da ée razlika opet biti 2 cm i to 7 sati od paljenja. Dakle, u 16:00.

Drugi nacin

Krada se svije¢a za 4 minute smanji za 2 mm, pa se za 1 sat smanji 15-2 =30 mm =3 cm.
Dulja se svije¢a za 3 minute smanji za 2 mm, pa se za 1 sat smanji 20 - 2=40 mm =4 cm.
U 9:00 duljine svije¢a su 29 cmi 34 cm.

U 10:00 duljine svije¢a su 26 cm i 30 cm.

U 11:00 duljine svijeca su 23 cm i 26 cm.

U 12:00 duljine svije¢a su 20 cm i 22 cm, pa je razlika u njihovim duljinama 2 cm.

U 13:00 duljine svije¢asu 17 cm i 18 cm.

U 14:00 duljine svije¢a su 14 cm i 14 cm.

U 15:00 duljine svije¢a su 11 cmi 10 cm.

U 16:00 duljine svijeca su 8 cm i 6 cm, pa je razlika u njihovim duljinama 2 cm.

Nakon toga razlika njihovih duljina se povecava, sve dok jedna svijeca ne izgori.



Treci nacin (skica)

gorenje krace svije¢e: 2 mm za 4 min gorenje dulje svijec¢e: 2 mm za 3 min
1 cm za 20 min 1cm za 15 min
3cmzalh 4dcmzalh

proteklo vrijeme
u satima

duljina kraée

o, 29 26 23 20 17 14 11 8
svije¢e u cm

duljina dulje
34 30 26 22 18 14 10

svijece ucm

Razlika duljina svijeé¢a od 2 cm biti ¢e u 12:00 i 16:00 sati.

Cetvrti nacin (skica)
Za 12 minuta, prva svijeca se smanji za 6 mm, a druga za 8 mm.
Neka je proteklo x puta po 12 minuta.
Tada je duljina prve svijece u milimetrima 290 - 6x, a druge svijeée 340 - 8x.
Dvije svijeée ce biti jednake ako vrijedi
(290 - 6x) + 20 = 340 - 8x ili 290 - 6x = (340 - 8x) + 20
Rjesenje prve jednadzbe je x = 15, a druge jednadzZbe x = 35.
U prvom slucaju je proteklo 15 - 12 = 180 minuta, odnosno 3 sata.
U drugom sluéaju je proteklo 35 - 12 = 420 minuta, odnosno 7 sati.
Razlika duljina svijeéa od 2 cm biti ¢ée u 12:00 i 16:00 sati.



2. zadatak

U kvadrat na slici ucrtana su tri pravokutnika s vrhovima na
stranicama kvadrata. Koliko je razlic¢itih trokuta, a koliko razlicitih
pravokutnika na slici?

Rjesenje:

Duzine koje su nacrtane dijele pocetni kvadrat na manje trokute i D C;, C G C
pravokutnike koji se ne preklapaju, a koje ¢éemo zvati osnovni trokuti i

pravokutnici. Svi ostali trokuti i pravokutnici se sastoje od osnovnih. D, B,
Kvadrat je podijeljen na 8 malih (ruzi¢astih) i 4 veca (zelena) osnovna D B.

trokuta te 4 mala (siva) osnovna kvadrata, 8 srednjih (plavih) osnovnih D
3
pravokutnika i 1 veéi (Zuti) osnovni kvadrat.

A A A A B

Trokuti:

8 ruzicastih trokuta

4 zelena trokuta

4 trokuta koja se sastoje od 2 ruzicasta trokuta i 1 sivog kvadrata

4 trokuta koje Cine 1 zeleni trokut, 2 ruzicasta trokuta i 1 plavi pravokutnik

4 trokuta koje Cine 1 zeleni trokut, 4 ruzicasta trokuta, 2 siva kvadrata i 2 plava pravokutnika

Ukupno ima 24 trokuta.

Pravokutnici (brojeni redom prema broju osnovnih pravokutnika od kojih se sastoje):

1 Zuti kvadrat

4 siva kvadrata

8 plavih pravokutnika

4 kvadrata koja ¢ine po dva plava pravokutnika

4 pravokutnika koja ¢ine plavi pravokutnik i Zuti kvadrat

8 pravokutnika koja Cine plavi pravokutnik i sivi kvadrat

4 pravokutnika koja ¢ine plavi pravokutnik i dva siva kvadrata

6 pravokutnika koja Cine po dva plava pravokutnika i Zuti kvadrat

4 pravokutnika koja ¢ine po tri plava pravokutnika i Zuti kvadrat

4 kvadrata koja ¢ine Zuti kvadrat, jedan sivi kvadrat i dva plava pravokutnika

2 pravokutnika koja Cine po Cetiri plava pravokutnika i Zuti kvadrat

4 pravokutnika koja ¢ine Zuti kvadrat, dva siva kvadrata i tri plava pravokutnika
1 kvadrat kojeg Cine Zuti kvadrat, Cetiri siva kvadrata i Cetiri plava pravokutnika
1 pocetni kvadrat

Ukupno ima 55 pravokutnika.



3. zadatak

Broj se naziva zanimljivim ako su mu sve znamenke medusobno razliCite, a njegova prva znamenka
jednaka je zbroju svih ostalih znamenaka. Na primjer, zanimljivi su brojevi 321 i 80413. Koliko ima
zanimljivih brojeva?

Rjesenje:
Najprije primijetimo da broj moze imati 3, 4 ili 5 znamenaka. Ne moZe vise, jer je 0+1+2+3+4= 10.
Troznamenkasti brojevi:

3=1+2
4=1+3
5=1+4=2+3
6=1+5=2+4

7=1+6=2+5=3+4

8=1+7=2+6=3+5

9=1+8=2+7=3+6=4+5

To je 16 mogucnosti, no poredak druge i tre¢e znamenke moze biti po volji, pa ima ukupno 16 - 2 = 32
troznamenkastih zanimljivih brojeva.

Kod cetveroznamenkastih imamo svih 16 kombinacija kao kod troznamenkastih jer njima mozemo
dodati pribrojnik O (npr. 6 =0 + 2 + 4), te imamo jo$ dodatnih 7 moguénosti:

6=1+2+3

7=1+2+4

8=1+2+5=1+3+4

9=1+42+6=1+3+5=2+3+4

To je ukupno 16 + 7 = 23 razli¢itih zbrojeva. Svaki zbroj daje Sest zanimljivih brojeva jer znamenke (osim
prve) mogu zamijeniti mjesta. Zato je ukupan broj ¢etveroznamenkastih zanimljivih brojeva 23 - 6 = 138.

Kod peteroznamenkastih nisu moguée kombinacije bez 0, jerje1 +2+3+4>9.

Dakle, imamo istih 7 moguénosti kao kod cetveroznamenkastih brojeva bez nule, te u svakoj
mogucnosti dodajemo O (npr.8 =0+ 1 + 3 + 4).

Svaki zbroj daje 24 zanimljivih brojeva jer zadnje 4 znamenke mozZemo rasporeditinad4 -3-2-1=24
nacina. Dakle, peteroznamenkastih zanimljivih brojeva ima 7 - 24 = 168.

Ukupno ima 168 + 138 + 32 = 338 zanimljivih brojeva.



4. zadatak

Antun i Branko sudjelovali su u utrci. Svi su trkaci zavrsili utrku, a nikoja dva nisu zavrsila utrku u
isto vrijeme. Broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Antuna dva je puta manji od broja trkaca koji su
zavrsSili nakon njega. Broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Branka jednak je broju trkaca koji su
zavrSili nakon njega. Toc¢no 15 trkaca zavrSilo je utrku nakon Antuna, a prije Branka. Koliko je
trkaca sudjelovalo na utrci?

Rjesenje:
Prvi nacin
Uocimo da je Branko zavrsio utrku na sredini, a Antun ima vise trkaca nakon sebe, nego prije sebe, pa je

Antun zavrsio utrku ispred Branka. Oznacimo na crtezu Antunov (A) i Brankov (B) polozaj.

Obojeni blokovi u svakom redu su jednaki.

Zato je na sljedecoj slici sivi blok za jedan manji od Zutog bloka:

I - B 15+1+16-32

Ukupno je sudjelovalo 3- 32 + 1 =97 trkaca.

Drugi nacin
Neka je A broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Antuna, a B broj trkaca koji su zavrsili nakon Branka.
Uocimo da je Branko zavrsSio utrku na sredini, a Antun ima viSe trkaca nakon sebe, nego prije sebe, pa je
Antun zavrsio utrku ispred Branka. Broj trkaca moZzemo graficki prikazati ovako:

A _Antun _15_ Branko _B.
Tada vrijedi

2A=16+B i A+16=B.

Uvrstavanjem B =A + 16 u prvu jednadzbu dobivamo 2A =16 + A +16, odnosno A + A=32 + A.
Dobivamo A =32 islijediB=A + 16 =48.
Ukupno je na utrci sudjelovalo A+ B+ 17 = 97 trkaca.



5. zadatak

Lidija i Klara igraju se s hrpom jednakih Stapica. Svaka od njih je od odredenog broja Stapica
napravila rub pravokutnika. Svaka stranica Klarinog pravokutnika napravljena je s 5 Stapi¢a vise
od odgovarajuce stranice Lidijinog pravokutnika, a povrSina Klarinog pravokutnika dvostruko je
veca od povrsSine Lidijinog pravokutnika. Koliko je Stapica, za rub svog pravokutnika, mogla
upotrijebiti Lidija?

Rjesenje:

Produljivanjem stranica za Stapica dobivamo sljedeéi pravokutnik:

Prema uvjetu zadatka povrsina novonastalog pravokutnika dva puta je veéa od povrsine pocetnog, Sto
zapravo znaci da su povrsine plavog i ljubicastog dijela na slici jednake.

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih povrsina,
ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsina.

Prema tome, preostali dijelovi ljubiastog i plavog dijela su jednakih povrsina.



Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih povrsina,
ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsina.

---------------

Prema tome, preostali dijelovi ljubi¢astog i plavog dijela su jednakih povrsina.

Preostali plavi dio povrsine sastoji se od dva kvadrata sa stranicom duljine 5 Stapi¢a. Uzmemo li za
osnovnu mjernu jedinicu duljinu Stapi¢a, povrsina plavog dijelaiznosi5 -5+5 -5 =50.

Zato je umnozak duljina stranica preostalog pravokutnika ljubicaste boje (izrazenih brojem Stapiéa)
jednak 50.

Moguénosti su:

l. Sirina 1 Stapié i duljina 50 Stapica

Il. Sirina 2 Stapiéa i duljina 25 Stapica

Il Sirina 5 Stapic¢a i duljina 10 Stapica.
Duljine stranica pocetnog pravokutnika su za 5 Stapiéa vece.
Moguce duljine stranica pocetnog pravokutnika su:

l. Sirina 6 Stapica i duljina 55 Stapica

Il. Sirina 7 Stapiéa i duljina 30 Stapic¢a

Il Sirina 10 Stapiéa i duljina 20 Stapica.
Lidija je za rub svog pravokutnika mogla upotrijebiti

l. 2-6+2-55=122 stapiéa

Il. 2-7+2-30=74stapiéa

Il 2-10+2-20 =60 stapiéa.
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Hrvatska matematicka olimpijada za kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE

drugo kolo - utorak, 23. lipnja 2020.

RjeSenja zadataka za 5. razred

1.zadatak

Ako troznamenkastom broju obriSemo jednu znamenku, dobivamo dvoznamenkasti broj Sest puta
manji od poCetnog troznamenkastog broja. Odredi sve brojeve s tim svojstvom.

Rjesenje:

Neka je abc troznamenkasti broj.

1. slucaj. Ako obri$emo znamenku a dobije se dvoznamenKasti broj bc.

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti: ~ abc = 6 - bc
100a + 10b+c=6-(10b +c)

100a + 10b + ¢ = 60b + 6¢

100a = 50b + 5¢

20a =10b + ¢

Zbog djeljivosti s 10 slijedi da je ¢ = 0.

Prema tome je 20a = 10b odn. 2a = b. Slijede moguc¢nosti:
a=1,b=2 => broj 120

a=2,b=4 => broj 240

a=3b=6 2> broj 360

a=4,b=8 => broj 480

2. slucaj. Ako obrisemo znamenku b dobije se dvoznamenkasti broj ac.

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti: abc = 6-ac

100a + 10b+c =6+ (10a + ¢)

100a + 10b + ¢ = 60a + 6¢

40a + 10b = 5¢

8a+2b=c

Kako je c znamenka, slijedidajea =1,b = 0,c = 8 = broj 108



3. slu¢aj. Ako obrisemo znamenku ¢ dobije se dvoznamenkasti broj ab.

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti: abc = 6-ab

100a + 10b + ¢ =6+ (10a + b)

100a + 10b + ¢ = 60a + 6b

40a+4b+c=0

Jednakost vrijedi samo za a = b = ¢ = 0 $to ne daje troznamenkasti broj.

= TraZeni brojevi su 120, 240, 360, 480 i 108.

2.zadatak

Fran i Leon sudjelovali su u utrci. Svi su trkaci zavrsili utrku, a nikoja dva nisu zavrsSila utrku u isto
vrijeme. Broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Frana jednak je broju trkaca koji su zavrsili nakon
njega. Broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Leona dva je puta manji od broja trkaca koji su zavrsili
nakon njega. To¢no 15 trkaca zavrsSilo je utrku izmedu njih dvojice. Koliko je trkaca sudjelovalo na
utrci?

Rjesenje:
Prvi nacin

Uocimo da je Fran zavrsio utrku na sredini, a Leon ima viSe trkaca nakon sebe, nego prije sebe, pa
je Leon zavrsio utrku ispred Frana. Oznacimo na crtezu Leonov (A) i Franov (B) polozaj.

Obojeni blokovi u svakom redu su jednaki.

Zato je na sljedecoj slici sivi blok za jedan manji od Zutog bloka:

.....B........

Prema uvjetu zadatka imamao:

Ukupno je sudjelovalo 3- 32 + 1 = 97 trkaca.



Drugi nacin

Neka je A broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Leona, a B broj trkaca koji su zavrsili nakon Frana.
Uocimo da je Fran zavrsio utrku na sredini, a Leon ima viSe trkaca nakon sebe, nego prije sebe, pa
je Leon zavrsSio utrku ispred Frana. Broj trka¢a moZemo graficki prikazati ovako:

A _Leon _15 Fran _B.
Tada vrijedi
2A=16+B i A+16=B.
Uvrstavanjem B = A + 16 u prvu jednadZbu dobivamo 2A =16 + A +16.
Dobivamo A =32 islijediB=A+ 16 =48.

Ukupno je na utrci sudjelovalo A + B + 17 = 97 trkaca.

3.zadatak
Na Skolskom igraliStu nacrtan je veliki krug. Srediste kruga je tocka O, a na rubu su oznacene

tocke A, BiC. Pritom su kutovi £LAO0B i £BOC Siljasti, a duZine 04 i O_C medusobno su

okomite. Dio kruga omeden duZinama O_A, OB i kruznim lukom AB obojen je zelenom bojom, a dio

kruga omeden duZinama OB, OC i kruznim lukom BC obojen je naran¢astom
bojom. Ivica je svojim stopama izmjerio da je opseg kruga 240 stopa te da je
opseg zelenog lika za 18 stopa veci od opsega narancastog lika. Ako je povrSina
Citavog kruga 72 m?, kolika je povrsina narancastog lika?

Napomena: Opseg geometrijskog lika je duljina njegovog ruba.

Rjesenje:
c
Narancasti i zeleni kruZzni isje¢ak zajedno ¢ine ¢etvrtinu kruga koju 5
omeduje dio kruznice (ili kruzni luk) duljine 240 : 4 = 60 stopa.
Zeleni isje¢ak omeden je dvama polumjerima i kruznim lukom 4B, a
naranéasti isje¢ak dvama polumjerima i kruznim lukom BC.
Opseg zelenog isjetka je 2r + |AB|, a opseg naranéastog isjetka 2r + | BC|. o
Opseg zelenog isjecka je za 18 stopa veci pa vrijedi
2r +|BC| + 18 = 2r + | AB|. Odatle slijedi da je |BC| + 18 stopa = |AB|.

Kako oba kruzna luka zajedno ¢ine ¢etvrtinu kruZnice,
vrijedi 2|§Z‘| + 18 stopa = 60 stopa, odnosno |§Z‘| = 21 stopa, |1@| = 39 stopa.

PovrsSina kruga je 72 m?, pa je povrsina kruznog isjecka kojem pripada kruzni luk duljine 1 stope
72:240 = 0.3 m2

PovrSina narancastog kruznog isjecka je 21 - 0.3 = 6.3 mZ.



4. zadatak

Koliko ima peteroznamenkastih brojeva djeljivih s tri kojima su sve znamenke razli¢ite?

Prvo rjesenje:
Broj je djeljiv s tri ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 3.
Podijelimo znamenke ovako: A ={0,3,6,9}, B={1,4,7}, C ={2,5,8}.

U prvoj grupi su znamenke djeljive s 3. Bilo koja znamenka iz druge grupe zbrojena sa bilo kojom
znamenkom iz trece grupe daje broj djeljiv s tri. Za broj koji je djeljiv s 3 imamo tri moguc¢nosti za
odabir njegovih znamenaka:

a) po dvije znamenke iz skupova B i C, jedna iz A,
b) po jedna znamenka iz BiC, tri iz A,

c) sva tri broja iz B odnosno C i dva broja iz A.

Jos treba razlikovati koristimo li znamenku 0 ili ne.

Ako se ne koristi 0, onda imamo pod a) 3 -3 -3 = 27 moguénosti, podb)3-3-1=9,podc)3-2 =
6. Ukupno 42.

Ako se koristimo 0, pod a) imamo 3 -3 -1 = 9 mogucnosti, podb)3-3-3 =27,apodc)3-2 =6.
Ukupno 42.

Ako se ne koristi znamenka 0, moZemo permutirati znamenkena 5-4 -3 -2 = 120 nacina.

Ako se pojavljuje znamenka 0, onda imamo samo 5-4-3-2—-4-3-2=120—-24 =96
mogucnosti.

TraZeno rjeSenje je 42-120 + 42 -96 = 9072.
Drugo rjesenje:

Broj je djeljiv s tri ako i samo ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 3. Odredimo najprije koliki taj
zbroj moZze biti. Najmanji moguci zbroj razli¢itih znamenaka peteroznamenkastog brojaje 1 + 0 + 2
+3+4=10,anajvetije9+8+7+6+5=35.

Kako trazimo peteroznamenkaste brojeve djeljive brojem 3, zbroj njihovih znamenaka mora biti
djeljiv s 3. Moguc¢i zbrojevi znamenaka su: 12, 15, 18, 21, 24, 27,301 33.

Zbroj Znamenke Broj takvih Znamenke Broj takvih

znamenaka bez 0 brojeva s0 brojeva

12 1,0,2,3,6 4:4-3:-2-1=

96

1,0,2,4,5 96

15 1,2,3,4,5 5-4-3-2-1= |1,0,2,3,9 96

120

1,0,2,4,8 96
1,0,2,57 96
1,0,3,4,7 96
1,0,3,56 96
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42 - 216
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5.zadatak

Duljine svih stranica pravokutnika, izraZene u centimetrima, prirodni su brojevi. Pove¢amo li Sirinu
i visinu tog pravokutnika za 10 cm, njegova ¢e se povrSina udvostruciti. Odredi dimenzije svih
takvih pravokutnika.

Rjesenje:

Produljivanjem stranica za 10 cm dobivamo sljedeci pravokutnik:

Prema uvjetu zadatka povrSina novonastalog pravokutnika dva puta je veca od povrSine
pocetnog, Sto zapravo znaci da su povrsine plavog i ljubic¢astog dijela na slici jednake.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrSina.

Prema tome, preostali dijelovi ljubiCastog i plavog dijela su jednakih povrSina.



Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsina.

Prema tome, preostali dijelovi ljubicastog i plavog dijela su jednakih povrSina.

Preostali plavi dio povrsSine sastoji se od dva kvadrata sa stranicom duljine 10 cm, ukupne povrsine
100 cm?2 + 100 cm? = 200 cm?. Znadi, preostali pravokutnik ljubicaste boje ima povrSinu 200 cm?2.

Moguce duljine stranica tog pravokutnika su:

L. 1cmi200cm
I1. 2cmil100cm
I11. 4cmi50cm
V. 5cmi40cm
V. 8cmi25cm
VL 10 cmi 20 cm.

Moguce duljine stranica poCetnog pravokutnika su:

L. 11cmi210 cm
I1. 12cmi 110 cm
II1. 14 cmi60 cm
IV. 15cmi50 cm
V. 18 cmi 35 cm
VI 20 cmi 30 cm.



Drugo rjesenje.
(a+10)-(b+10)=2-a-b
ab + 10a + 10b + 100 = 2ab
ab —10a = 10b + 100
a(b—10) = 10b + 100

_10b+100 _10b—100+200 _ 200
=710 T b—10 = b—10

Dakle, b — 10 mora biti djelitelj broja 200=2*-5 . Za svaki takav b izratunamo odgovarajudi a i
dobivamo 3 rjeSenja:
b-10| 1 2 |4 |5]|8]10]20]25]40]50]100 200

b 11 | 12 /114151820 |30|35|50|60 110|210
a 210/ 110|605035]130]20(18]15]14 | 12 | 11

Moguce duljine stranica poCetnog pravokutnika su:

L. 11cmi210cm
I1. 12cmi 110 cm
I11. 14 cmi60 cm
IV. 15cmi 50 cm
V. 18 cmi35cm
VL 20 cmi 30 cm.

Trece rjesenje.
(a+10)-(b+10)=2-a-b
ab + 10a + 10b + 100 = 2ab
ab —10a — 10b = 100
a(b—10) —10b + 100 — 100 = 100
a(b—10) —10(b —10) = 200
(a—10)(b—10) =200

Zaklju¢ujemo da b — 10 mora biti djelitelj broja 200=2°-5°.

Sve mogucnosti su dane tablicom:

a-10] 1 2 4 1518 ]10/20|25|40|50]100 /200

b-10]200]/100]|50[40|10| 8 |10 8 | 5 | 4 2 1
a 11 | 12 | 1415|1820 |30[35|50|60 110|210
b 2101110/ 60]50]35[30[20[18]15]14 | 12 | 11

Moguce duljine stranica pocetnog pravokutnika su:



II.

II.
IV.

VL

11cmi210 cm
12cmi 110 cm
14 cmi 60 cm
15cmi50cm
18 cmi 35 cm
20cmi30cm
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HrvatSkO matematl(:ko druStvo Hrvatska matematicka olimpijada za kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo - utorak, 23. lipnja 2020.

RjeSenja zadataka za 6. razred

1. zadatak

Nadi najmanji viSeznamenkasti broj koji zapocinje znamenkom 1 sa svojstvom da, premjestimo li
tu znamenku 1 s pocetka na kraj, iza znamenke jedinica, dobivamo broj tri puta veci od pocetnog.

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo da postoji takav dvoznamenkast broj; tj. pretpostavimo da broj 10 + x (pri ¢emu je
x jednoznamenkast broj ili 0) koji zadovoljava uvjete zadatka. Tada je 10x + 1 = 3 - (10 + x), Sto
vodi na jednadZbu 7x = 29 koja nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.

Pretpostavimo li da postoji takav troznamenkast broj 100 + x, dobivamo uvjet10x +1 =3 -
(100 + x) ijednadZbu 7x = 299 koja takoder nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva .

Za Cetveroznamenkast broj dobivamo uvjet 10x + 1 = 3 - (1000 + x), i jednadzbu 7x = 2999 koja
takoder nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.

Za peteroznamenkasti broj dobivamo uvjet 10x + 1 = 3 - (10000 + x), i jednadzbu 7x = 29999
koja takoder nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

Za Sesteroznamenkast broj, iz uvjeta 10x + 1 = 3 - (100000 + x), dobivamo jednadzbu 7x =
299999, cije je rjesenje x = 42857.

Broj 142857 je najmanji broj koji zadovoljava uvjete zadatka.

Napomena:
"Zadatak se moZe rijeSiti i odredivanjem jedne po jedne znamenke u umnosku

1...7 -3 =...71."

2.zadatak

Na jednom natjecanju iz matematike sudjeluje 12 Varazdinaca, 8 Zadrana i 2 Osjecana. Trebaju
sastaviti peteroclanu ekipu u kojoj ¢e biti barem po jedan ucenik iz svakog od tih triju gradova, ali
ne smiju biti tri ucenika iz istog grada. Na koliko razli¢itih nac¢ina oni mogu sastaviti ekipu?

Rjesenje.
Ekipa se moZe sastojati od

- jednog ucenika iz Varazdina, dvoje iz Zadra i dvoje iz Osijeka (VZZ0O0)



- dva ucenika iz Varazdina, jednog iz Zadra i dva iz Osijeka (VVZ0O)
- po dva ucenika iz Varazdina i Zadra i jedan iz Osijeka (VVZZO).
U prva dva slucaja, oba Osjecana su u ekipi.
U prvom slucaju, jednog VaraZdinca biramo na 12 nacina, a dvoje Zadrana moZemo odabrati na

% = 28 nacina. Ukupan broj ekipa tipa "VZZ00" je 12 - 28 = 336.

U drugom slucaju, par Varazdinaca biramo na % = 66 nacina, a jednog Zadranina na 8 nacina.
Ukupan broj ekipa tipa "VVZ0O0" je 66 - 8 = 528.

Konacno, u tre¢em slucaju dva Varazdinca biramo na 66 nacina, dva Zadrana na 28 nacina, a jednog
Osjecanina na 2 nacina, pa je ekipa tipa "VVZZ0O" ukupno 66 - 28 -2 = 3696.

Ekipu je moguce odabratina 336 + 528 4+ 3696 = 4560 nacina.

3. zadatak

Pravac p sijece duZinu AB u toki C. Totka D nalazi se na pravcu p, razliita je od C i vrijedi
‘AC‘:‘AD‘. Tocka E nalazi se na pravcu p i vrijedi ‘EC‘:‘EB‘. Pravac paralelan s pravcem p koji

prolazi tockom A i pravac paralelan s pravcem AB koji prolazi tockom E sijeku se u tocki F. Dokazi
da vrijedi | FB|=|FD|.

Rjesenje.
Prema uvjetima zadatka, trokuti ACD i EBC su jednakokracni (|AC| = |AD|, |EC| = |EB]|). Njihovi

kutovi uz osnovicu su jednaki, jer su kutovi |[£DCA| = |£ECB| vr$ni. Stoga su i kutovi nasuprot
osnovice jednaki, |£CAD| = |£BEC]|.

Uocimo da je zbog AB || rip || q cetverokut ACEF paralelogram, pa je |AC| = |FE|, |CE| = |AF]|.



Promotrimo trokute FAD i BEF. Vrijedi |AF| = |CE| = |BE|, |AD| = |AC| = |FE]|.
Uotimo daje |[FAD| = |2FAC| + |2CAD|, |£BEF| = |£BEC| + | CEF|.

Kako susFACi <«CEF nasuprotni kutovi paralelograma, vrijedi |£FAD| = |£FAC| + |£CAD| =
|2CEF| + |£BEC| = |£BEF)|.

Prema SKS poucku o sukladnosti trokuta zaklju¢ujemo da su trokuti FAD i BEF sukladni.

Zato jei|FB| = |FD]| sto je trebalo dokazati.

4. zadatak

Duljine svih stranica pravokutnika, izraZene u centimetrima, prirodni su brojevi. Pove¢amo li Sirinu
i visinu tog pravokutnika za 10 cm, njegova Ce se povrSina udvostruciti. Odredi dimenzije svih
takvih pravokutnika.

Rjesenje:

Produljivanjem stranica za 10 cm dobivamo sljedeci pravokutnik:

Prema uvjetu zadatka povrSina novonastalog pravokutnika dva puta je ve¢a od povrsine pocetnog,
Sto zapravo znaci da su povrsine plavog i ljubicastog dijela na slici jednake.

----------------------------------------------------------------------------------------------

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsina.



Prema tome, preostali dijelovi ljubicastog i plavog dijela su jednakih povrsina.

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsSina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsSina.

...............

Prema tome, preostali dijelovi ljubicastog i plavog dijela su jednakih povrsina.

Preostali plavi dio povrSine sastoji se od dva kvadrata sa stranicom duljine 10 cm, ukupne povrsSine
100 cm?2 + 100 cm?2 = 200 cm?. Znaci, preostali pravokutnik ljubic¢aste boje ima povrsinu 200 cm?2.

Moguce duljine stranica tog pravokutnika su:

L
I1.

L.
IV.

V.

VL

Moguce duljine stranica poCetnog pravokutnika su:

L

1cmi200cm
2cmil00cm
4 cmi50cm
5cmi40cm
8cmi25cm
10 cmi 20 cm.

11cmi210cm



I1. 12cmi 110 cm
I11. 14 cmi 60 cm
IV. 15cmi50cm
V. 18 cmi35cm
VL 20 cmi 30 cm.

Drugo rjesenje.
(a+10)-(b+10)=2-a-b
ab + 10a + 10b + 100 = 2ab
ab — 10a = 10b + 100
a(b—10) = 10b + 100

10b+100—10b_100+200—10+ 200
b—10 b—10 B b—10

a =

Dakle, b — 10 mora biti djelitelj broja 200 =2*-5*. Za svaki takav b izra¢unamo odgovarajudi a i

dobivamo 3 rjeSenja:

b-10| 1 2 |4 |5]|8]10][20[25]40]50]100 200
b 11 | 12 |14 [15[18[20[30]35|50 |60 110|210
a 210110 |60 |50|35|30]20[18|15]14| 12 | 11

Moguce duljine stranica pocetnog pravokutnika su:

L. 11cmi210cm
1. 12cmi 110 cm
I11. 14 cmi 60 cm
IV. 15cmi50 cm
V. 18 cmi35cm
VL 20cmi30cm

Trece rjesenje.
(a+10)-(b+10)=2-a-b
ab + 10a + 10b + 100 = 2ab
ab —10a — 10b = 100
a(b—10) —10b + 100 — 100 = 100
a(b —10) — 10(b — 10) = 200
(a —10)(b — 10) = 200

Zaklju¢ujemo da b — 10 mora biti djeljitelj broja 200 =2* -5,



Sve moguénosti su dane tablicom:

a-10] 1 2 4 1518 ]10/20|25|40|50]100 200

b-10|200[100|50({40 10| 8 10| 8 | 5 | 4| 2 1
a 11 | 12 |14 1518 [20[30|35|50 |60 110|210
b 2101110/ 60]50]35[30[20[18 15|14 | 12 | 11

Moguce duljine stranica poCetnog pravokutnika su:

L. 11cmi210 cm
I1. 12cmi 110 cm
I11. 14 cmi 60 cm
IV. 15cmi50cm
V. 18 cmi 35 cm
VI 20cmi30cm

5.zadatak

Jelena i KreSo igraju igru zapisujué¢i pomocu znamenaka iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
Sesteroznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama. Najprije Jelena bira znamenku jedinica, zatim
KreSo bira znamenku desetica i dalje redom: Jelena bira znamenku stotica, KreSo znamenku
tisucica, Jelena znamenku desettisucica i na kraju KreSo bira znamenku stotisuc¢ica. Ako je tako
nastali Sesteroznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama djeljiv s 3, onda pobjeduje KreSo, a ako
taj broj nije djeljiv s 3, onda pobjeduje Jelena.

Odredi koji od igraca ima strategiju za pobjedu i objasni tu strategiju.

Rjesenje.

SesteroznamenkKasti broj je djeljiv s 3 ako i samo ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 3. Nakon $to
se potros$i 6 znamenaka, ostat ¢e neiskoriStena tri broja iz skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Zbroj svih tih

brojeva je djeljiv s 3, pa je dobiveni Sesteroznamenkasti broj djeljiv s 3 ako i samo ako je zbroj
preostala tri broja djeljiv s 3. U tom slucaju pobjeduje KreSo.

MozZe li Jelena osigurati da nakon njenog zadnjeg poteza preostanu Cetiri broja koja ne omogucuju
Kresi da odabere broj koji bi mu osigurao pobjedu?

Podijelimo brojeve 1,2,3,4,5,6,7,8,9 u tri skupine, ovisno o ostacima pri dijeljenju brojem 3:
{1,4,7} {2,5,8} {3,6,9}.

Ako nakon KresSinog zadnjeg poteza ostanu neiskoriStena tri broja iz iste skupine, njihov zbroj ¢e
biti djeljiv s 3. Ako ostane po jedan broj iz svake skupine, zbroj ¢e takoder biti djeljiv s tri.

U ostalim slucajevima - a to znaci kada ostanu dva broja iz jedne skupine i joS jedan broj iz neke
druge - zbroj nece biti djeljiv s tri. Dakle, Jelena treba osigurati da KreSo ne moZe ostaviti niti tri
broja iz iste skupine, niti po jedan broj iz svake skupine. Drugim rijeCima, nakon njenog zadnjeg
(treceg) poteza, moraju jos ostati neiskoriStena po dva broja iz dviju skupina.

Dokazimo da Jelena ima strategiju za pobjedu.
Najprije Jelena bira bilo koji broj. Nakon toga KreSo ima dvije razli¢ite moguc¢nosti.

Ako KreSe odabere broj iz iste skupine, onda ¢e Jelena nakon toga opet odabrati broj iz iste skupine
(to je vec treci broj iz iste skupine) pa ¢e KreSo morati izabrati broj iz jedne od dvije preostale



skupine. U svom zadnjem izboru Jelena ¢e birati broj iz trece skupine. Sada su ostala jo$s po dva
broja u dvije skupine. Sto god da KreSo odabere na kraju, izabrani brojevi ne mogu biti ni svi
brojevi iz dvije skupine niti po dva broja iz svake od tri skupine.

Ako KreSo u svom prvom "potezu" odabere broj iz skupine iz koje nije Jelenin prvi broj, tada ¢e
Jelena u sljedecem izboru birati broj iz preostale trece skupine. Nakon toga KreSo, kojem su
preostala po dva broja iz svake skupine bira neki od tih brojeva, a potom Jelena bira broj iz iste
skupine. Tada su preostala po dva broja u dvije skupine, dok su iz tre¢e skupine sva tri broja
iskoristena. Sto god da Kre$o odabere u svom zadnjem potezu, izabrani brojevi ne mogu biti ni svi
brojevi iz dvije skupine niti po dva broja iz svake od tri skupine.

Napomena. Skra¢eno moZemo pisati koliko u svakom koraku preostaje neiskoristenih brojeva u
pojedinoj skupini. Tako na pocetku zapisujemo 333 jer u svakoj skupini imamo 3 broja.

Za ishod igre nije vazno iz koje su skupine birani brojevi, pa broj neiskoristenih brojeva mozemo
pisati od najvec¢eg prema najmanjem. Jelenini potezi su oznaceni crvenom bojom, a Kres$ini plavom.

Kad tako promatramo, KreSo samo u prvom potezu ima viSe moguc¢nosti. Za Jelenu su oznaceni oni
potezi koje treba odabrati da bude sigurna u pobjedu.
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