Diofantske jednadzbe

Okvirna razina: JBMO / SS A var. drZzavno

1. Teorija i primjeri

U proslim lekcijama o diofantskim jednazbama prosli smo elementarne strategije rjeSavanja, te najcesée
izolirane (u svakom zadatku primijenili bismo samo jednu metodu). U ovoj lekciji pokazat ¢emo kako
kompleksnije zadatke rjeSavamo kombiniranjem svih naucenih metoda. Na kraju ¢éemo pokazati i neke
napredne rezultate iz teorije brojeva.

Pocnimo s uvodnim primjerom koji se pojavio kao treci zadatak na Zupanijskom natjecanju iz matematike
2024. za treéi razred (A varijanta).

Primjer 1

Odredi sve prirodne brojeve a, b, ¢ takve da je 2% + 2° 4 2¢ 4+ 3 potpun kvadrat.

Rjesenje. Bez smanjenja opcenitosti ¢emo pretpostaviti da je a < b < ¢, buduéi da je izraz
simetri¢an u varijablama a, b 1i c.

Promotrimo prvo izraz modulo 4. Ako je a > 2, tada su sve potencije broja 2 dijeljive s 4, pa
izraz 2% + 2% 4 2°¢ + 3 daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4 i stoga ne moze biti kvadrat prirodnog
broja. Dakle, mora biti a = 1.

Promotrimo sada izraz modulo 8. Sli¢cno zakljucujemo da ako su b i ¢ veéi ili jednaki 3, tada
izraz 2% + 2° 4 2°¢ + 3 = 2° 4 2° 4+ 5 daje ostatak 5 pri dijeljenju s 8 pa zbog toga ne moZe biti
kvadrat prirodnog broja. Dakle, zaklju¢ujemo da je b = 1 ili b = 2. Provjerimo svaki od tih
slucajeva zasebno.

Ako je b = 1, tada 2% + 2° + 2¢° + 3 = 2° 4+ 7 mora biti potpuni kvadrat. Promatrajuéi izraz
modulo 4, zaklju¢ujemo da je nuzno c = 1, jer bi inace izraz davao ostatak 3 pri dijeljenju s 4.
Direktnom provjerom vidimo da za ¢ = 1 dobivamo rjesenje: 2! + 2! +2! +3 = 9.

Ako je b =2, tada 2% 4+ 2° + 2° + 3 = 2° 4+ 9 mora biti potpuni kvadrat, tj. 2¢ + 9 = m? za neki

prirodni broj m. Koriste¢i razliku kvadata, jednadzbu zapiSimo kao
2°=k*—9=(m—3)(m+3).

Iz gornje jednakosti slijedi da su m — 3 i m + 3 potencije od 2, tj. m —3 =2 i m + 3 = 2% pri

¢emu su c; i ¢z neki nenegativni cijeli brojevi.

Oduzimanjem dobivenih jednakosti slijedi

6 = 2% — 29 = 201 (221 _ 1)
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iz Cega zaklju¢ujemo da je c; =1icy; =3, odnosnoc=41im =>5.
Dakle, uz pretpostavku a < b < ¢ imamo da su rjeSenja (a, b, ¢) = (1, 1, 1), (1, 2, 4).

Sve moguée trojke brojeva (a, b, c) dobivamo permutiranjem dobivenih rjesenja:

(a,b,¢) = (1,1,1), (1,2, 4), (1,4,2), (2,1,4), (2,4,1), (4,1,2), (4,2,1). O

Tehnika rjesavanja koju smo primijenili u ovom zadatku nije rijetkost. Prvo smo promotrili jednadzbu
modulo neki konkretni prirodan broj M (nekoliko puta) kako bismo saznali viSe informacija o nepozna-
nicama u zadatku, a u nekom trenutku to smo iskoristili kako bismo jednadzbu faktorizirali i napravili
analizu faktora. Analiza faktora Cesto vodi na provjeru nekoliko slucajeva, kojih moze biti mnogo ako
nismo pazljivi, te koji mogu ponovno biti podjednako kompleksni kao i originalni zadatak s kojim smo
krenuli. Primijenili smo dvije metode: modularna aritmetika i faktorizacija.

Napomena: Kako birati module?

Kako bismo ubrzali proces ili uopce dosli do zakljucaka koji bi nam bili korisni za rjeSavanje zadataka,
treba znati koje module uopce izabrati, tj. koje ostatke prilikom dijeljenja kojim brojem M treba
promatrati. Postoje neka nepisana pravila:

e Brojevi koji se ve¢ pojavljuju u jednadzbama — ako ve¢ imamo neki broj u jednadzbi, ili ako
vidimo da ¢e nekoliko sumanada zbog tog broja biti djeljivo neki brojem M, to za preostale

¢lanove u jednadzbi znaci da imamo manje slucajeva za gledati ako gledamo jednadzbu modulo
M.

« Ako u jednadzbi imamo izraze oblika 22, 3%, ... — u tim slu¢ajevima, moze biti korisno jednadzbu
modulo 2 ili 3 redom, u vidu prosle natuknice, a mozemo gledati i modulo 4 ili 8, te 9 redom,
nadajuci se da éemo modi zakljuditi da za a vece od 2 ili 3, odnosno za b vece od 2 jednadzba
nema rjeSenja.

e Ako u jednadzbi imamo potpun kvadrat — u tim sluc¢ajevima korisni su moduli 3, 4, aondai 5
i 8 (znas li koji su kvadratni ostatci modulo 3, 4, 5 i 8, te kako se traZe svi moguéi kvadratni
ostatci modulo M?).

e Ako u jednadzbi imamo potpun kub — u tim slucajevima moze biti korisno gledati jednadzbu
modulo 7. To je posljedica malog Fermatovog teorema. Opcenito, ako se u jednadZzbi pojavljuje
potencija a® za neki fiksan broj k, ima smisla pogledati jednadZzbu modulo k£ + 1 (ako je k + 1
prost) ili 2k + 1 (ako je 2k + 1 prost broj), jer ée u tim slu&ajevima izraz a* davati mali skup
ostataka prilikom dijeljenja tim brojem. Recimo, ako se u jednadzbi pojavljuju devete potencije,
isplati se gledati modulo 2-9+ 1 = 19.



Napomena: Sto raditi nakon faktorizacije

Kada faktoriziramo neki izraz (najée3¢e koristeéi razliku kvadrata ili nekih drugih potencija), dobivamo
da je umnozak dviju zagrada koje su nam i dalje nepoznate jer ovise o nepoznanicama jednak nekoj

v Vs

vrijednosti K. Najcesce situacije su sljedece:

o Ta vrijednost K je neki fiksan prirodni broj (recimo (2* — 3)(2* + 3) = 65 — takva situacija je
najlaksa. Koristimo rastav na proste faktore tog poznatog broja K (u ovom sludaju 65 = 5-13)
te rastavljamo na sve moguce slucajeve kada je koji od faktora s lijeve strane jednak svakom
mogucem djelitelju broja K. Ne smijemo zaboraviti i mogucnost da izrazi na lijevoj strani
mozda mogu biti i negativni. U ogranicavanju broja slu€ajeva korisno je pokusati dokazati da
je jedan od nepoznatih faktora uvijek veci od drugog. Konkrentno, u ovoj situaciji znamo da je
2%+ 3 > 2% — 3 za sve qa, te 2* 4+ 3 > 0, pa je potrebno gledati rastave broja 65 na pozitivne
faktore, pri ¢emu je prvi manji od drugog, odnosno sluajeve (2% — 3,2* + 3) = (1,65) ili
(5,13).

 Ta vrijednost K nepoznata je potencija poznatog broja (ili neki sli¢ni umnozak takvih izraza) —
to je situacija iz proslog primjera kada smo imali 2¢ = k? — 9 = (m — 3)(m + 3). Tada je svaki
od faktora jednak potenciji istog broja. Ponekad je korisno gledati i najveci zajedncki djelitelj,
o ¢emu vise u sljede¢oj natuknici.

 Ta vrijednost K nepoznata je potencija poznatog broja (ili neki sli¢ni umnozak takvih izraza)
— to je jedna od najkompliciranijih situacija (recimo (5° — 4)(5° + 4) = m?). Tada je klju¢no
promatrati najveéi zajednicki djelitelj faktora s lijeve strane. U ovom primjeru, uvedimo d =
D(5° — 4,5° + 4). Kako d dijeli oba izraza, dijeli i njihovu razliku (5° + 4) — (5 — 4) = 8.
Medutim, izrazi u zagradama su ocito neparni, pa je jedino moguée da je d = 1. U tom slucaju
umnozak relativno prostih brojeva moze biti potpun kvadrat samo ako je svaki od njih jednak
potpunom kvadratu (vidjeti lemu u nastavku): 5° +4 = k2 i 5* — 4 = [2. Sada bismo oduzeli
te dvije jednakosti i dobili faktorizaciju s konstantnom desnom stranom, dakle nesto Sto smo
komentirali u prvoj natuknici.

Zadatak 1. Rijesi do kraja primjere zadataka iz gornje napomene.

Uputa. Postupi kao $to je najavljeno u napomeni. O
Rjesenje. Za jednadzbu (2% — 3)(2* 4+ 3) = 65 veé smo u tekstu napomene spomenuli sve moguce
slucajeve. Za opciju 2 —3 = 1, 2* + 3 = 65 oduzimanjem dobivamo 6 = 64, Sto daje kontradikciju,
dok za opciju 2* — 3 = 5, 2 4+ 3 = 13 rjeSavanjem svake od jednadzbi daje rjeSenje a = 3.

Za jednadzbu (5° — 4)(5° + 4) = m? smo zakljudili da je nuZno 5° —4 = I, 5* + 4 = k?, gdje su k i
[ prirodni brojevi. Oduzimanjem dobivamo 8 = k? — 2 = (k —I)(k +1). OCito je k+1 >k — [, pa
je potrebno gledati faktorizacije oblika k — 1 =11 k 4+ = 8 (koja ne daje rjeSenje), te k — 1 =2 i
k+1=4,o0dakle je k=3,l=1.Zatojem=k-l=3,b=1. m

Lema 1

Ako za dva relativno prosta prirodna broja z,y vrijedi z - y = n™ (gdje su n,m € N), tada je svaki
od tih brojeva m-ta potencija nekog prirodnog broja.



Zadatak 2. Dokazi ovu lemu.

Uputa. Pogledaj rastav na proste faktore broja n (pa onda i n™). Moze li neki prosti djelitelj od
n sudjelovati u raspisu oba broja = i y? m

Rjesenje. Neka je n = pi* ... pp*. U jednakosti

maoy

M maoy
rT-y=n =p

N

promotrimo djeljivost faktorom p;. Kada bi p; dijelio i x i y, tada oni ne bi bili relativno prosti.
Zato je samo jedan od njih djeljiv s p;, pa zato u svom raspisu na proste faktore imaju cijeli p7***.
Analogni zakljucak ponavljamo za sve faktore.

Uz potencijalnu zamjenu indeksa prostih brojeva pi,...,pr i njihovih eskponenata «j,..., o,
dokazali smo da postoji I € {0,1,...,k} takav da je

P B = BT Y= BB = (B
odnosno z i y su m-ta potencija prirodnog broja, sto je i trebalo dokazati. O

U vidu ovih napomena, promotrimo sljedeéi primjer.
Primjer 2

Rije$i jednadzbu 3% + 4° = 5° u skupu prirodnih brojeva.

RjeSenje. Motivirani gornjim napomenama, jednadzbu prvo napadamo promatrajuéi ju modulo
neki M. Kako se pojavljuju potencije broja 3, 4 i 5, upravo su to moduli koji nam prvi padaju
na pamet prilikom rjesavanja.

Promotrimo jednad¥bu modulo 3. Izraz 3¢ djeljiv je s 3, 4° uvijek daje ostatak 1, dok 5¢ daje

ostatak 1 ili 2. Jednadzba ée imati rjeSenja tek ako 5 =1 (mod 3) Sto se ostvaruje za parne c.
Dakle, ¢ = 2k, za neki k € N.

Mozemo dalje provoditi modularnu aritmetiku i zaista ¢emo imati nove zakljucke o varijablama
a, b i ¢, medutim veé ovaj zakljucak dovoljan nam je za faktorizaciju. Primjeéujemo da su 52* i
4% = 2% potpuni kvadrati, pa ih moZemo prebaciti na istu stranu i iskoristiti razliku kvadrata:

(5% — 2°)(5% 4 2°) = 3.

Svaki od faktora na lijevoj strani mora biti potencija broja 3. Dakle, postoje nenegativni cijeli
brojevi a; i ay takvi da je 5¥—2° = 3% i 5 +2° = 3%2, U ovom trenutku najéesée se fokusiramo na
jednu od tih jednakosti, ili ih oduzmemo/zbrojimo. Oduzimanjem ove dvije jednakosti dobivamo

2b+1 — (5]{) + 2b) _ (5k _ 2b) =3%2 _ 31 _ 3u (3&2—&1 _ 1)
Izraz s lijeve strane nije djeljiv s 3, zbog cega je nuzno a; = 0. Odavde dobivamo

b+l — 3e2 _ 1,

Ovu jednakost ponovno promatramo kao mali zadatak: ponovno primijenjujemo tehnike modu-
larne aritmetike, a ako ne dobijemo sva rjesenja ili kontradikciju, faktoriziramo i nastavljamo.
Promotrimo jednadzbu modulo 4. Kako je b prirodan, lijeva strana djeljiva je s 4, pa mora biti




i desna, $to je mogucée samo ako je as paran broj: a; = 2l, Il € N. Ovo je ponovno dovoljno za
faktorizaciju: na desnoj strani jednakosti nalazi se razlika kvadrata. Imamo

(3" —1)(8" +1) =2+,

Faktori s lijeve strane opet moraju biti potencije koja se pojavljuje na desnoj strani: 3' —1 = 2%
i 3' + 1 = 2%2 za neke nenegativne brojeve b; i by. Oduzimanjem dobivamo

2=(3"+1)— (3 —-1)=27(2"" —-1).

Kako na desnoj strani imamo umnozak potencije broja 2 i neparnog broja, jedina moguénost je
201 = 21 j 2b2=b1 _ 1 = 1. To vodi na sljedeéi niz zakljuaka: by =1, b, =2,b=2,1=1, ay = 2,
a=2,k=1,c=2.

Konaéno, jedino rjesenje u prirodnim brojevima je (a,b,c) = (2,2, 2). ]

Kao sto smo najavili da bi se moglo dogoditi, slu¢aj na koji smo sveli zadatak bila je jednadzba oblika
28 =341

za neke prirodne brojeve A i B, $to smo opet rjeSavali kao zasebni zadatak. Tu se ocituje kompleksnost
ovakvih zadataka: pored intuicije oko izbora odgovarajué¢ih modula na pocetku, ograniavanje broja
sluajeva i baratanje njima nakon faktorizacije, bitna je i upornost u rjeSavanju svakog od podslucaja,
makar oni znadili i rjeSavanje novih malih zadataka.

Na ovoj novodobivenoj jednadzbi pokazat ¢emo i tri sloZenije metode rjeSavanja diofantskih jednadzbi.
Kao sto smo vidjeli, cijeli zadatak rijeSili smo samo elementarnim metodama, tako da nam metode koje
¢emo pokazati nisu potrebne, ali je dobar trenutak za pokazati sve metode na jednom primjeru.

Teorem 2: Zsigmondyjev teorem

Neka su a > b > 0 relativno prosti prirodni brojevi. Tada za svaki prirodan broj n > 1 postoji barem
jedan prost broj p koji dijeli izraz a™ —b", ali ne dijeli niti jedan izraz oblika a* —b* za sve 1 < k < n,
uz sljedeée izuzetke:

e kada je n =2 i a+ b je potencija broja 2;
o kadajen=6,a=2ib=1 (odnosno 2° — 16 = 63).
Analogna tvrdnja vrijedi i u slu¢aju zbroja a™ + b". Ako su a > b > 0 relativno prosti, tada za svaki

n > 1 postoji barem jedan prost broj p koji dijeli a™ + 5", ali ne dijeli a* + b* za sve k < n, uz jedini
izuzetak: 23 + 13 = 9.

Recimo, brojevi oblika 11™ — 8™ za svaki prirodni broj n imat ¢e neki prosti faktor za koji nijedan drugi
izraz 11¥ — 8% za k < n nije imao. Posebno, 11™ — 8" ne moZe biti potencija broja 3 za n > 1, jer ée
svaki put imati neki prosti faktor razli¢it od 3. Sli¢no vrijedi i za a™ + b™.

Postoje iznimke koje su popisane u teoremu. Broj a? — b? = (a — b)(a + b) nema novih prostih faktora
u odnosu na a — b ako je a + b potencija broja 2, dok 26 — 1 = 63 = 32 -7 ima proste faktore 3 koji veé
dijeli 22 — 1 i 7 koji ve¢ dijeli 23 — 1.



Primijenimo Zsygmondyjev teorem na jednadzbi 28 = 34 — 1. Na desnoj strani jednadzbe nalazi se
razlika A-tih potencija. Stoga, prema tom teoremu, za svaki A > 1 (do na moguée iznimke spomenute
u teoremu) postoji neki prost p djelitelj koji ne dijeli 3* — 1 ni za koji k < A, pa posebno ni 3 —1 = 2.
Dakle, za sve A > 1 izraz 3* — 1 ima neki neparni prosti djelitelj, pa ne moZe biti jednak potenciji broja
2. Jedina moguda iznimka je A = 2, jer je 3+ 1 = 4 potencija broja 2, pa zato sluajeve A=1i A =2
treba provjeriti zasebno. U tim sluéajevim zaista i dobivamo rjeSenja: (4, B) = (1,1), (2, 3).

PokaZimo sada drugi jaki rezultat. Za to nam je potrebna sljededa definicija:
Definicija 3

Neka je p prost broj i n cijeli broj razli¢it od nule. Oznakom v, (n) definiramo najveéi prirodni broj &
za koji vrijedi da p* dijeli n (posebno, p**! ne dijeli n). U tom slu&aju &esto koristimo i zapis p* || n,
$to &itamo kao da p* to¢no dijeli n.

Teorem 4: Lifting The Exponent Lemma - LTE

Neka je p prost broj te neka su a i b cijeli brojevi takvi da p ne dijeli niti a niti b.

Ako ptnip|a—b, tada za svaki prirodni broj n vrijedi

vp(a™ + ") = vy(a +b).

Ako pfnip|a+b, tada za svaki neparni prirodni broj n vrijedi

vp(a™ +0") = vy(a +0b).

Ako p | a + b, tada za svaki neparni prirodni broj n vrijedi

vp(a" +b") = vy(a +b) + up(n).

Ako je p > 2ip| a— b, tada za svaki prirodni n vrijedi

vpla” — ") = v,(a — b) + uy(n).

Ako je p =2 i 4 dijeli a — b, tada za svaki prirodni n vrijedi:

va(a™ — ") = va(a — b) + va(n).

Ako je p = 2i 2 dijeli a — b, tada za svaki parni prirodni n vrijedi:

ve(a™ — ") = va(a — b) + va(a + b) + v2(n) — 1.

ViSe o teoriji mozes procitati u tekstu Lifting The Exponent Lemma Amira Hosseina Parvardija
Iskaz je najlakSe pamtljiv za p > 2, dok za p = 2 ima dosta specifi¢nih iskaza. Prilikom primjene ove
teorije bitno je ne zaboraviti provjeriti uvjete: p |a+ b, alipta, p1b.



Primijenimo LTE na jednadZbi 22 = 34 — 1. Primijenjujemo gazap=2,a =3, b= 1. Kako je 3 —1
djeljivo s 2, ali ne s 4, zaklju¢ujemo da za parne A vrijedi (zadnji slu¢aj)

B = ’02(23) = ’1)2(3A — 1) = ’1)2(3 - 1) + 1)2(3 + ].) + UQ(A) —1= ’UQ(A) + 2,
dok za neparne A vrijedi (prvi slucaj)
B=v028) =03 —1)=v(3-1) =1

Ako je A neparan, moguce je samo B = 1, §to vodi na rjeSenje (A, B) = (1,1). Ako je A paran, tada
relacija vo(A) + 2 = B, odnosno v3(A) = B — 2 povladi da je A djeljiv s 28-2, odakle je posebno
A > 2872 0Oznaéimo m := 28-2. Imamo

Aam=9B=34_1>3""_1=3"_1.

Medutim, indukcijom se lako pokaze da vrijedi 3™ > 4m + 1 za sve prirodne brojeve m > 3. Stoga ova
jednadZba moZe imati rjedenja samo za 222 = m < 2, odnosno B < 3. Direktnom provjerom malih
slucajeva, dobivamo ista rjeSenja kao kad smo rjeSavali zadatak drugadijim metodama.

Od tri napredne metode koje pokazujemo ova je najvise tehnicka. Potrebno je pamtiti mnogo posebnih
iskaza u svakom od slucajeva, te je potrebno ograniavati nepoznanice na netrivijalan nacin. Prava mo¢
ove tehnike ne ocituje se u ovom zadatku, nego u zadatcima u kojima nijedna druga tenhika osim ove
u pravilu ne prolazi.

Zadnje, pokazimo najkradi, naspecifi¢niji i najjaci teorem od ova tri.

Teorem 5: Mihailescuov teorem / Catalanova slutnja

Neka su z,y, a, b prirodni brojevi takvi da su svi veci od 1. Jednadzba oblika
¥ — yb =1

ima to¢no jedno jedinstveno rjesenje u skupu prirodnih brojeva. To rjeSenje je dano Cetvorkom
(z,a,y,b) = (3,2,2,3), $to odgovara jednakosti 32 — 23 =9 — 8 = 1.

Prema tom teoremu, jednadzba 24 = 3% — 1 (odnosno 3% — 24 = 1) moZe imati rje$enja samo u
iznimci navedenoj u teoremu (9 — 8 = 1) ili slu¢ajevima kada je B = 1 ili A = 1. Direktno dobivamo
rjeSenja kao i prije: (4, B) = (1,1), (2, 3).

Owvu je tvrdnju prvi postavio Eugéne Charles Catalan 1844. godine, ali je ostala nedokazana vise od
stoljea i pol. Tek ju je 2002. godine dokazao rumunjski matemati¢ar Preda Mihdilescu. Zato ¢eS u
literaturi mo¢i naéi mnogo zadataka koji se mogu vrlo brzo svesti na ovaj teorem. Od kad je dokazan
teorem, sastavljaci zadataka postali su mnogo oprezniji pa se sada ovaj teorem u pravilu primjenjuje tek
u ogranic¢avanju jednog od viSe slucajeva na koji se zadatak grana.

Pokazali smo tri napredna teorema, medutim njih ne treba smatrati carobnim Stapi¢em koji mijenjaju
nacin na koji inace rjeSavamo zadatke, nego samo nadogradnju elementarnih metoda. Vratimo se unazad,
te pokazimo razmisljanja elementarnim metodama (modularna aritmetika i faktorizacija) na jo$ jednom
primjeru. Radi se o Cetvrtom zadatku prvog dana Hrvatske matematicke olimpijade 2018. godine.



Primjer 3
Odredi sve prirodne brojeve a i m takve da je 2™ = 7n? + 1.

RjeSenje. Promatrajmo jednadzbu modulo 7. Ostatak desne strane pri dijeljenju sa 7 mora biti
1, a to se dogada samo kada je m viSekratnik broja 3. Dakle, postoji prirodan broj k takav da je
m = 3k. Iskoristimo to tako da prebacimo 1 na lijevu stranu jednadzbe i faktoriziramo koristeéi
razliku kubova:

(2F — 1)(2% +2F + 1) = Tn?.

Najveca zajednicka mjera faktora na lijevoj strani jednadzbe nuzno je 1 ili 3. Da bismo to
dokazali, uz pretpostavku da d | 2 — 1 i d | 2% + 2% + 1, dobivamo 2¥ = 1 (mod d), pa je
0=2%4+2F4+1=3 (mod d). To je moguée samo ako d | 3.

Zastanimo na tren da vidimo kako bismo precizno iskoristili Lemu 1. Jednadzba koju smo dobili
na apstraktan nadin kaZe A- B = 7n%. Ako su faktori A i B relativno prosti, tada je to¢no jedan
od njih djeljiv sa 7. Kada to iskoristimo, zaklju¢ujemo da imamo dva moguca rastava kvadrata
broja n na umnoZak dva faktora: n? = (4/7) - B ilin? = A- (B/7). Prema lemi, faktori s desne
strane su potpuni kvadrati. Dobivamo prva dva sluéaja: A = 7z?, B = 4% ili A = 2%, B = 732
Ako je pak najveéi zajednicki djelitelj jednak 3, tada i 3 | n, odnosno n = 3n/, pa iz zapisa
n? = (A/21) - (B/3) i n* = (A/3) - (B/21) dolazimo do analognih zakljudaka. Dobivamo 4
sluCaja (rastav na te slu¢ajeve inace neéemo ovako precizno dokazivati):

1. 28 — 1 = 21a?%,2% + 2% + 1 = 3b%. Promatrajmo drugu jednadzbu modulo 4. Za k > 2,
lijeva strana daje ostatak 1, dok je desna strana modulo 4 uvijek jednaka 0 ili 3. Stoga &
mora biti 1. Medutim, za k = 1, prva jednadzba nema rjesenja.

2. 28 —1 = a?%,2% 4+ 28 + 1 = 7b?. Sli¢no prethodnom sludaju, promatranjem ostatka pri
dijeljenju sa 4 u drugoj jednadzbi, zakljucujemo da je £k = 1. To daje b = 1, a prva
jednadzba povlac¢i a = 1. Time dobivamo rjesenje (m,n) = (3,1). Primijeti da smo slucaj
mogli rijesiti i primjenom Mihailescuovog teorema na prvu jednakost.

3. 28 —1 = 3a?%,2% + 2% + 1 = 21b%. Promatrajmo prvu jednad?bu modulo 3. Desna strana je
djeljiva s 3, a lijeva strana je djeljiva s 3 samo ako je k paran. Dakle, postoji prirodan broj
[ takav da je k = 2. MoZemo iskoristiti razliku kvadrata: (2! — 1)(2! + 1) = 3a?. Razlika
izmedu (neparnih) faktora na lijevoj strani je 2, pa oni moraju biti relativno prosti. Buduéi
da je njihov umno¥ak jednak 3a2, imamo dva podsluéaja: 2'4+1 = z2 ili 2! —1 = x2. Svaki od
njih mozemo opet rijesiti Mihailescuovim teoremom (jedino su moguéa trivijalna rjeSenja
za | = 1ili z = 1), ili nastavljamo elementarnim metodama. U prvom slu¢aju mozemo
faktorizirati jednadzbu: 2! = (z — 1)(z + 1). Faktori na desnoj strani su iste parnosti, oba
su potencije broja 2 i razlikuju se za 2. To znaéi da je njihova najveéa zajednicka mjera 2,
pa manji faktor nuzno mora biti jednak 2. To daje rjesenje | = 3, pa je k = 6. Medutim,
ne postoji b koji zadovoljava jednadZbu 22 + 2% + 1 = 21b? za k = 6. U drugom slucaju
(2! — 1 = z?), promatramo jednadZbu modulo 4 i zakljuéujemo da je jedina moguénost
[ = 1. To daje k = 2 i rjeSenje (m,n) = (6, 3).

4. 28 —1 =Ta2,2%¢ 4 2% + 1 = b?. Posljednji slu¢aj moZe se rijeSiti na barem dva naéina. Za
prvi nacin se podsjetamo jos jedne metode rjeSavanja diofantskih jednadzbi: smjeStanje



medu kvadrate. Ako neki izraz za koji je nuzno da je potpun kvadrat dokaZemo da se nalazi
izmedu dva uzastopna potpuna kvadrata, tada ne moze biti potpun kvadrat. Uoc¢imo li da
vrijedi
(2F)2 < 2% 1 2F 41 < (28 4+ 1)%,

vidimo da se ovaj izraz nalazi izmedu dva uzastopna potpuna kvadrata, te on ne moze
biti jednak potpunom kvadratu. Drugi nacin rjesavanja je metoda beskonacnog spusta.
U toj metodi prepoznajemo da nove nepoznanice zadovoljavaju istu jednadzbu kao onu
s kojom smo krenuli, te ako dokazemo da su te nove nepoznanice manje od pocetnih,
mozemo doéi do kontradikcije. Precizna primjena beskona¢nog spusta na ovom primjeru
glasi ovako: pretpostavimo da je (m,n) jo§ neko rjeSenje pocetne jednadzbe razli¢ito od
(3,1) i (6,3) (cilj nam je pokazati da takvo ne postoji), te ako ih ima viSe, pretpostavimo
da je najmanje mogudle, tj. medu svim takvim potencijalnim uredenim parovima (m,n)
uzmimo onaj za koji je vrijednost varijable m najmanja moguca. Dokazali smo da niti u
jednom od preostala tri sluaja nema takvih rjeSenja (m,n). Ako imamo rjeSenje u ovom
sludaju, tada je par (k,a) takoder rjesenje pocetne jednadZbe jer vrijedi 2¥ — 1 = 7a?.
Medutim, tada je k = m/3 < m, $to znadi da smo nasli neko rjeSenje koje je manje od
(m,n). To je moguée samo ako je to jednako nekom veé pronadenom rjeSenju, tj. ako
je (k,a) = (3,1) ili (6,3). No u tim slu¢ajevima direktno vidimo da druga jednadzba
22k 1 2% 1 1 = b? nema rjesenja.

Dakle, sva rjeSenja za (m,n) su (3,1) i (6,3). O

Na kraju slijede mnogi zadatci za samostalnu vjezbu. Do na par iznimaka, to su sve zadatci s drzavnih i
Zupanijskih natjecanja iz matematike, te se svi rjeSavaju na isti nacin kao $to smo pokazali na primjerima
iznad: prvo modularna aritmetika, pa faktorizacija i analiza sluajeva. lako je na natjecanju dozvoljeno
koristiti jake teoreme navedene u ovoj lekciji, prilikom rjeSavanja pokusaj svaki put kada rijesis zadatak
tim teoremima razmisliti kako bi rijeSio zadatak elementarnim metodama kako bi sto vise vjezbao taj
nacin razmisljanja.



Zadaci za samostalnu vjezbu

1.

10.
11.

12,
13.

14.

15.

16.

Dokazi da ne postoje prirodni brojevi a i b koji zadovoljavaju jednakost

3% — 20 = 9021.

. Odredi proste brojeve p, g, r i prirodni broj n za koje vrijedi

p2 — q2+,r'n,.

Nadi sva rjesenja.

. Odredi najmanju vrijednost koju moze poprimiti izraz

8- 5™ — n?|

pri ¢emu su m i n prirodni brojevi.

. Od svih brojeva oblika 36™ — 5™, gdje su m i n prirodni brojevi, odredi najmanji po apsolutnoj

vrijednosti.

. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a, b, c) za koje vrijedi

2% + 2021 = 3% . 25°,

. Odredi sve prirodne brojeve m i n za koje je 2" + 5 - 3™ kvadrat nekog prirodnog broja.
. Odredi sve prirodne brojeve m za koje je 2™ — 63 kub nekog cijelog broja.
. Odredi sve cijele brojeve x takve da je 1 + 5 - 2% kvadrat racionalnog broja.

. Odredi sve prirodne brojeve m i n za koje je 6™ + 2" + 2 potpun kvadrat.

Odredi sve parove prostih brojeva (p, q) za koje je p?~! + ¢P~! kvadrat prirodnog broja.

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a, b, ¢) za koje vrijedi

2%.5"—1=11-3"
Postoje li prirodni brojevi k i m takvi da je 2022% + 2022™ kvadrat prirodnog broja?

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (p, m,n) takve da je p prost broj i da vrijedi
2Mp? + 1 = nb.

Nadi sve trojke prirodnih brojeva (m,n, k) takve da vrijedi 3™ + 7 = k2.

Odredi sve parove (n, k) prirodnih brojeva za koje vrijedi

3" =b5k%+1.

Odredi sve parove (m,n) prirodnih brojeva za koje vrijedi
5" = 6m? + 1.
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Upute za zadatke za samostalnu vjezbu

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

. Modularnom aritmetikom dokaZi da su a i b parni, a onda nakon razlike kvadrata dokazi da ni u

kojem slucaju ne dolazimo do rjeSenja.

. Dokazi da je barem jedan od prostih brojeva jednak 2 i barem jedan od prostih brojeva jednak 3.

Prodi sve slucajeve.

. Pogodi najmanju vrijednost, promatraj izraz modulo 8, a preostalu vrijednost rijesi faktorizacijom.

. Pogodi rjesenje, za sve manje opcije nadi odgovaraju¢i modul s kojim ¢es dobiti kontradikciju, ili

trazi razliku kvadrata.

. Dokazuj parnost brojeva a i b koriste¢i modulo 3 i 4. Napravi razliku kvadrata.

. Analiziraj jednadZzbu modulo 8 i modulo 3, dobit ¢eS samo jednu vrijednost za a. Nakon toga

razlika kvadrata.

. Kubovi vole modulo 7. Nakon toga razlika kubova.

. Razmatraj odvojeno jednadzbu za pozitivne x, negativne parne x i negativne neparne z. Za

negativne x namjesti nazivnik izraza na neki broj za koji znas da je potpuni kvadrat.

. Proucavaj jednadzbu po modulu 4, tako ¢e$ dobiti dva glavna slucaja. Jedan svedi na razliku

kvadrata, drugi rijesi

PokaZi da jedan od prostih brojeva nuzno mora biti paran analizirajuéi jednadzbu za slucaj da su
oba prosta broja neparna. Posluzi se modulom 4.

Promatraj jednadzbu po modulu 5, modulu 3 i modulu 8. Zakljuci a = 2.

Izlu¢i manju potenciju. Produkt dva relativno prosta broja moze biti potpun kvadrat samo ako su
oba potpun kvadrat.

Faktoriziraj s jedinicom, gledaj parnost velikog faktora. Za najtezi slucaj gledaj modulo 8.

Proucavaj parnost brojeva m i n pomo¢u modula 4. Svaki od slucajeva sli¢no rijesi razlikom
kvadrata.

Gledaj modulo 5 da zakljuci$ nesto o n, postupi slicno kao u zadnjem primjeru iz glavnog dijela
predavanja. Mnogo je sluajeva, napravi strategiju kako ¢es ih rijesiti.

Promatraj jednadZbu po modulu 3 kako bi odredio parnost broja n. Zatim iskoristi razliku kvadrata.
Neki od slucajeva rijesi jakim teoremom.
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RjeSenja zadataka za samostalnu vjezbu

1. Gledajmo jednadzbu modulo 4. Ako je b = 1, ne dobivamo rjeSenje jer ne postoji a takav da je
3% = 2021 + 2. Inace je 2° djeljivo s 4. Desna strana daje ostatak 1, a i lijeva ¢e tek ako a paran.

Gledajmo sada jednadzbu modulo 3. Desna strana daje ostatak 2 modulo 3. Kako je 3° djeljivo s
3, lijeva strana ¢e dati ostatak 2 modulo 3 tek ako je b paran.

Uvrstavanjem a = 2a; i b = 2b; te razlikom kvadrata dobivamo
(371 — 201) (3% 4 2b1) = 2021.

Rastav broja 2021 na proste faktore je 2021 = 43 - 47. Kako su faktori sustava oclito pozitivni i
31 —2b1 < 3% 4 2% imamo dvije moguénosti: manji faktor je jednak 1 ili 43. U prvom sluéaju je
34 — 201 =1, (31 4 2% = 2021, odakle zbrajanjem dobivamo 2 - 3% = 2022 $to nema rjedenja.
U drugom sludaju je 3 — 251 = 43, 3% 4+ 2% = 47, odakle zbrajanjem dobivamo 2 - 3% = 90,
sto opet nema rjesenja.

ZakljuCujemo da takvi prirodni brojevi ne postoje.

2. Pogledajmo jednadZbu modulo 2. Ne mogu svi prosti brojevi biti neparni jer bi tada strane jed-
nakosti bile razli¢ite parnosti. Dakle, barem jedan od brojeva p,q,r je jednak 2. Pogledajmo
jednadzbu modulo 3. Ako ni p ni g nisu djeljvi s 3, tada kvadrirani daju isti ostatak pri dijeljenju
s 3, pa onda 3 mora dijeliti ", odakle je r = 3.

Ovime smo dokazali da je jedan od brojeva 2 i barem jedan od brojeva 3. Prvo provjerimo slucaj
ako je p jednak nekoj od tih vrijednosti. Primijetimo da je p? = ¢% 4+ r™ > ¢%. Zato je trivijalno
p > q. |z toga zakljuCujemo da p # 2, te u sluaju p = 3 je nuzno ¢ = 2. Dobivamo rjesenje
(p,q,m,n) = (3,2,5,1).
Preostala su dva sluéaja: (¢,7) = (2,3) ili (¢,7) = (3,2). U oba slu¢aja ¢emo napraviti razliku
kvadrata. U prvom imamo

(P—2)(p+2)=3"
Razlika faktora s lijeve strane je jednaka 4 Sto je relativno prosto s 3. Zato manji od faktora mora
biti jednak 1. Ali jednakost p — 2 = 1 vodi na p = 3, Sto ne daje rjeSenje. U drugom slucaju
imamo

(p—3)(p+3)=2"
Razlika faktora s lijeve strane je jednaka 6. Dakle iste su parnosti, pa da bi u umnosku dali paran
broj, svaki od njih mora biti paran. Dodatno, broj 2 im mora biti najvei zajednicki djelitelj, pa
je nuzno manji od faktora jednak 2: p — 3 = 2. Odavde je p = 5, $to vodi rjeSenju (p,q,r,n) =
(5,3,2,4).

Sva rjeSenja zadatka su Cetvorke (p,q,r,n) = (5,3,2,4) i (3,2,5,1).

3. Oznadimo A = 8- 5™ — n2. Primijeujemo da je A = 4 za m = 1,n = 6. DokaZimo da ta
vrijednost ne moZe biti manja. O&ito ne moZe biti jednaka nuli (tada bi n? bio djeljiv s 8, ali ne
i 16). Inace gledamo jednadZbu modulo 8. Desna strana daje ostatke 0, 7i4, stoga da bi postigli
|A| < 3 jedina je moguénost A = —1.

U slu¢aju A = —1 imamo
8:5"=n*—1=(n—1)(n+1).
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Brojevi na desnoj strani razlikuju se za 2 pa svaki od njih mora biti paran kako bi im umnozak

bio paran. Sada moZemo pisati
2.5m_n—1.n—|—1
2 2
Faktori s desne strane sada su uzastopni prirodni brojevi, pa su relativno prosti. Zato 5™ dijeli
jednog od njih, pa mora onog veéeg. Za onog manjeg jedine moguénosti su da je jednak 1 ili 2,

no ni u kojem slucaju ne dobivamo rjesenje.

Bududi da smo eliminirali manje vrijednosti, najmanja moguca vrijednost koju izraz moze poprimiti
je upravo 4.

. Zam =1, n = 2 vrijednost izraza je 11. Dokazimo da jednadzba 36™ — 5" = A nema rjeSenja
za |A| < 10.

Prvo primijetimo da je A relativno prost s 5 (inade 5 dijeli A i 5™ pa mora dijeliti i 36™), ali je i
iz slicnog razloga relativno prost sa 6. Jedine opcije koje su nam preostale su A = +1i A = %7.
Pogledajmo pozornije modulo 5. Kako je 36™ —5" =1 (mod 5), jedina preostala moguéa opcija
je A = 1. Dakle, treba dokazati da 36™ — 5™ = 1 nema rjeSenja.

Jedan nacin je dokazati prema Mihaelescuovom teoremu. Drugi je koristeéi razliku kvadrata:
5" = (6™ —1)(6™ +1).

Faktori na desnoj strani su relativno prosti (jer se razlikuju za 2, a moraju biti neparni), pa je
jedino moguée da je manji od njih jednak 1, ali 6™ — 1 = 1 nema rjeSenja.

. Gledajuéi jednadzbu modulo 3, vidimo da je desna strana djeljiva s 3, a lijeva ¢e postati samo ako
je a paran. Posebno, a > 2, pa modulo 4 sada znamo da lijeva strana daje ostatak 1 pri dijeljenju
s 4. Kako je 25° =1 (mod 4), nuzno je b paran. Koriste¢i a = 2k i b = 2l (k,l € N), jednadzba
postaje:
2021 = (3" - 5° — 2F)(3" - 5° + 2F).

Znamo da je 2021 = 43 - 47. Kako su faktori s desne strane pozitivni i prva zagrada je manja od
druge, postoje dva slu¢aja: 3'-5°—2% = 43 i 3'-5¢4+2F = 47, ili 3!.5°—2F = 1i 3!.5°+ 2% = 2021.
U oba sluéaja zbrojimo jednakosti. U prvom sluéaju dobivamo 2 - 3! - 5¢ = 90 odakle je [ = 2 i
¢ = 1. Dobivamo rjesenje (a,b,c) = (2,4,1). U drugom sluéaju zbrajanjem jednakosti dobivamo
2-3'.5¢ = 2022, $to nema rjedenja u prirodnim brojevima.

Rjesenje je (a,b,c) = (2,4,1).

. Neka je zadana jednadzba 2" + 5 - 3™ = k2. Gledajmo izraz modulo 8. Za n > 3, lijeva strana
daje ostatak 7 ili 5, sto nije kvadratni ostatak modulo 8, pa je zato n < 2.

Gledajmo jednadzbu modulo 3. Lijeva strana daje ostatak 2 ili 1 modulo 3. Samo je 1 kvadratni
ostatak, te ¢e se on ostvariti kada je a paran, odnosno kada je a = 2.

Sada primijenimo razliku kvadrata:
5-3" = (k—2)(k+2).

Razlika faktora je 4, sto je relativno prosto s lijevom stranom jednakosti, pa faktori moraju
biti relativno prosti. To znaci da cijela potencija 3™ dijeli neki faktor s desne strane, pa onda
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zakljuCujemo da je onaj drugi faktor jednak 1 ili 5. Imamo 4 slucaja za provjeriti: £k — 2 = 1,
k—2=5k+2=1,ili k4+2 = 5. Dobivamo vrijednosti kK = 3 ili K = 7. Direktnim uvrstavanjem
u pocetnu jednakost (znamo i n = 2) dobivamo jedno rjesenje (n,m) = (2,2).

. Neka je 2™ — 63 = k3, za neki cijeli broj k. Gledajmo izraz modulo 7. Kubovi daju ostatak
—1,0,1 modulo 7 broj 63 djeljiv je sa 7, dok broj 2™ redom daje ostatke 2, 4, 1 modulo 7. Da
bi jednakost vrijedila, jedina moguénost je da svaka strana jednakosti daje ostatak 1 modulo 7,
odakle zakljuujemo da m mora biti visekratnik broja 3. Neka je stoga m = 3a, a € N. Tada je
23¢ _ k3 = 63, pa koristimo formulu za razliku kubova:

(2% — k)(2%* + 2°k + k*) = 63.

Druga zagrada uvijek je pozitivna, ¢ak i kad je k negativna, jer je oblika A%2 + AB + B2, pa
pozitivnost lako dokazemo koriste¢i A—G nejednakost. Zato i prvi faktor, 2¢ — k, mora biti strogo
pozitivan, a oba faktora su pozitivni djelitelji broja 63. Takoder, drugi faktor veci je od prvog.
Zato su jedine mogucnosti za 2* — k jednake 1, 3i 7.

Prije uvrstavanja tih sluajeva u drugi faktor, zapisimo ga na drugadiji nacin. Uvodeci t = 2% — k,
imamo k = 2% — t, odakle je

2% 4 20k + k* =22 + 202 —t) + (2°—t)? =3.2% - 3.2 .t + ¢

U prvom sluéaju je t = 2 —k = 1, pa je 63 = 3-22* — 3-2%+ 1, §to nema rjeSenja (desna strana
nije djeljiva s 3). U drugom sluéaju je t = 2° — k = 3, pa je 21 = 3-22% — 3.2%.3+ 9. RjeSavanje
kvadratne jednadZbe (gledamo samo pozitivna rjesenja) daje 2% = 4, odakle je m = 6. U tre¢em
sludaju jet = 2* — k = 7, odakle je 9 = 3-22¢ — 3.2%.7 4 49, $to opet nema rjedenja zbog
ostataka modulo 3.

Zato je jedino rjesenje m = 6.

. Neka je 1 +5-2% = ¢?, gdje je ¢ pozitivan racionalan broj. Lako vidimo da za z = 0 nema
rjeSenja. Neka je prvo x > 0. Tada je q ustvari prirodan broj, pri ¢emu dodatno mora biti neparan
(jer je lijeva strana jednadZbe neparna). Razlikom kvadrata dobivamo

5-2°=¢"~1=(¢—1)(¢+1).
Kako je ¢ neparan, na desnoj strani nalaze se dva parna prirodna broja, pa mozemo pisati i

g—1 q+1

5.2272 =
2 2

Na desnoj strani sada je umnozak dva uzastopna prirodna broja, pa su oni relativno prosti [za-
kljuéak o njihovom najve¢em zajedni¢kom djelitelju mogli smo provesti i bez dijeljenja jednadzbe
s 4]. Kako je drugi faktor veéi od prvog, imamo tri moguénosti:

-1

o ==1, % = 5222 iz prve jednadzbe je ¢ = 2, no ne dobivamo rjeSenje za z;
. %1 =5, % = 2°~2: iz prve jednadzbe je ¢ = 11, no opet ne dobivamo rjesenje za z;
. q%l = 272, % = 5: iz druge jednadzbe je ¢ = 9, Sto u prvoj jednadzbi daje z = 4.
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10.

Neka je sada x negativni neparni broj: x = -2k +1, k€ N. Tadaje 1+ 527 = 22;2—*,;10 potpun

kvadrat ako i samo ako je brojnik potpun kvadrat. Medutim, on daje ostatak 2 daje pri dijeljenju
s 4, pa to nije moguce.

Konaéno, ako je x negativni parni broj (xt = —2k, k € N, tada je 1+5-2% = 22;27:5 potpun

kvadrat ako i samo ako je brojnik potpun kvadrat: 22 + 5 = m? za neki prirodni broj m. Ovo
mozemo rijesiti faktorizacijom (razlika kvadrata) ili modulo 8: kada je k > 2, desna strana daje
ostatak 5 pri dijeljenju s 8, sto je nemoguce za kvadrat prirodnog broja, odakle je nuzno k£ < 1.
To vodi na rjeSenje x = —2.

Sva rjesenja su r = 4, —2.

. Neka je zadana jednadzba 6™ + 2" + 2 = k2. Gledamo ostatke modulo 4. Kada bi bilo m > 2

i n > 2, tada lijeva strana daje ostatak 2 modulo 4 Sto nije kvadratni ostatak. Time smo dobili
kontradikciju s poCetnom pretpostavkom, zato je nuznom =1 ilin = 1.

Neka je prvo m = 1. JednadZba postaje 8 + 2" = k2. Broj k je oéito nuZno paran jer je lijeva
strana parna, pa uvedimo k = 2I, [ € N i podijelimo jednadzbu s 4: 2 + 22 = [2. Ponovno
gledamo modulo 4. Za n > 4, desna strana daje ostatak 2 pri dijeljenju s 4, pa u tom slucaju
nema rjeSenja. Direktna provjera za n < 3 daje jedno rjesenje (m,n) = (1,3).

Neka je sada n = 1. JednadZba postaje 6™ + 4 = k2. Broj k je ponovno paran, pa uvodenjem
k = 2l, I € N dobivamo 3™ - 2™~2 = (I — 1)(I + 1). Za m = 2 ne dobivamo rjesenje. Inae je
lijeva strana parna, pa mora biti i desna. To znaci da su ! — 1 i [+ 1 uzastopni parni brojevi, pa
im je najveca zajednicka mjera jednaka 2. Drugadije zapisano:

I—1 1+1
3m_2m—4=_._.
2 2
Na desnoj strani se nalaze relativno prosti brojevi od kojih je prvi manji od drugog. Jedine mo-
guénosti su da je 5! =1, Bl = gmom—t j|j L1 = gm—4 41 — 3m | prvom sludaju vidimo da

za [ = 3 ne dobivamo rjeSenje, dok u drugom mora vrijediti [ = 2™3 +1 = 2. 3™ — 1, medutim
drugi izraz uvijek je veci od prvog, pa ni ovdje ne dobivamo rjesenje.

Jedino rjeSenje je (m,n) = (1, 3).

Neka je p?~! 4 ¢gP~! = k2. Pretpostavimo da su oba prosta broja neparna. Tadasup—1ig—1
parni brojevi, pa je na lijevoj strani zbroj kvadrata neparnih brojeva koji daje ostatak 2 pri dijeljenju
s 4, Sto nije kvadratni ostatak. Dobili smo kontradikciju, stoga je barem jedan od prostih brojeva
paran, odnosno jednak 2. Bez smanjenja opcenitosti p = 2.

Na3a jednadzba tada postaje 297! + g = k2. Za q = 2, dobivamo jedno rjeSenje (p, q) = (2,2).
Inace je g neparan broj, pa je ¢ — 1 paran, pa mozemo iskoristiti razliku kvadrata:

g=k— (27 ) = (k-2"7)(k+27).

S obzirom na to da je q prost broj i da je prva zagrada strogo manja od druge, nuzno mora vrijediti
da je prva zagrada jednaka 1, a druga ¢. Oduzimanjem jednakosti k& — 27 =1ik+2% = q
dobivamo 2% = q — 1. Indukcijom moZemo dokazati da je za sve prirodne brojeve ¢ > 5 lijeva
strana strogo vec¢a od desne. Zato potencijalno rjeSenje postoji za jos samo ¢ = 3, no direktnom
provjerom vidimo da to nije rjesenje.

Jedino rjeSenje zadatka je par (p,q) = (2,2).
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11.

12,

13.

Gledajuéi jednadZzbu modulo 5, lijeva strana daje ostatak 4, a desna strana daje ostatak 3°.
Jednakost ce se posti¢i ako je ¢ = 4k + 2 za neki k € Ny. Posebno c je paran. Gledajudi
jednadZbu modulo 3, vidimo da je 2% -5° = 29*% (mod 3), $to znadi da ée taj &lan dati ostatak 1
pri dijeljenju s 3 tek ako su a i b iste parnosti. Gledajuéi modulo 8, kako je c¢ paran, desna strana
daje ostatak 3 modulo 8. Za a > 3 imamo da lijeva strana daje ostatak 7 pri dijeljenju s 8, pa
ne dobivamo rjeSenja. Dakle, a < 2. Za a = 1, kako je i b neparan (a 52 = 1 (mod 8)), slijedi
20.5*=2.5=2 (mod 8), pa opet ne dobivamo rjeSenja. Dakle, nuzno je a = 2.

Dakle, kako je a paran, paran je i b: b= 2l, | € N. Zato lijevu stranu moZemo raspisati koristeci
razliku kvadrata:
(2-5'—1)(2-5' +1)=11-3°

S lijeve strane imamo umnozak dva neparna broja koji se razlikuju za 2 pa su relativno prosti.
Jedine moguénosti su da je manji od njih jednak 1 (3to je nemoguce jer je prvi faktor jednak
barem 9) ili da je bilo koji od njih jednak 11. Samo drugi faktor daje ostatak 1 pri dijeljenju s 5
kao i 11, pa je 2-5' + 1 = 11, odakle je I = 1. To vodi na jedino rjedenje (a,b,c) = (2,2,2).

Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je k < m. Jednadzbu piSemo kao:
2022%(1 + 2022™ %) = 22,

Faktori su relativno prosti (pretpostavi da postoji prost broj p koji dijeli oba faktora — kako dijeli
i 2022, dijeli i 2022™* + 1, pa dijeli i 1). Posebno, vrijednost unutar zagrade je potpun kvadrat.

Uvedimo susptituciju n = m — k. Jednadzbu 2022" = 22 — 1 moZemo trivijalno rijesiti Mihaeles-
cuovim teoremom (ni u slu¢aju n = 1 nema rjeSenja), ili moZemo napraviti razliku kvadrata:

2".3". 337" = (z — 1)(z + 1).

Prost broj 337 moze dijeliti samo jednu od zagrada, pa je onda u potpunosti dijeli. Ako 337" | z—1
ili 337" | z 4+ 1, u oba slu¢aja dobivamo da je z > 337" — 1, pajez® —1 > (337" —1)2 — 1 =
337%" — 2. 337" > 2022, iz &ega vidimo da nema rjedenja.

Prebacimo jedinicu na desnu stranu i faktorizirajmo:
2"p* =n® —1=(n-1)n*+n*+n>+n+1).

U ovom trenutku prirodno je gledati najvedi zajednicki djelitelj faktora na desnoj strani, ali to ne¢e
biti potrebno. Naime, pogledajmo prvo parnost izraza n* + n® +n? +n + 1. U njemu sudjeluje
Cetiri izraza iste parnosti i neparan broj, pa je sigurno neparan broj. Zato ne moze biti djeljiv s 2™.
Nadalje, taj izraz je sigurno veci od n — 1. Zato, kako bi u umnosku ta dva faktora bila jednaka
2™p?, nuzno je
n—1=2" n*+n¥+n’+n+1=p°

(sluéajevi kada je druga zagrada jednaka p ili 1 otpadaju jer bi tada taj izraz bio manji od
prve zagrade). Pogledajmo sada ostatke modulo 8 u drugoj zagradi. Ako je m > 3, tada je
n=2"+1=1 (mod 3), pajen*+n®+n*+n+1=5 (mod 8). Medutim, to nije kvadratni
ostatak modulo 8. Zato je nuzno m < 2. Direktno provjerimo ta dva slucaja, te dobivamo jedino
rjeSenje m =2, n =3, p=11.
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14.

15.

Pogledajmo jednadzbu po modulu 4. Kako je 3* = 7% = (—1)* (mod 4) mozemo zakljuditi da
su m i n razli¢ite parnosti, jer kad bi bili iste, lijeva strana davala bi ostatak 2 pri dijeljenju s 4.
Dakle, to¢no jedan od m i n je paran.

Neka je prvo m paran: m = 2m;. Razlikom kvadrata dobivamo
=k —3" = (k—3™)(k+3™).

Najveci zajednicki djelitelj faktora na desnoj strani dijeli i njihovu razliku 2 - 3™, koja je relativno
prosta sa 7. Zato da bi njihov umnozak bio potencija broja 7, manji od njih mora biti jednak 7.
Oduzimanjem k — 3™ =11i k + 3™ = 7" dobivamo 2 - 3™ = 7" — 1.

Prije nego nastavimo rjesavati ovu jednadzbu, primijetimo da ée drugi slucaj potpuno analogno
se svesti na jednadzbu 2 - 7" = 3™ — 1. Te dvije jednadze sli¢nog su tipa. lako se mogu rijesiti
modulima (poku3aj modulo 9 i modulo 7) te se jedan od sluéajeva moze rijesiti s LTE, oba sluéaja
rijesit ¢emo na isti nacin pomoéu Zsygmondyjevog teorema.

Pokazimo ideju na prvoj jednakosti: 2 - 3™ = 7" — 1. Desno imamo razliku n-tih potencija, kao
u Zsygmondyjevom teoremu, a lijevo samo faktore 2 i 3. ldeja je sljedeca: ili éemo dokazati da
desna strana nikad nije djeljiva sa 6 ni za koji ny, ili éemo dokazati pomocu Zsygmondyjevog
teorema da za sve n > ny ne moze biti oblika 2 - 3™ jer ¢e imati joS neke proste djelitelje.

U ovoj jednakosti stvari su direktnije jer postoji takav ng i to je ve¢ ny = 1. U tom slucaju
dobivamo rjeSenje n =1, m = 2, k = 4. Za sve n > 1, prema Zsygmondyjevom teoremu 7" — 1
ima neki prosti faktor koji se ne pojavljuje u raspisu broja 7! — 1! na proste faktore, dakle postoji
neki p > 3 koji dijeli desnu stranu, a ne dijeli lijevu.

Za drugu jednakost (2 - 7" = 3™ — 1) malo ¢emo duze traziti odgovarajuéi mg. Tek za my = 6
imamo da je 3™ — 1 djeljivo sa 7 (a uvijek je djeljivo s 2). Zato za svaku od vrijednosti m < 6
se zasebno uvjerimo da ne vodi rjeSenju, dok za m > 6 prema Zsygmondyjevom teoremu 3™ — 1
ima neki prosti djelitelj koji se ne pojavljuje u raspisu 3° — 1 na proste faktore, posebno, postoji
za svaki m > 6 postoji neki prosti p # 2, 7 koji dijeli desnu stranu, a ne dijeli lijevu, pa zato nema
rjeSenja.

Jedino rjesenje je (m,n, k) = (2,1,4).

Gledamo zadanu jednadzbu modulo 5. Desna strana daje ostatak 1, a lijeva ¢e davati taj ostatak
samo ako je n djeljiv s 4. Zato mozemo pisati n = 4m, m € N, te nakon primjene dvije razlike
kvadrata imamo

(3™ —1)(3™+1)(3*™ + 1) = 5k>.
Na desnoj nalaze se tri parna broja, pa je k£ nuzno djeljivs 4: £ = 4[, | € N. Takoder, prva dva

faktora razlikuju se za 2, a zadnji faktor jednak je umnosku prva dva faktora uvecan za 2 pa je
zato najveli zajednicki djelitelj svaka dva faktora jednak 2. Nakon dijeljenja s 8 slijedi

3"—1 3" +1 3m+1
2 2 2

gdje su na lijevoj strani u parovima relativno prosti faktori. Zato je svaki od njih jednak nekom
potpunom kvadratu pomnozen s faktorom 1,2, 5 ili 10. To vodi na potencijalno mnogo slucajeva
koje treba iskontrolirati.

= 102,

Jedan nacin za kontrolu broja slucajeva je pogledati dodatno parnost broja m. Ako je m paran,
tada 3™+ 1 nije djeljiv ni s 5 ni s 4, pa je nuZzno 3*™+1 = 2z? $to nema rjedenja kada se jednadZba
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16.

promotri modulo 3. Ako je m neparan, tada je 3™ # +1 (mod 5), pa zato samo zadnji faktor
moze biti djeljiv s 5. Takoder, 3™ = 3 (mod 4), pa samo drugi faktor moZe biti djeljiv s 4. Zato
je jedina moguénost

3m—1 3 3m+1:2y2, 32m+1:
2 2 2

Drugu jednadZbu rijeS§imo rastavom na razliku kvadrata: 3™ = (2y — 1)(2y + 1), faktori nuZno

moraju biti relativno prosti, pa je y = 1, m = 1, $to vodi na jedino rjeSenje (n, k) = (4,4).

522

Drugi nacin kontrole slucajeva je koriste¢i Mihaelescuov teorem: nikoji od faktora ne moze biti
jednak 2z jer bi to vodilo na jednadzbe 3™ —1 = 422, 3™ +1 = 42% i 32" — 1 = 422 koje nemaju
rjeSenja (ili imaju trivijalna rjeSenja). Preostalo je provjeriti slu¢aj kada je jedan od faktora oblika
1022, a druga dva potpun kvadrat. U tom sludaju imamo 3™ +1=2-22ili 3™ + 1 = 2 - 10z2.
U oba sluéaja desna strana jednadzbe daje ostatak 0 ili 2 pri dijeljenju s 3, a lijeva strana 1, pa
ne dobivamo nova rjesenja.

Jedino rjeSenje zadatka je par (n,k) = (4,4).

Gledamo jednadzbu modulo 3. Desna strana daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, a lijeva ée tek ako
je n paran: n = 2k, k € N. Koristeéi razliku kvadrata, dobivmao

(5 —1)(5* + 1) = 6m>.

Na lijevoj strani imamo umnozak dva uzastopna parna broja. Implicitno to znadi i da je m paran:
m = 2p, p € N. Podijelimo li jednadzbu s 4, dobivamo:
5F—1 541

2 2

6p°.

Faktori na lijevoj strani su relativno prosti prirodni brojevi, pa je svaki od njih jednak potpunom
kvadratu pomnoZenom s faktorom 1,2, 3 ili 6. Dodatno, 5* = 1 (mod 4), tako da u stvari imamo
dva sludaja: 5 — 1 = 422, 5* +1 = 62 ili 5* — 1 = 1222, 5* + 1 = 2y2. Prvi sluéaj se
inate moze rijesiti tek nekim naprednim tehnikama (Pellova jednadZba, [2]) ili Mihaelescuovim
teoremom: 5% — 1 = 422 moze imati rjeSenje samo u trivijalnom sluéaju k& = 1, $to vidi na rjedenje
(m,n) = (2,2). Drugi slu¢aj nema rjeSenja modulo 5: u jednakosti 5* + 1 = 2y? lijeva strana
daje ostatak 1, a desna moze davati ostatke 0,2, 3, pa zato nema rjeSenja.

Jedino rjesenje je (m,n) = (2,2).
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