7. HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA DJEVOJKE
Prvi dan
Zagreb, 14. veljace 2026.

Zadatak 1.
Odredi sve periodi¢ne nizove ag, ay, as, . . . realnih brojeva razli¢itih od 0 takve da za svaki cijeli
broj n > 0 vrijedi
1 ( n+ 1)
Upio = —— " | Gy — .
n-+2 n+ 92 n Uit
Napomena. Za niz realnih brojeva ag, a1, as, ... kazemo da je periodican ako postoji prirodan

broj d takav da je a,, = a,q za svaki cijeli broj n > 0.

Prvo rjeSenje.

Ako pomnozimo obje strane u jednakosti iz zadatka s a,,1 - (n + 2), dobivamo
(n 4+ 2)ap110n10 = Apani1 — (n+1).
Neka je d broj takav da je a, = a, 14 za svaki n > 0. Tada je
(n+d+2)an1dr10n1dr2 = Gnidtniarr — (n+d+1).
Kako je a, = apid, Gni1 = Qpage1 1 Gpio = Apigro, slijedi da je

(n 4+ 2)ap110n42 = Apapy — (n+ 1),
(n+d+2)api1an42 = Apapy — (n+d+1).

Oduzimanjem prve jednakosti od druge slijedi da, 10,12 = —d, odnosno a, 16,12 = —1. Ta
jednakost vrijedi za svaki cijeli broj n > 0. Zbog periodic¢nosti, vrijedi i apa; = agaqs41 = —1.

Dakle, a,, 11 = a‘—j zasvakin > 0,1 a0 = a;ll = a,. Zakljuc¢ujemo da postoji realan broj ¢t # 0

takav da je a, =t za sve parne indekse n i a, = _71 za sve neparne indekse n.

S druge strane, za svaki takav niz vrijedi uvjet zadatka: za svaki n vrijedi
(n+2)ant10n12 = —(n +2) = apap41 — (n+1).

Dakle, odgovor su svi nizovi oblika

za realan broj t # 0.
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Drugo rjeSenje.

Neka je d period niza ag, ay, . ... Tada uvrstavanjem n+ kd umjesto n i koristenjem periodi¢nosti
slijedi da za svaki prirodan broj k i svaki n > 0 vrijedi

1 ( n + kd + 1)

pio=——""—-"\a, — ——— | .
T ot kd+2 G
Pustanjem & — oo i koriStenjem limy o0 ;25 = 01 im0 ipisia; = oo slijedi
1
Up42 = — .
An+1

Dakle, umnozak bilo koja dva uzastopna ¢lana niza je jednak —1.

Provjera da su svi takvi nizovi rjesenje zadatka je ista kao u prvom rjeSenju.

Zadatak 2.

Maja ima 2025 plocica oznacenih brojevima od 1 do 2025 i zeli ih postaviti na plo¢u dimenzija
1 x 2025 koja je na pocetku prazna. U svakom koraku, Maja izabire plocicu koju jos nije
postavila i jedno od praznih polja, postavlja ploc¢icu na to polje, a zbroj brojeva koji su ve¢
postavljeni na njemu susjedna polja zapisuje na papir. Na kraju, Maja zbraja svih 2025 brojeva
zapisanih na papiru. Koji je najveci zbroj koji Maja moze posti¢i?

Rjesenje.

Zamislimo da Maja umjesto zbroja brojeva, u svakom koraku zapise sve brojeve koji se nalaze
u susjednim poljima. Maja ¢e na kraju imati isti zbroj brojeva uz ovu interpretaciju.

Promotrimo neki par susjednih polja (A, B) i pretpostavimo da je broj upisan u polje A prije
nego je upisan u polje B. Onda u trenutku upisivanja broja u polje A Maja na papir nece
zapisati broj koji se na kraju nalazi u polju B, a u trenutku upisivanja broja u polje B hoc¢e na
papir zapisati broj koji se nalazi u polju A. Dakle, za svaki par susjednih brojeva u tablici na
kraju, svaki ¢e biti upisan na papir to¢no jednom. Ukupno ¢e na papir biti upisano tocno 2024
broja.

Nadalje, kako svako polje ima najvise dva susjedna, svaki broj ¢e biti upisan na papir najvise
dva puta. Dakle, ukupan zbroj brojeva na papiru je najvise jednak dvostrukom zbroju 1012
najvecih brojeva, odnosno

2-(2025 + 2024 4 ...+ 1014) = 2025 - 2026 — 1013 - 1014.

Da bismo dokazali da se taj broj moze posti¢i, postavimo prvo u sve parne pozicije na ploci
brojeve 2026, 2025, ...,1014 a zatim postavimo preostale brojeve u bilo kojem poretku na ne-
parne pozicije. Svaki od brojeva u parnoj poziciji ¢e tada prije svojih susjeda biti napisan na
plo¢i, pa ¢e dva puta biti zapisan na papir.
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Zadatak 3.

Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC', a k tom trokutu opisana kruznica te neka

je M poloviste luka BC' kruznice k koji ne sadrzi tocku A. Kruznica w prolazi tockama M i
I te sijece pravac BC' u tockama D i E. Pravci M D i M E ponovo sijeku kruznicu k, redom
u tockama P i (). Dokazi da svi pravci P@Q prolaze istom tockom neovisnoj o izboru kruznice
w.

Rjesenje.
Ozna¢imo s a = <BAC.

Dokazat ¢emo da svi pravei P(@Q) prolaze tockom I.

A

Kako je tocka M poloviste luka B’Eslijedi da se M nalazi na simetrali kuta <BAC. Posebno,
tocke A, I i M se nalaze na istom pravcu.

Iz obodnih kutova nad istom tetivom redom imamo
<MBD = <MBC = <MAC — %

<BPM = <BAM = %

Prema K-K poucku o sli¢nosti trokuta slijedi da su trokuti M DB i M BP sli¢cni jer imaju

zajednicki kut u vrhu M te je <MBD = <BPM = %

Iz prethodne sli¢nosti imamo
\MB| |MP|

\MD|  |MBJ|’

odnosno imamo da vrijedi

IMD|-|MP|=|MB|?.
Analogno se pokaze da su trokuti MCE i1 MQC sliéni te da vrijedi

|ME|- |MQ| = |MC[*.
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Nadalje, iz leme o trozubcu imamo da je |MB| = |MC| = |MI| pa spajanjem prethodnih
jednakosti dobivamo
|MD|-|MP|=|ME|- |MQ| = |MI|>.
Iz jednakosti |[M D|-|MP| = |ME|-|MQ)| slijedi da je ¢etverokut DEQP tetivan. Time imamo
da je
<DEM = <DPQ = <MPQ.

Iz jednakosti |MD| - |[MP| = |MI|? slijedi da je pravac MI tangenta na opisanu kruZnicu
trokuta PDI. Primjenom teorema o kutu izmedu tetive i tangente dobivamo da je

<DIM = <DPI =<MPI.

Konacno, kako je ¢etverokut DM ET tetivan, slijedi da je

<DEM = <DIM = <MPI.

Iz gornjih jednakosti napokon imamo da je
<IMPQ =<DEM = <MPI

iz Cega slijedi da se tocka I nalazi na pravcu PQ).

Zadatak 4.
Polovitelj je uredaj koji konstruira poloviste duzine zadane dvjema krajnjim tockama.
Pocevsi od dviju tocaka ¢ija je udaljenost 1 treba konstruirati dvije tocke za ¢iju medusobnu

5033 <4< 2032

Ako se za konstrukciju koristi samo polovitelj, koliko ga najmanje puta treba upotrijebiti?

udaljenost d vrijedi

Rjesenje.
Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da su nam na pocetku zadane tocke 0 i 1 na

brojevnom pravcu.

Primijetimo da su udaljenosti koje mozemo konstruirati u tocno n koraka tocno one oblika -
gdje je a < 2™ neparan prirodan broj i n > 0.

Dokazimo to matematickom indukcijom. Pretpostavimo da sve brojeve oblika 5 mozemo
konstruirati u to¢no n koraka. Neka je a < 2"*! neparan.

o . n__ v . . . v
Ako je a > 2™, onda broj 22n"“ mozemo konstruirati u n koraka, pa udaljenost % mozemo

on

. 1-2a . . L 20
konstruirati kao —*—. Ako je a < 2", onda 55 moZemo kostruirati kao 25—.

Dakle, trazimo najmanji prirodan broj n za koji postoji prirodan broj a < 2" takav da je

. . L. L 27’1 . 2n 2TL v .
Ekvivalentno, treba vrijediti 550z < a < 5555, odnosno interval (—2033, —2032) treba sadrzavati

cijeli broj. Ako je 2™ < 2032, onda je interval sadrzan u (0,1) pa ne sadrzi cijeli broj. Dakle,
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2l1+k

2" > 2032 pa Je n > 11. Neka je n = 11 + k. Vrijedi 2!! = 2048, pa je

ok 15 ok
=2+ 55327 1

o 2033
2 _ ok k

23 — 4 T 2032 "2%.

Slijedi da interval (2033 2k 2(1)22 2’“) treba sadrzavati cijeli broj. Posebno, treba vrijediti = 2032 .
2F > 1. To Je ekvivalentno s 2¥ > 127 odnosno k > 7.

Za k=1Tje 2033 .27 < 1 jer je 15 - 128 = 1920 < 2033, pa trazeni interval u tom slucaju sadrzi
broj 1.

Zaklju¢ujemo da je najmanji n za koji je moguce posti¢i udaljenost strogo izmedu m i ﬁ
jednak 18.
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7. HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA DJEVOJKE
Drugi dan
Zagreb, 15. veljace 2025.

Zadatak 1.
Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x, y € R vrijedi

f@® +yf(z) =af(z+y).

Rjesenje.

Uvrstavanjem x = y = 0 slijedi f(0) = 0.

Pretpostavimo da je f(a) = 0 za neki a # 0. Tada uvrstavanjem x = a slijedi f(a?) = af(a+y)
za svaki y € R. Zamjenom y sa y—a i dijeljenjem s a slijedi da je f(y) = %’2), odnosno funkcija
je konstantna. Ta konstanta je jednaka 0 jer je f(0) = 0. Direktnom provjerom vidimo da je
funkcija zadana s f(x) = 0 za svaki € R uistinu rjeSenje zadatka.

Inace, vrijedi f(a) # 0 za svaki a # 0.

Uvrstavanjem y = —x slijedi f(2? — zf(z)) = 0 za svaki z € R. Dakle, 22 — xf(x) = 0 je
takoder jednako 0 za svaki x € R.

Za x # 0 je tada f(z) = = a kako smo veé dokazali f(0) = 0 slijedi da je f(z) = x za svaki
r eR.

Direktnom provjerom se vidi da je ta funkcija takoder rjesenje zadatka.

Zadatak 2.

Ana i Borna imaju 100 bijelih kuglica, 107 crvenih kuglica i 207 praznih kutija oznacenih
brojevima od 1 do 207.

Na pocetku Ana potajno u svaku od kutija stavi po jednu kuglicu. Nakon toga Borna na plocu
zapise N parova (i,j) gdje je 1 < i < j < 207. Tada Ana za svaki par (i, ) zapisan na ploci
oznacava jesu li kuglice u i-toj i j-toj kutiji iste boje ili nisu.

Odredi najmanji prirodni broj N takav da Borna moze zapisati N parova tako da na temelju

Aninih odgovora moze jednoznacno odrediti boju kuglice u svakoj kutiji, bez obzira na to kako
ih Ana rasporedi.

Rjesenje.

Tvrdimo da je odgovor 205. Ako su Bornini upiti (1, %) za 2 < k& < 206, onda Borna zna za
svaku od prvih 206 kutija je li u njima kuglica iste boje kao u kutiji 1, odnosno moze grupirati
prvih 206 kutija u dvije grupe po bojama kuglica. Medutim, Borna zna i njihove boje, jer ona
grupa kutija kojih je vise od 100 sadrzi crvene kuglice, a preostale kutije sadrze bijele kuglice.

Dakle, Borna za svaku od prvih 206 kutija zna boju kuglica u njima. Kako zna ukupan broj
kuglica svake boje, Borna zna i boju kuglice u zadnjoj kutiji.

Preostaje dokazati da Borna ne moze nakon N < 205 upita biti siguran u boju kuglice u svakoj
kutiji.
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Grupirajmo kutije zajedno na sljede¢i nacin. Prije Borninih upita, neka je svaka kutija u svojoj
grupi. Nakon svakog Borninog upita (a,b), spojimo grupe u kojima se nalaze a i b u jednu
grupu. Svaki upit (a,b) smanjuje broj grupa za 1 ako su a i b bile u razli¢itim grupama, ili
ostavlja broj grupa isti ako su a i b ve¢ bile u istoj grupi. Dakle, nakon N upita, ukupno ¢e
ostati barem 207 — N grupa, sto je barem 3. Borna jedino zna koje od kutija sadrze istobojne
kuglice u svakoj od grupa, ali ne zna kojih su boja.

Ako postoji grupa parne veli¢ine manje ili jednake 200, onda je moguée posti¢i da pola kutija
u toj grupi sadrzi crvenu kuglicu, a pola kutija bijelu i onda Borna ne moze sa sigurnoséu reci
koja polovica je bijela a koja crvena.

Ako ne postoji grupa parne veli¢ine manje ili jednake 200 a postoji grupa parne veli¢ine vece
od 200, onda postoje jos tri grupe neparne veli¢ine (jer je ukupan broj kutija neparan). Dvije
od te tri grupe sadrze po jednu kuglicu, i ako stavimo crvenu kuglicu u jednu od kutija i bijelu
kuglicu u drugu od kutija, Borna ne moze biti siguran koja od kutija sadrzi koju kuglicu.

Ako ne postoji niti jedna grupa parne veli¢ine, onda postoje tri grupe neparne veli¢ine. Pro-
motrimo dvije najmanje. Ako ne postoji niti jedna grupa parne veli¢ine, onda postoje tri grupe
neparne veli¢ine. Promotrimo dvije najmanje. Recimo da su veli¢ine grupa 2A + 11 2B + 1.
Mozemo staviti A crvenih kuglica u prvu grupu i B + 1 crvenih kuglica u drugu grupu ili A+ 1
crvenih kuglica u prvu grupu i B kuglica u drugu grupu. Borna na temelju svojih upita ne
moze razlikovati ta dva slucaja.

Dakle, kako god izgledali Bornini upiti, nakon 204 upita ne moze biti siguran za boju kuglice
u svakoj kutiji.

Zadatak 3.

Neka je ABC trokut u kojem vrijedi |AB| < |AC|. Toc¢ka D nalazi se na duzini AC tako da
je |AB| = |AD|. Neka je X tocka na duzini BC takva da pravac BD dira opisanu kruZnicu
trokuta C'DX. Opisane kruznice trokuta C DX i ABC sijeku se u tockama M i C'. Dokazi da
pravac M D prolazi polovistem onog luka BC kruznice opisane trokutu ABC koji sadrzi tocku

A.
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Rjesenje.
U trokutu ABC oznac¢imo redom s «, i v mjere kutova u vrhovima A, B i C. Oznac¢imo s N
tocku u kojoj pravac M D ponovno sijece opisanu kruznicu trokuta ABC'.

N

Iz uvjeta zadatka je trokut ABD jednakokracan pa slijedi da je
<DBA =<ADB = — = 90° — —.

Nadalje, imamo da je
<XBD = <CBD = <CBA — <DBA = 8 + % —90°.
Primjenom teorema o kutu izmedu tetive i tangente slijedi da je
IBDX = <XCD = ~.
Iz gornjeg kona¢no mozemo izracunati

<CXD = <XBD + <BDX = <5+%_900> +7:900_%.

Koristenjem tetivnosti ¢etverokuta BMCN i XMC'D redom imamo

<CBN = <CMN = <CXD = 90° — %

Takoder, iz obodnih kutova nad istom tetivom imamo da je

<BNC = «BAC = a.

o}
Konac¢no u trokutu BC'N imamo da je <BNC =« i <CBN = 90° — 5 pa mozemo izracunati

i preostali kut u tom trokutu

aNCB = 180° — <BNC — <CBN = 90° — %

Dakle, <CBN = <NCB iz ¢ega slijedi da je tocka N poloviste luka BAC'.

7. Hrvatska matematicka olimpijada za djevojke 2025. 8/9



Zadatak 4.

Odredi sve parove prirodnih brojeva (n, k) za koje vrijedi
n® — 5n + 10 = 2%,
Rjesenje.
Promotrimo ostatak koji lijeva strane jednadzbe daju pri dijeljenju sa 7.

n®—5n+10 (mod 7)

O UL W N~ O3
O Ttk = O W

Dakle, moguéi ostatci su 3,6,1,5,0. S druge strane, 2* daje ostatak 2,4 ili 1 pri dijeljenju sa
7. Zakljucujemo da obje strane trebaju dati ostatak 1 pri dijeljenju sa 7. Vrijednosti broja k
za koje je 28 =1 (mod 7) su to¢no one za koje je k djeljiv s 3. Dakle, k = 3m za neki prirodan
broj m.

Medutim, tada je n® — 23™ = 5n — 10, iz éega slijedi
(n —2™)(n® + 2™n +4™) = 5n — 10.
Posebno, vrijedi n? 4+ 2™n + 4™ < 5n — 10, iz ¢ega slijedi n < 5. S druge strane, vrijedi n > 2™

pajen = 3.

Zan =3 jenuzno m = 1 iimamo 1> — 5+ 10 = 6 # 23, pa nema rjeSenja. Zan =4in =5
prema tablici vidimo da n® — 5n + 10 ne daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 7. Zaklju¢ujemo da
jednadzba nema prirodnih rjesenja.
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