DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
Vodice, 28. travnja 2026.

Zadatak A-1.1.

Odredi sve parove (z,y) realnih brojeva za koje vrijedi

20 + 1|+ 3z — 2y = —14
13z + 1| + 2 + 4y = 25.

Rjesenje.

1
Promotrimo prvo slucaj kada je z < 5 Tada je 2z + 1,3z + 1 < 0, pa sustav postaje

r—2y = —13
—2rx+4y = 26.

T+ 13

1
Ovaj sustav ima beskonacno rjesenja oblika (:1:, ) , € R, nosamo ona za koja je x < —3

zadovoljavaju nas uvjet.

. 1 1 _
Sli¢no, za = € 373 sustav postaje

or —2y = —15
—2r+4y = 26,
e 1 25 ) ]
Cije rjeSenje x = Y= ne zadovoljava uvjet x > 5
Koncano, za x > —3 sustav postaje
or—2y = —15
do +4y = 24,
¢ije jedino rjesenje x 6 0 ne zadovoljava uvjet x >
= —— y=— 7 ——.
Je ) J J 14ay 14 voljava uv] 3

N | —

x4+ 13
Zaklju¢ujemo da su rjesenja oni i samo oni uredeni parovi oblika (x, —; > , <
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Zadatak A-1.2.

Dokazi da za sve pozitivne realne brojeve a, b i ¢ za koje je a > ¢ i b > ¢ vrijedi nejednakost

Vela—e) ++/e(b—¢) < Vab.

Prvo rjeSenje.

Kvardiranjem obje strane dobivamo ekvivalentnu nejednakost

cla—c)+2v/c2(a—c)(b—c)+c(b—c) < ab.

Sada raspisivanjem ab = (¢ + (a — ¢))(c+ (b—¢)) = + (b —¢) + c(a —¢) + (a — ¢)(b — ¢)
dobijemo

cla—c)+clb—c)+2v/c2a—c)(b—c) < +celb—c)+cla—c)+(a—c)(b—rc),

odnosno

2v/c2(a—c)(b——c) <+ (a—c)(b—c).

Primjenom A-G nejednakosti na ¢® i (a — ¢)(b — ¢) vidimo da zadnja nejednakost vrijedi.

Drugo rjesenje.
Uvedimo oznake z :=a —ciy:=b—c.
Sada nejednakost postaje

\/&_F\/@g (c+x)(c+y).

Kvadriranjem dobivamo ekvivalentnu nejednakost
cx + cy + 2v/cry < &+ cx + ey + xy,

odnosno
2¢/c2xy < & + .

2

Primjenom A-G nejednakosti na nenegativne brojeve ¢* i xy vidimo da zadnja nejednakost

vrijedi.

Zadatak A-1.3.

Vrhovima B, C'i D kvadrata ABC D prolaze, redom, medusobno paralelni pravci b, ¢ i d. Ako
je udaljenost pravaca b i ¢ jednaka 5, a udaljenost pravaca b i d jednaka 7, kolika moze biti
povrsina kvadrata ABCD?
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Rjesenje.
Uoc¢imo da imamo tri moguénosti za pravac b: on moze sjeéi stranicu C'D, stranicu AD, ili

moze sjec¢i kvadrat samo u tocki B.

Ukoliko b sijece stranicu C'D, tada se b nalazi izmedu pravaca c i d, pravac c sijece kvadrat
samo u tocki C', a d sijece stranicu AB.

Ukoliko b sijeée stranicu DA, tada bi se d nalazio izmedu b i c¢. U tom bi slu¢aju udaljenost
izmedu b i d bila manja od one izmedu b i d, pa vidimo da ovaj slucaj nije moguc.

Ukoliko b sijece kvadrat samo u tocki B, tada se ¢ nalazi izmedu b i d, te c sijece stranicu AD
zbog uvjeta udaljenosti.

Dakle, postoje dva slucaja koje je potrebno analizirati.

Promotrimo prvo slucaj kada pravac b sijece kvadrat samo u tocki B. Buduéi da je pravac ¢
izmedu pravaca b i d, udaljenost pravaca b i ¢ veca je od udaljenosti pravaca c i d, stoga pravac
¢ sijece stranicu AD kvadrata.

Udaljenost izmedu pravaca c i d je tada 7 —5 = 2.

d
C
D C
; Q
/ P
5
b
A B

Neka su P i @) nozista okomica iz tocaka D i B na pravac c.

Kako su kutovi <QCB i <PDC sukladni (kutovi s okomitim kracima) i |BC| = |DC| zaklju-
c¢ujemo da su pravokutni trokuti BC'Q) i C'DP sukladni.

Stoga je |PC| = |@QB| = 5. Po Pitagorinom poucku, kona¢no imamo:
|CD| = \/|DPJ]2 +|PC|? = V22 + 52 = /29.

Dakle, povrsina u ovom slucaju iznosi 29.

Promotrimo sada drugi slucaj, kada se pravac b nalazi izmedu c i d.
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Ut

d b

Neka su P i ) redom nozista okomica iz tocke C' na pravce d i b. Slicno kao i u prethodnom
sluc¢aju pokazuje se da su pravokutni trokuti BC'Q i C'DP sukladni. Stoga je |[DP| = |CQ| =5
a |[CP| =5+ 7= 12. Po pitagorinom poucku, kona¢no imamo

|CD| = \/|DPJ?2 + |PC|? = V52 + 122 = 13,

Dakle, povrsina u ovom slucaju iznosi 169.

Zadatak A-1.4.

Plocu na slici treba prekriti ploc¢icama dimenzija 1 x 2. Svaka
plocica prekriva tocno dva polja. Plocice se smiju rotirati i ne
smiju se preklapati. Dokazi da je broj nacina na koje se to moze
napraviti jednak zbroju kvadrata dvaju prirodnih brojeva.
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Rjesenje.
Neka M oznacava broj nacina na koje 6 x 6 plo¢u mozemo poplocati plo¢icama dimenzija 1 x 2,
a IN broj nacina na koje 6 x 6 plocu kojoj su uklonjena dva sredisnja polja na jednom rubu

mozemo poplocati plo¢icama dimenzija 1 x 2. Dio ploce sastavljen od cetiri polja izmedu dvije
6 x 6 ploce nazivamo most. Ovisno o nacinu na koji je poplo¢an most razlikujemo pet slucajeva.

Prvi slucaj: Most je poplocan s dvije horizontalne domine. Preostala polja mozemo poplocati
na M? nacina, jer svaki od preostalih 6 x 6 dijelova plo¢e moZemo poplocati neovisno od drugog.

Drugi slucaj: Most je poplocan s dvije vertikalne domine. Preostala polja mozemo poplocati
na M? nacina, jer svaki od preostalih 6 x 6 dijelova plo¢e mozemo poplocati neovisno od drugog.

Treci slucaj: Desna strana mosta je okupirana vertikalnom dominom, a lijeva strana s dvije
horizontalne domine koje poplocavaju i dva centralna polja desne stranice lijevog 6 x 6 dijela
ploc¢e. Preostala polja mozemo poplocati na N - M nacina.

Cetvrti slu¢aj: Lijeva strana mosta je okupirana vertikalnom dominom, a desna strana s
dvije horizontalne domine koje poplocavaju i dva centralna polja lijeve stranice desnog 6 x 6
dijela ploce. Preostala polja mozemo poplocati na M - N nacina.

Peti slucaj: Most je prekriven s cetiri horizontalne domine, na nacin preostaju dva neovisna
6 x 6 komada kojima su uklonjena dva centralna polja na jednom rubu. Preostala polja mozemo
poplocéati na N? nacina.

Preostale dvije moguénosti prekrivanja mosta ne dozvoljavaju prekrivanje ostatka ploce, buduéi
da svaka od preostale dvije komponente sadrzi neparno mnogo polja ploce.
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Zbrajanjem dobijemo da je ukupan broj nacina na koji se cijela ploce moze poplocati jednak

2M? +2MN + N? = M? 4 (M + N)*.

Zadatak A-1.5.
Odpredi sve trojke prirodnih brojeva (a, b, ¢) takve da vrijedi

2% 4+ 2b% = 3¢ + 67.

Rjesenje.
Pokazimo da je nuzno a < 2. Doista, za a > 3, znamo da 8 dijeli 2%. S druge strane 2b* daje

ostatak 0 ili 2, a 3¢ ostatak 1 ili 3 pri dijeljenju s 8. Stoga vidimo da lijeva strana jednakosti
daje ostatak 0 ili 2 pri djeljenju s 8, a desna 4 ili 6, ¢cime dolazimo do kontradikcije.

Promotrimo sada slucaj kada je a = 1.
JednadZba postaje 2b> = 3¢ + 65.

Promotrimo ostatke koje obje strane jednadzbe daju pri dijeljenju s 8. Ako je b neparan, onda
2b% daje ostatak 2 pri dijeljenju s 8, a ako je b paran, onda 2b* daje ostatak 0 pri dijeljenju s 8.
Ako je ¢ neparan, onda 3¢+ 65 daje ostatak 4 pri dijeljenju s 8, a ako je ¢ paran, onda 3¢+ 65
daje ostatak 2 pri dijeljenju s 8. Slijedi da je ¢ nuzno paran.

Promotrimo sada ostatke koje obje strane jednadzbe daju pri dijeljenju s 5. Kvadrati daju
ostatke 0, 1,4 pri dijeljenju s 5, pa 2b* daje ostatak 0,2 ili 3. S druge strane, 3¢ daje ostatak
1 ili 4 pri dijeljenju s 5 za paran c, pa 3+ 65 takoder daje ostatak 1 ili 4. Zakljucujemo da
je nemoguce da obje strane daju isti ostatak pri dijeljenju s 5 i pri dijeljenju s 8, pa u ovom
slu¢aju nema rjesenja.

Promotrimo sada slucaj kada je a = 2.Jednadzba postaje 2b* = 3¢ + 63.

Desna strana je djeljiva s 3, pa je b = 3k za neki prirodan broj k. Jednadzba postaje
2k? =3+ 7.

Slijedi da je ¢ > 2. Za ¢ = 2 dobivamo rjesenje k = 2, odnosno b = 6.

Za ¢ > 2 desna strana jednadzbe daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, a lijeva strana daje ostatak
0 ili 2, pa u tom slucaju nema rjesenja.

Zakljuéujemo da je jedino rjesenje (a,b,c) = (2,6, 2).
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
Vodice, 28. travnja 2026.

Zadatak A-2.1.

Odredi najveéu mogucéu povrsinu pravokutnika upisanog u pravokutni trokut s katetama duljina
51 12 tako da se dva vrha pravokutnika nalaze na hipotenuzi, a po jedan vrh na svakoj kateti
tog trokuta.

Rjesenje.

Pitagorin pouc¢ak nam govori da je hipotenuza pravokutnog trokuta u pitanju duljine /52 4+ 122 =
13.

Oznacimo sada vrhove nasuprot stranica duljina 12,51 13 s A, B i C' redom.

Oznacimo vrhove pravokutnika s K, L, M i N kao na slici.

C
N L
/EAuD .
A K M B

Kako je trokut AN K slican trokutu ABC, znamo da je
12

|[KN| = — -|AN]|.
13

S druge strane, kako je trokut NLC' slican trokutu ABC, znamo da je

13 13
INL| = — - [NC| = — - (5 — |AN]).
5 5
Povrsina pravokutnika K LM N je tada jednaka
12
Prryun =|KN|-|NL| = . (5]AN| — |[AN]?)

Kako je povrsina izrazena kao kvadratna funkcija u |[AN|, ¢iji je vodeéi koeficijent negativan,
najveca vrijednost se postize u tjemenu, odnosno kada je |AN| = g Najve¢a moguca povrsina

tada iznosi )
12 5 5
— 5 === = 15.
2(55-())-n

Drzavno natjecanje iz matematike 2026. 7/28



Zadatak A-2.2.

Odredi broj razli¢itih vrijednosti koje poprima izraz

n? —2
n?—n+2’
zane{l,2 3, ..., 2026}
Rjesenje.
Odredimo sve parove brojeva (m,n) iz skupa {1,2,...,2026} za koje je m < n i
n—-2  m?-2
n2—n+2 m2-—m+2
odnosno

(0 = 2)(m? —m +2) = (m? — 2)(n* —n +2).
Mnozenjem zagrada slijedi

n?m? —n’m + 2n — 2m?% + 2m — 4 = m*n® — m®n + 2m? — 2n® + 2n — 4,

a to je pak ekvivalentno s
(m —n)(mn —4m —4n +2) = 0.

Bududi da je m # n, slijedi da je mn — 4m — 4n + 2 = 0, odnosno

(m—4)(n—4) = 14.

Bududi da je —3 < m — 4 < n — 4, jedine moguénosti su

m—4=1

n—4=14
i

m—4=2

n—4=717,
odnosno (m,n) = (5,18) ili (m,n) = (6,11). Dakle, postoje toéno dva para brojeva iz skupa
{1,2,...,2026} za koje izraz poprima iste vrijednosti, pa je broj razli¢itih vrijednosti koje izraz

poprima jednak 2026 — 2 = 2024.

Zadatak A-2.3.

Neka je m prirodan broj i neka su a i b prirodni brojevi takvi da je
m*<a<m?’4+m i mP<b<m®+m.

Odredi sve prirodne djelitelje d umnogka ab za koje vrijedi m? < d < m? + m.
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Rjesenje.
Neka jea=m?+tib=m?>+szal<s,t <m. Nekajed=m?+rzal<r<m djelitelj od
ab. Tada je

m?+r | (m? +1)(m* + s).

Broj m? + t daje isti ostatak pri dijeljenju s m? +r kao i m? +t — (m*> —r) =t — r. Sli¢no,
m? + s daje isti ostatak kao s — r. Stoga

m*+r|(s—7r)t—r).
Kako su r, s,t prirodni brojevi izmedu m? i m? + m, slijedi |s — 7| < m i [t —r| < m, pa je
|(s —7)(t —r)| <m? <m?+r. Jedini nac¢in da broj koji je po apsolutnoj vrijednosti manji od
m? +r bude djeljiv s m? 4+ je ako je taj broj jednak 0. Slijedi da jer = silir =¢, pajed =a
ilid=".

Za d = a i d = b uvjet zadatka je zadovoljen, pa zakljucujemo da su a i b jedini brojevi koji
zadovoljavaju uvjet zadatka.

Zadatak A-2.4. -

Blok je figura koja se sastoji od Sest jedini¢nih kvadrata kao Sto je prikazano | |
na slici. Odredi najveé¢i moguéi broj blokova koje je moguce postaviti na
plocu dimenzija 6 x 11 tako da svaki prekriva tocno Sest polja. Blokovi se —
mogu rotirati i ne smiju se preklapati.

RjesSenje.

Promotrimo rubna polja ploc¢e. Zbog oblika bloka, jasno je da dva susjedna rubna polja ploce ne
mogu biti prekrivena blokovima. Takoder je jasno da kutna polja ploce ne mogu biti prekrivena
blokovima. Zbog toga zaklju¢ujemo da je najvise 14 rubnih polja ploce prekriveno blokovima,
po 2 na lijevoj i desnoj strani, te po 5 na gornjoj i donjoj strani. Uz preostalih 36 polja ploce koja
nisu rubna, zaklju¢ujemo da najvise 50 polja ploce moze biti prekriveno blokovima, odnosno
da na plo¢u mozemo smjestiti najvise 8 blokova.

Na slici je dan primjer postavljanja 8 blokova na plocu.
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Zadatak A-2.5.

Neka je H ortocentar Siljastokutnog trokuta ABC i M poloviste stranice AB. Pravac HM
sijece pravce AC' i BC' redom u tockama A; i B;. Neku su Ay i By redom nozista okomica iz
Ay i By na pravac CH. Dokazi da se pravci ABy i BA, sijeku na opisanoj kruznici trokuta

ABC.

Rjesenje.

Neka je H' centralnosimetri¢na slika tocke H s obzirom na tocku M. Buduéi da se duZine AB i
H H’ medusobno raspolavljaju, ¢etverokut AH'BH je paralelogram. Iz toga slijedi da je pravac
BH paralelan s H' A, a pravac AH paralelan s H'B.

Buduéi da je pravac AC' okomit na BH, slijedi da je okomit i na H'A, odnosno
|<H'AC| = 90°.

Jednako tako, buduéi da je pravac BC' okomit na AH, slijedi da je okomit i na H'B, to jest,
|<H'BC| = 90°.

Iz prethodnih dviju jednakosti prema obratu Talesovog poucka slijedi da je C H' promjer opisane

kruznice trokuta ABC.

Neka je X drugo sjeciste pravca HH’ i opisane kruznice trokuta ABC. Prema Talesovom
poucku imamo

|<HXC|=|<H'XC|=90°,
odakle slijedi da toc¢ka X lezi na kruznici promjera C'H.

Dakle, opisana kruznica trokuta ABC, kruznica promjera C'H i pravac HM se sijeku u tocki
X.
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Neka je sada B’ sjeciste pravaca AX i C'H te ozna¢imo |[<CBA| = 3. Buduéi da je ¢etverokut
ABCX tetivan, vrijedi [<CX A| = 180° — . Zato slijedi
|<<B1XB'| =|

<HXA|=|<CXA| - |<CXH|=(180° — ) — 90° = 90° — p.
S druge strane,

|<B.CB'| = |[<BCH| = 90° — |<CBA| = 90° — 5.
Dakle, |[<x<B1 X B'| = |<B1CB’| pa slijedi da je ¢etverokut B;CX B’ tetivan. Zato
1B, B'C| = 180° — |<CX By| = 90°,

iz ¢ega dobivamo da je B’ noziste okomice iz tocke By na pravac C'H. Drugim rijecima, tocke
B’ i By se podudaraju.

Posebno, pravac ABs prolazi tockom X. Analogno se pokaze i da pravac BA, prolazi tom
tockom, odakle slijedi tvrdnja zadatka.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
Vodice, 28. travnja 2026.

Zadatak A-3.1.

Neka je
sin 1° sin b° sin 177°

A= et S
cos (0° cos 1° + cos 2° cos 3° + cos 88° cos 89°

B =tg91° +tg92° + - - - + tg 179° + tg 180°.
Izracunaj A + B.
Rjesenje.
sin(4n + 1)°
cos(2n)° cos(2n + 1)°

Svaki pribrojnik u zbroju A je oblika zan=20,1, ..., 44.

Uoc¢imo da je

sin(4n + 1)° _sin((2n)° + (2n +1)°)
cos(2n)° cos(2n +1)°  cos(2n)° cos(2n + 1)°
_sin(2n)° cos(2n + 1)° 4 cos(2n)° sin(2n + 1)°

cos(2n)° cos(2n + 1)°
=tg(2n)° +tg(2n + 1)°.

Time zbroj A sada postaje
A =1g(0°%) +tg(1°) + - - - + tg(88°) + tg(89°).

Kako je
tg(k)® + tg(180 — k)° = tg(k)® — tg(k)° =0

slijedi da je
A+ B=0.

Zadatak A-3.2.

Odredi sva realna rjesenja jednadzbe

(2 n \/5)x2—4x+2 n (\/5 B 2)1’2—4x+2 _ 18
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Rjesenje.
Uocimo da je (2 + \/5) . (\/5 — 2) = 1, odnosno

1
Vim2=

(EQ— X
Supstitucijom ¢t = (2 + \/5) fo2 pocetna jednadzba postaje
t? — 18t +1=0.

Rjesenja gornje kvadratne jednadzbe su t; =9 +4v/51i t, = 9 — 4/5.

Uvrstavanjem prvog rjesenja t; = 9 + 44/5 natrag u supstituciju redom imamo

(2+v5)" o014 = (24 VB),

iz Cega slijedi da je 2% — 4z +2 =2, tj. 22 —4x =0
RjeSavanjem kvadratne jednadzbe 2% — 42 = 0 dobivamo z; = 0 i x5 = 4.

Uvrstavanjem drugog rjeSenja to = 9 — 44/5 natrag u supstituciju redom imamo

(2+\/5>a:2—4x+2:9_4\/g:(2_\/5>2:<2+\/5>—2’

iz cega slijedi da je 22 — 4w + 2 = =2, tj. 22 — 4o + 4 = 0.
Rjesavanjem kvadratne jednadzbe 22 — 4z + 4 = 0 dobivamo z3 = 2.

Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su z1 =0, o =41 23 = 2.
Zadatak A-3.3.
Postoje li prirodni brojevi a, b i ¢ takvi da su

log,(bc+ 1), logy(ca+1) i log.(ab+ 1)
takoder prirodni brojevi?

Prvo rjeSenje.

Pretpostavimo da postoje takvi prirodni brojevi.

Zbog simetricnosti uvjeta zadatka bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti a <

Nadalje, kako su a, b i ¢ baze logaritma imamo da je a, b, ¢ > 2.

Sada redom imamo da je
ab+1<+1<é,

iz, ¢ega slijedi da je log.(ab+ 1) < 3.
Kako je log.(ab + 1) prirodan broj, slijedi da je log.(ab+ 1) =1 ili log.(ab+ 1) = 2.
Ako je log,(ab+ 1) = 2, tada je ¢* = ab + 1.

Ako je b < ¢ tada redom imamo

A=ab+1<(c—1)P2+1=c"-2c+2<¢
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sto dovodi do kontradikcije. Dakle, nuzno je b = c.

Uvrstavanjem u ¢? = ab+ 1 imamo da je tada ¢ = ac+1. Kako su ¢? i ac djeljivi s ¢, iz gornjeg
slijedi da tada ¢ mora dijeliti i 1, odnosno ¢ = 1, sto je u kontradikciji s ¢ > 2.

Ako je log.(ab+ 1) =1, tada je ¢ = ab + 1.

Uoc¢imo da za ac + 1 vrijedi
b<ac+1l=alab+1)+1<b*+b+1<0b

iz ¢ega slijedi da je 1 < log,(ac+ 1) < 4.
Kako je logy (ac+1) takoder prirodan broj, slijedi da mora biti log, (ac+1) = 2 ili log,(ac+1) = 3.
Ako je log,(ac + 1) = 2, tada je ac + 1 = b%.

Uvrstavanjem ¢ = ab + 1 imamo da je tada

W¥=ac+1=a’b+a-+1.

Kako su b? i ab djeljivi s b slijedi da mora i a + 1 takoder biti djeljiv s b.

Nadalje, kako je
a+1<b+1<2b

slijedi da mora biti b = a + 1.
Uvrtavanjem b =a +1ic=ab+ 1 u ac+ 1 = b* dobivamo

(a+1)2 =0 =alab+1)+1=alala+1)+1)+1=0a*+a*+a+1,

odnosno
0=a*—a=ala®>—1)>22*-1)=6

pa dolazimo do kontradikcije.
Ako je log,(ac + 1) = 3, tada je ac + 1 = b?.

Uvrstavanjem ¢ = ab + 1 imamo da je tada
bV =ac+1=a*b+a+1.
Analogno kao i u prethodnom slucaju zakljucujemo da tada mora biti b = a + 1.
Uvrtavanjem b =a +1ic=ab+ 1 u b® = ac + 1 dobivamo
(a+1)P=t*=ac+1=alab+1)+1=ala(fa+1)+1)+1=a*>+a*+a+1,

sto se nakon kracenja svodi na
0 = 2a* + 2a.

Zadnja jednakost je pak oc¢ito nemoguca jer je a prirodan broj.

Dakle, ne postoje takvi prirodni brojevi a, b i c.
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Drugo rjeSenje.

Dokazimo da ne postoje takvi prirodni brojevi a, b i c.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoje takvi prirodni brojevi a, b i c.

Tada su k = log,(bc + 1), I =log,(ca + 1) i m = log,(ab+ 1) takoder prirodni brojevi.

Iz definicije logaritma imamo

be+1=ad"
ca+1="¥
ab+1=c".

Mnozenjem gornjih jednakosti i sredivanjem dobivamo
a?b*c® +abc(a + b+ c) +ab+be+ca+ 1 = a"v'e™.
Kako su k, [, m > 1 iz gornjeg zakljucujemo da 1 + ab + bc + ca mora biti djeljiv s abe.

Posebno, kako je 1+ ab + bc + ca djeljivo s abc, imamo da je tada i 1 4+ ab + bc + ca > abc.

Nadalje, kako su a, b i ¢ baze logaritma imamo da je a, b, ¢ > 2. Time je

<—<2

14 ab+ bc+ ca i 1 1 } 13
abe Cabe  a b ¢

Dakle, imamo da je

o 1+ ab+ bc+ ca

1< <2

abe
14 ab+ bc+ ca
abce

ida je prirodan broj jer je 1 4+ ab + bc + ca djeljivo s abc.

. 14+ab+bc+ ca _
Prema tome mora biti 2 =1, tj. 1 +ab+ bc+ ca = abe.
abc
Kako je gornja jednadzba simetri¢na u a, b i ¢, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti

da je a najmanji medu brojevima a, b1i c.

Kako je a < b, c te b, ¢ > 2 redom imamo

[ _ltabtbetea 11 1 1 _1 1 1 1 13

abc _abc—'—a—kb—i_c\4a+a+a+a_@7
. . 13
odnosno imamo da Jeagz < 4.

Dakle, mora biti a = 2 ili a = 3.

Ako je a = 2, uvrstavanjem natrag u jednadzbu 1+ ab + bc 4 ca = abc te izrazavanjem b preko

¢ redom imamo
_26—|—1_2+ 5
-2 c—2

b

Kako je b prirodan broj slijedi da ¢ — 2 mora dijeliti 5, a kako je ¢ > 2 slijedi da je to jedino
moguce ako jec=3ilic=T.

Uvrstavanjem natrag dobivamo da jeza c=3 tadab=7,azac=7je b= 3.
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Medutim, za ta rjesenje nisu svi logaritmi koje promatramo prirodni brojevi. Na primjer
log,(3 -7+ 1) = log,(22) nije prirodan broj.
Ako je a = 3, uvrstavanjem natrag u jednadzbu 1 + ab + bc + ca = abc i izrazavanjem b preko

¢ dobivamo
B 3c+1

 2c—3

b

Kako su b, ¢ > 3 redom imamo

3 1 3 1 1
_ St < c+ —34 14
2c—3 c c

3<b

iz ¢ega slijedi da mora biti b = 3.
10

Medutim, uvrstavanjem natrag b = 3 dobivamo da je tada ¢ = 3 sto nije prirodan broj.

Dakle, ni u slu¢aju a = 3 nemamo rjesenja iz ¢ega konacno slijedi da ne postoje takvi prirodni
brojevi a, b i c.

Zadatak A-3.4.

Neka je ABC siljastokutni trokut u kojem je |BC| < |C'A|. Srediste njegove upisane kruznice
je tocka I, a k mu je opisana kruznica. Neka su M i N redom polovista krac¢ih lukova nad
tetivama BC i CA kruznice k. Pravac kroz C paralelan s M N ponovno sije¢e kruznicu k u
tocki P. Pravac PI ponovno sijece kruznicu k u tocki T'. Dokazi da vrijedi

IMP| - |MT|=|NP|-|NT|.

Prvo rjesenje.

Neka su «, 3,y redom mjere unutarnjih kutova trokuta u vrhovima A, B, C te neka je p; =
|<T'PM]| i ¢y = |<NPT|.
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Buduéi da je M poloviste luka nad tetivom BC, slijedi da M lezi na pravcu Al. Nadalje, iz
jednakosti obodnih kutova nad tetivom M B imamo [<BCM| = |[<BAM| = § pa slijedi

|<ICM| = |<ICB| + |<BCM| = % + %

S druge strane, <M IC' je vanjski kut trokuta AIC pa je njegova mjera jednaka zbroju mjera
unutarnjih kutova trokuta s kojima ne dijeli zajednicki vrh:

|<MIC| = |[<CAI| + |<ACI| = % + %

Dakle, |</CM| = |<MIC| pa je trokut ICM jednakokracan i |[MI|= |MC].
Analogno se pokaze i |[<ICN| = |<NIC|, odakle slijedi |[NI| = |[NC|.

T

Cetverokut NMCP je trapez koji je ujedno i tetivan, pa slijedi da je M NCP jednakokracni
trapez. Zato imamo

INI| = [NC| = [MP|, [MI|=[MC|=|PN],

pri ¢emu smo redom koristili jednakost duljina dijagonala i krakova trapeza jednakokracnog
MNCP.

Nadalje, iz jednakosti kutova uz presjecnicu, te iz jednakosti obodnih kutova nad tetivom MC
redom slijedi

|<PMN| = |[<MPC| = |<MAC| = %

dok iz jednakosti obodnih kutova nad tetivom N A slijedi

B

|[ANMI| = |[<NMA| = [aNBA| = 3.
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Odavde dobivamo
a+p

2

|<<PMI| =|<PMN|+ |<NMA| =

Analogno dobivamo |<INP| = £,

Sada primjenom poucka o sinusima na trokute PIM i PNI redom dobivamo

|PN| |IM|  sing, |PM| |IN|  sing,

|PI| ~ |PI|  sin®f®’ |PI|  |PI|  sinoff

2 2

Iz ovih jednakosti posebno slijedi
|PN|  singp

|PM|  singp,’

Primjenom poucka o sinusu na trokut M NT' dobivamo
IMT|  sin|<I'NM|  sin|<TPM| sing,
INT| — sin|[<NMT|  sin|<NPT|  sing,’

pri éemu smo koristili jednakost obodnih kutova nad tetivama MT i NT.

Konacno, iz posljednje dvije jednakosti slijedi

|PN|  |MT|

PM| ~ INT|'
odnosno |[MP|-|MT|=|NP|-|NT|, sto je i trebalo dokazati.

Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju dobivamo da je

INI| = [NC| = [MP|, |MI|=|MC|=|PN|,
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S druge strane, ¢etverokut NIM P ima nasuprotne stranice jednake duljine, pa je taj cetverokut
paralelogram. Oznacimo sa S sjeciste njegovih dijagonala.

Buduéi da su tetive NP i CM jednake duljine, to su i njihovi pripadni obodni kutovi |<PT N|
i |[<MTC| sukladni. Iz jednakosti obodnih kutova nad tetivom MT slijedi

|<TCM| = |<TNM| = |<TNS|.

Zato prema KK poucku o slicnosti slijedi da su trokuti NST i CMT slicni. Iz te slicnosti
dobivamo

INT| |CT|
INS| — [CM|
Sada je
NP NT| = |CM] - [NT| = |CT] - |NS], 1)

Analogno, iz sli¢nosti trokuta NCT i SMT dobivamo
|MP|-|MT| = [CT| - [MS]. (2)

Tocka S je sjeciste dijagonala paralelograma NIM P pa ona raspolavlja duzinu NM, to jest,
|INS| = |MS|. Konaé¢no, iz jednakosti (1) i (2) slijedi

INP|-INT| = [MP|-[MT|,

sto je i trebalo dokazati.

Zadatak A-3.5.

Na pravcu p oznaceno je 2026 tocaka na jednakim razmacima.
U jednoj poluravnini (s iste strane pravca p) oznacene su sve tocke koje
zajedno s dvjema oznacenim tockama pravca p ¢ine vrhove jednakostra-
nicnog trokuta. Neka je T skup svih oznacenih tocaka, uklju¢ujuéi one o« o e
na pravcu p.

Josip moze brisati tocke skupa 7T tako da u svakom koraku obrise po tri
tocke koje su vrhovi nekog jednakostrani¢nog trokuta. Korak ponavlja
sve dok mu ne ostane to¢no jedna tocka. Tocka skupa T koja moze
ostati posljednja neobrisana naziva se Josipova.

Odredi broj Josipovih tocaka.

Rjesenje.

Postavimo promatrane tocke u koordinatni sustav, tako da je pravac p na x-osi. Koordinate
prve tocke su (0,0), a druge tocke (1,0), ¢ime su odredene koordinate svih ostalih tocaka.

m nv3

Sve tock blika { —
ve tocke su o 1a<2, 5

>, gdje su m i n cijeli brojevi i m 4+ n paran. Naime, s tockama

a+b (b—a)\/g)'

(a,0) i (b,0) na pravcu p, jednakostranican trokut ¢ini i tocka ( 5 5

3
Obojajmo sve tocke u neku od 3 boje, ovisno o ostatku koji m u zapisu <7;, n\2/_> daje pri
dijeljenju s 3.
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Promotrimo tocke

A (mnﬁ) B— (abﬁ)
2 2 2 2

Odredimo koordinate dviju tocaka koje tvore jednakostrani¢ne trokute s A i B. Najprije pri-
mijetimo da poloviste duzine AB ima koordinate

P (m+a (n+b)\/§)

4 4

Dalje, znamo da se tocke koje s A i B ¢ine jednakostranican trokut nalaze na simetrali pro-
matrane duzine, i to udaljene za §|AB| od P. Dakle, potrebno je pronaéi vektor okomit na
duzinu AB, skalirati ga i pribrojiti tocki P. Vektori okomiti na

AB = (m—aL7 (n—b)\/§>

2 2
duljine |AB| su

2 T2

o ((n—b)\/§ a—m)

i —U. Stoga su trazene tocke

3
Pi\é_ﬁ

2 ’ 2

m+a+3(n—b) n+bt(a—m)

Promotrimo sada sumu brojnika z-koordinata triju promatranih tocaka.

+ —b £(n-2>
m+a+m+a 23(n ):3(m—|—a2(n ))EO(modB).

Budu¢i da suma tri broja moze biti djeljiva s 3 samo ako svi daju isti ostatak pri dijeljenju
s 3, ili ako svi daju razli¢it, zakljuéujemo da je svaki jednakostranican trokut jednobojan ili
raznobojan.

Bududi da boje kojom su obojani vrhovi (boja 0) ima za 1 vise od preostale dvije boje, zaklju-
c¢ujemo da Josipova tocka mora biti boje 0.

Pokazimo induktivno da svi vrhovi boje 0 mogu ostati neizbrisani. Radimo indukciju po &,
gdje je 3k duljina stranice pocetnog velikog trokuta, odnosno na stranici se nalazi 3k + 1 tocaka
(trokut veli¢ine 3k + 1).

Kao bazu demonstriramo slucajeve k = 0 (trivijalno) i £ = 1. U slucaju k = 1, tocke boje 0 su
vrhovi i centralna tocka. Na slici se vidi koje trojke Josip treba brisati kako bi mu ostale samo
tocke u pitanju.

ANVANYANA
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Korak za k£ + 1. Odaberimo proizvoljnu tocku boje 0 u trokutu veli¢ine 3k + 4. Ta tocka se
nalazi u nekom od 3 trokuta veli¢ine 3k + 1 koja sadrzavaju vrh trokuta veli¢ine 3k + 4, osim
ako je k = 11 radi se o centralnoj tocci velikog trokuta. U tom slu¢aju mozemo postic¢i da samo
ona ostane na nacin opisan na slici ispod.

AN
ANVANVIA

Po pretpostavci indukcije unutar tog 3k + 1 trokuta mozemo izbrisati sve osim odabrane tocke.
Preostala su nam 3 retka uz jednu od stranica trokuta velic¢ine 3k + 4.

Sve tocke i 3 retka uz jednu od stranica trokuta veli¢ine 3k + 4 mozemo obrisati na jedan od
dva dolje prikazana nacina, ovisno o parnosti broja k.

S R e

v
3k 44

AVAVA VAV/\ k paran
)
v
(1+2026):2026 _ 9027 . 1013, broj Josipovih tocaka je

N
3k +4
Kako je ukupan broj tocaka jednak ( 5

2027 -1013 -1
3

+ 1.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
Vodice, 28. travnja 2026.

Zadatak A-4.1.

Neka je (a,)neny nekonstantan aritmeticki niz realnih brojeva takav da postoji prirodni broj r
za koji je
Qpy1 + Qryo = Q1 + G2 + -+ - + Q342
Dokazi da niti jedan ¢lan tog niza nije jednak 0.
Rjesenje.
Oznac¢imo s a pocetni ¢lan i s d razliku aritmetickog niza (a,)nen. Tada je a, = a+ (n — 1)d

za svaki n € N i uvjet
Ar41 + Qryg = A1 + Q2 + -+ + A3r42,

mozemo zapisati kao
20+ 2r+1)d=Br+2)a+d-(14+2+...+3r+1),

odnosno
(3r +2)(3r + 1)

2a 4+ (2r+ 1)d = (3r +2)a + 5 -d.
Slijedi da je
- <4T—|—2—(37’+2)(3T+1)> e —9r -5 d
6r 6

Pretpostavimo da je a,, = 0 za neki prirodan broj n. Tada je a + (n — 1)d = 0, odnosno

d.<_97"6_5+n—1>:0,

iz Cega slijedi da je % cijeli broj. Medutim, to je kontradikcija jer 6 ne dijeli —9r — 5 ni za

koji prirodan broj r. Dakle, niti jedan ¢lan niza nije jednak 0.

Zadatak A-4.2.

Neka je ABC trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka je D noziste visine iz vrha C.
Kruznica sa sredistem u C' polumjera ]@] sijee opisanu kruznicu trokuta ABC u
tockama E i F. Pravac E'F sijece duzinu C'D u tocki P. Dokazi da je P poloviste duzine
CD.
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Rjesenje.
Neka su tocke C' i D' redom presjeci pravca C'D s opisanom kruznicom trokuta ABC' te
kruznicom sa srediStem C' polumjera |C'D|, kao na skici.

D/

C/

Buduéi da je trokut ABC pravokutan, duzina AB je promjer kruZnice opisane tom trokutu.
Slijedi da su tocke C” i C' medusobno simetri¢ne s obzirom na pravac AB pa je |CD| = |C'D|.

S druge strane, kako je C' srediste kruznice, vrijedi |CD’| = |CD].

Iz potencije tocke P s obzirom na opisanu kruznicu trokuta ABC slijedi
|PF|-|PE| = |PC|-|PC’| = |PC|- (IPD| + |DC"|) = |[PC| - (|PD] + |DCY).

S druge strane, iz potencije iste tocke s obzirom na kruznicu sa sredistem C' radijusa |C'D|
dobivamo

|PF|-|PE| = |PD|-|PD'| = |PD[-(|PC| +|CD') = |PD| - (|[PC| + |CD|).
U oba niza jednakosti, pocetni izrazi su jednaki, pa i zavrsni izrazi moraju biti jednaki, to jest,
[PC|- (|PD|+ |DC|) = |PD| - (|PC| + |CDI),

odakle slijedi |PC| = |PD], to jest, P je poloviste duzine C'D.

Napomena: Umjesto potencije tocke, mogu se promatrati slicnosti trokuta PCF i PC'E, od-
nosno PDE i PD'F.
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Zadatak A-4.3.

Za uredenu trojku prirodnih brojeva (a,b, ¢) kazemo da je morska ako su a,b i ¢ medusobno
razliciti, te je broj ac djeljiv brojevima a + b i b+ c¢. Dokazi da

2)
b)

za svaki prirodni broj d > 1 postoji morska trojka (a, b, ¢) za koju je M(a,b,c) = d.
ne postoji morska trojka (a, b, ¢) za koju je M(a,b,c) = 1.

Napomena. M a,b, c) oznacava najvedi zajednicki djelitelj brojeva a, b i c.

Prvo rjeSenje.

a)

Neka je d > 3. Stavimo a = (d — 1)d, b = d, ¢ = (d — 2)d. Tada je ac = d*(d — 1)(d — 2)
djeljivsa+b=d*ib+c=d(d—1).

Za d =3, stavimo a =3, b=61c=12. Tada je ac = 36 djeljivsa+b=9isb+c=18.
Za d =2, stavimoa=4,b0=21c=06. Tada je ac =24 djeljivsa+b=61ib+c=8.

Pretpostavimo da je (a,b,c) morska trojka s M(a+b,b+c¢) =1. Ondasua+bib+c
relativno prosti djelitelji od ac, pa i njihov umnozak dijeli ac. Medutim, (a+b)(b+c) > ac,
sto je kontradikcija. Dakle, postoji prost broj p koji dijeli a + b i b + c¢. Tada p dijeli i ac,
pa dijeli jedan od brojeva a i c. Kako p dijeli a + 01 b+ ¢, slijedi da p dijeli b. Iz toga
slijedi da p dijeli i a i ¢. Dakle, u svakoj morskoj trojci postoji prost broj koji dijeli sva tri
¢lana trojke, pa M (a, b, c) ne moze biti 1.

Drugo rjeSenje.

a)
b)

Rjesenje a) dijela isto je kao u prvom rjesenju.

Pretpostavimo da je (a, b, ¢) morska trojka takva da je M(a,b,c) = 1. Neka je x = M (a,b),
y= M(b,c), z= M(a,c). Tada su z,y, z relativno prosti i postoje brojevi d, e, f takvi da
je a=uzzd, b= zye, c = yzf. Uvjeti djeljivosti u novim oznakama glase

x(zd + ye) | xy22df,
y(we + 2f) | zy2df,

odnosno

zd + ye | y22df,
ve + zf | x23df.

Tvrdimo da je zd + ye relativno prost s y, z i d. Naime, ako prost broj dijeli y, z ili d te
dijeli zd + ye, onda taj prost broj dijeli zd i ye. Medutim, zd i ye su relativno prosti jer
su jednaki b/M (a,b) i a/M(a,b). Analogno slijedi da je ze + z f relativno prost s x, z i f.
Slijedi da djeljivosti mozemo zapisati kao

zd +ye | f,
re+zf | d.
Medutim, ako je d > f slijedi zd + ye > f i prva djeljivost nije zadovoljena, a ako je

d < f slijedi ze 4+ zf > d i druga djeljivost nije zadovoljena. U svakom slucaju dobivamo
kontradikciju. Dakle, ne postoji morska trojka (a,b, c) takva da je M(a,b,c) = 1.
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Zadatak A-4.4.

Odredi koliko ima polinoma s realnim koeficijentima f(z) = 2%0% + aggs .+ a1+ a
takvih da je f(2026) = 0 i da postoji polinom g(x) s realnim koeficijentima takav da jednakost

(f(z+1) = f(2) - g(x) = f(x)

2025 +

vrijedi za svaki realan broj x.

Prvo rjeSenje.
Promotrimo polinom f(z + 1) — f(x). Tvrdimo da je njegov stupanj jednak 2025 te da mu je
vodedi koeficijent jednak 2026.

Naime, imamo

f(33 + 1) = (l’ + 1)2026 + &2025($ + 1)2025 + ...+ a1<£[) + 1) + Qo

2026 2025
:(ﬁ%+<1)ﬁw+”>+@m(ﬁ%+<l)ﬁm+”>+””

Vidimo da je koeficijent uz z%°% u f(z + 1) jednak 1 jer se x?°?® pojavljuje samo u ¢lanu
(x4 1)%%. Sli¢no, koeficijent uz 22°% u f(z + 1) jednak je (***°) + asg2s, jer se 22°% pojavljuje

1
samo u ¢lanovima (x + 1)29%6 i agges(x + 1)20%.

Slijedi da je koeficijent uz 22°% u f(x+1) — f(x) jednak 0, a koeficijent uz z2°* jednak je 2026,
kao sto smo i tvrdili.

Slijedi da je stupanj od g(x) jednak 1 odnosno g(x) je linearan polinom. Posebno, g(x) ima
jedinstvenu realnu nultocku ro, te je g(z) = ¢(x — 1) za neki realni broj ¢ # 0. Usporedbom

vodecih koeficijenata slijedi ¢ = 555
Uvrstavanjem r( u zadani izraz, slijedi f(ro) = 0. Slijedi da mozemo zapisati f(z) = (x—7o)h(z)
za neki polinom h(z) s realnim koeficijentima, pa je

1

(x+1=rg)h(x+1)— (x —ro)h(x)) - 3096

(x —ro) = (x —19)h(x),

odnosno

(x+1—=ro)h(x+1) — (x —ro)h(z)) = 2026 - h(x).

To mozemo zapisati kao
(x4+1—=r¢)h(x+1) = (x + 2026 — 1¢)h(x).

Tvrdimo da su nultocke od h(z) upravo ro — 1,79 — 2,...,79 — 2025.

Dokazimo matematickom indukcijom da ti brojevi stvarno jesu nultocke. Uvrstavanjem x =
ro — 1 u izraz slijedi

0-h(z+1) = 2025 h(rg — 1),

pa je h(ro — 1) = 0. Pretpostavimo da je h(rq —t) = 0 za prirodan broj ¢t < 2025. Uvrstimo
ro —t — 1 u izraz. Dobivamo

—th(ro — t) = (2025 — t)h(rg — t — 1).
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Lijeva strana je jednaka 0 prema pretpostavci, pa slijedi h(rg — ¢t — 1) = 0, ¢ime je korak
indukcije proveden.

Ti brojevi su sve nultocke jer ih ima 2025, a h(z) je stupnja 2025. Slijedi da je h(x) =
(x—(ro—1))(x — (roa —2)) - -+ (x — (1o — 2025)), pa je
f(x) = (z —ro)(z = (ro—1))(x = (ro = 2)) - -+ (x — (ro — 2025)),

za neki realan broj ry. Kako je f(2026) = 0, slijedi da se 2026 nuzno nalazi medu brojevima
ro, 7o — 1,...,10 — 2025, pa je ro = 2025 + ¢ za neki t € {0, 1,...,2025}. Time dobivamo 2026
moguénosti za f(x).

Preostaje provjeriti da svaki od tih polinoma zadovoljava jednakost iz zadatka za h(x) =
2026 0/

Zaista, vrijedi

1
(flx+1) = f(z))h(z) = ((x+1—=71¢)...(x+2026 — 1) — (x — 1¢) ... (z + 2025 — ro))m(x — 7o)
1
= (x 42026 —rg — (x —19))(x +1—19)...(z+ 2025 — ro)m(az —T9)
=(x—ro)(x+1—19)...(z+ 2025 — 1))
= f(x).
Drugo rjeSenje.
Kao u prvom rjesenju, zakljuéimo da je g(z) polinom stupnja 1 s vodeéim koeficijentom Wl%.

Posebno, g(z) ima jedinstvenu realnu nultocku r.

Neka je r bilo koja nultocka od f(z). Tada uvrstavanjem r u izraz slijedi

fr+1)-g(r) =0,

pa je ili r+ 1 takoder nultocka od f(z) ili je r nultocka od g(z), odnosno r = ry. Ako je r # o,
ponavljanjem istog postupka za r + 1 slijedi da je ili 7 + 1 = r¢ ili je 7 + 2 nultocka od f(x).
Kako f(z) ima konatno mnogo nultocaka, za neki nenegativan cijeli broj k ¢e vrijediti da je
r 4+ k = ro. Dakle, za svaku nultocku r od f(z) postoji nenegativan cijeli broj k takav da je
r+k = rg. Posebno, za r = 2026 dobivamo da je r( prirodan broj vedi ili jednak 2026. Nadalje,
ako je r nultocka od f(x), slijedi da je r cijeli broj i ako je r < 1y, onda je i r + 1 nultocka od
f(z).

Dakle, skup nultocaka od f(x) je skup uzastopnih cijelih brojeva koji sadrzi 2026, i najveéa
nultocka od f(x) jednaka je nultocki od g(x). Dakle, postoji nenegativan cijeli broj j i prirodni
brojevi ky, ..., k; takvi da je by + ...+ k; = 2026 i

fla) = (z = r0)*(x = (ro = 1)) ... (x = (ro — 5))".
Tada je
fla+1)=(z— (o= 1))@~ (ro=2))" ... (& = (ro — (j + 1))".
Tvrdimo da je kg = ky = ke = ... = k; = 1. Dokazimo tu tvrdnju matematickom indukcijom.
Za bazu, primijetimo da je kratnost nultocke ry u polinomu (f(x + 1) — f(z))g(x) jednaka 1,
jer je g(ro) =0, f(ro) =01 f(ro+ 1) # 0. Slijedi da je ko = 1.
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Pretpostavimo da je kg = ... = k;_1 = 1 za neki ¢ takav da je 0 < ¢ < j. Pretpostavimo
da je k; > 1. Promotrimo kratnost nultocke 79 — ¢ u polinomu (f(z + 1) — f(x))g(x). Vrijedi
g(ro —1i) # 0. Kratnost od ro — i u f(x + 1) je jednaka k;_; = 1, a kratnost od ry — i u
f(z) je ki, pa je kratnost od 79 —i u f(x + 1) — f(x) jednaka 1. Dakle, kratnost od ry —i u
(f(x+1)—f(z))-g(x) jednaka je 1. S druge strane, kratnost od ro—i u f(x) jednaka je k; > 1,
sto je kontradikcija. Dakle, k; = 1. Time je korak indukcije proveden.

Dakle, f(z) je polinom kojem su sve nultocke jednostruke i ¢ine skup 2026 uzastopnih cijelih
brojeva koji sadrze broj 2026. Ima 2026 takvih skupova koji daju ukupno 2026 moguénosti za
f(z).

Provjera da svaki od takvih polinoma zadovoljava tvrdnju zadatka ista je kao u prvom rjesenju.

Zadatak A-4.5.

Za arhipelag od 2026 otoka kazemo da je dobro povezan ako medu svakih pet razlicitih otoka,
postoje tri takva da izmedu svaka dva od njih postoji dvosmjerna brodska linija. Odredi
najveci prirodni broj N takav da u svakom dobro povezanom arhipelagu postoji niz od barem
N razli¢itih otoka takav da su svaka dva uzastopna, te prvi i posljednji otok u nizu povezani
brodskom linijom.

Rjesenje.

Oznacimo otoke u arhipelagu redom s oy, 0, ..., 0202.

Za razlicite otoke o0;,, 0;,, ..., 0;, kazemo da c¢ine ciklus duljine k ako postoji brodska linija
medu otocima o;, i 0i,, 0;, 1 05, ..., 0;,_, 1 0;, te medu otocima o;, i 0;,. Trebamo odrediti

najveci prirodan broj N takav da, neovisno o rasporedu brodskih linija, uvijek postoji ciklus
duljine N.

Promotrimo raspored brodskih linija takav da su svi otoci 01, 09, ..., 01913 medusobno povezani
brodskim linijama, svi otoci 01914, 01015, - - -, 02026 Su takoder medusobno povezani brodskim
linijama te medu otocima o; i 0; nema brodske linije za sve 1 <4 < 1013 1 1014 < 5 < 2026.
Takav raspored ocito zadovoljava uvjet zadatka te u tom slucaju najveca duljina ciklusa iznosi
tocno 1013. Dakle, vrijedi N < 1013.

Dokazimo da uvijek postoji ciklus duljine barem 1013, neovisno o rasporedu brodskih linija.

Pretpostavimo da u arhipelagu postoje neka tri otoka medu kojima nema brodske linije. Bez
smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su to otoci o1, 09 i 03.

Promotrimo tada pet otoka o1, 02, 03, 0; 1 0; pri Cemu je 3 <1 < j. Iz uvjeta zadatka slijedi da
tada medu otocima o; i 0; postoji brodska linija za sve 3 <4 < j. Dakle, svi otoci o4, 05, ...,
02026 Su medusobno povezani brodskim linijama te u tom sluc¢aju postoji ciklus duljine 2023.

Pretpostavimo sada da medu svaka tri otoka postoje dva koja su povezana brodskom linijom.

Za otoke 0;,, 0iy, ..., 0;, kazemo da ¢ine put duljine k ako postoji brodska linija medu otocima
05, i Oiy, Oiy i Oigy -+ O4p_4 i 0y, -

Neka je k duljina najduljeg puta u arhipelagu. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti
da otoci o1, 09, ..., 0 ¢ine put duljine k.

Ako je k = 2026, promotrimo otoke o1, 01913 1 02026. Buduéi da medu svaka tri otoka postoje
dva koja su povezana brodskom linijom, slijedi da ¢e oy biti povezan s 01913, 01 biti povezan s
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02026 ili e 01013 biti povezan s o09926. U svakom od ta tri slucaja postoji ciklus duljine barem
1013.

Ako je k < 2026, oznacimo sa S skup svih otoka o; za i > k. Kako je k < 2026, znamo da skup
S nije prazan.

Uocimo da zbog maksimalnosti broja k slijedi da otoci 0y i 0; nisu povezani niti s jednim otokom
u skupu S.

Posebno, kako otoci 0; i of nisu povezani s otokom o1, slijedi da tada mora postojati brodska
linija izmedu oy i 0. Dakle, otoci 01, 09, ..., o ¢ine ciklus.

Nadalje, za svaka dva razli¢ita otoka o; i 0; iz S vrijedi da su medusobno povezani brodskom
linijom jer otoci o; i 0; nisu povezani s otokom o;. Prema tome, svi otoci u skupu S su
medusobno povezani brodskim linijama, pa u skupu S postoji put duljine 2026 — k.

Buduéi da je k duljina najduljeg puta, slijedi da mora biti & > 2026 — k, odnosno k& > 1013.

Kako otoci 01, 0o, ..., 0 ¢ine ciklus, zakljucujemo da i u ovom sluc¢aju postoji ciklus duljine
barem 1013.

Zakljucujemo da je N > 1013, odnosno N = 1013.
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