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Zadaci i rjeSenja

Zadatak S-5.1. [10 bodoval

Stranica AB pravokutnika ABCD dvostruko je dulja od stranice BC. Na stranici AB odabrana je
tocka E takva da veli¢ina kuta <DE A bude jednaka veli¢ini kuta <CED. Kolika je veli¢ina tog kuta?

Rjesenje.

Skica:

w

U
Y

Q

Prema uvjetima zadatka, kutovi <AED i <DEC su sukladni. Oznaéimo s « veli¢ine tih kutova.

Buduéi da je DE presje¢nica paralelnih stranica pravokutnika AB i CD, kutovi <AED i <CDE su
sukladni pa je o = |<CDE|.

Buduéi da trokut DEC ima dva kuta sukladna, on je jednakokraan i vrijedi |CD| = |CE|. Kako je
|AB| = 2|BC)|, slijedi i |CD| = 2|BC| te |CE| = 2|BC|.

Neka je C’ osnosimetri¢na slika tocke C' s obzirom na AB. Tada je |BC| = |BC’| te iz toga slijedi
|CE| = |CC'|.

Kako je E tocka na simetrali duzine CC’, ona je jednako udaljena od to¢aka C'i C' pa je |CE| = |C'E|.
Dakle, trokut CEC’ je jednakostranican.

Jednakostranic¢ni trokut ima sva tri kuta jednake velic¢ine i to 60°. U jednakostrani¢énom trokutu visina
pripada simetrali kuta, stoga EB prepolavlja kut <CEC’, odakle zaklju¢ujemo da je |<CEB| = 30°.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Kako je zbroj veli¢ina kutova <AED, <DEC i <CEB jednak 180° (¢ine ispruZeni kut), slijedi da je
2a + 30° = 180°, odakle je konacno a = 75°.

Zadatak S-5.2. [15 bodova)

Kazemo da je tablica 3 x 3 sarolika ako je u svako polje te tablice upisan po jedan od brojeva —1, 0 i
1, tako da je svih Sest zbrojeva brojeva u pojedinom retku odnosno stupcu medusobno razlicito.

Postoji li takva tablica? Ako postoji, koliko ima razli¢itih Sarolikih tablica?
Prvo rjesenje.

Pokazat ¢emo da takva tablica ne postoji. RaspiS§imo najprije sve moguée kombinacije 3 broja i po-
gledajmo koji je zbroj svake od njih.

3 |02 | 1| o | 1 | 2 | 3
-1-1-1[-1-10|-100| 000 | 100 [110[111
11-110-1]-1-11

Pokazimo najprije da ukoliko je tablica Sarolika, u tablici ne mogu istovremeno postojati redak ili
stupac Cija je suma 3 i ¢ija je suma —3. Pretpostavimo da je suma prvog retka 3. Tada je odmah jasno
da ne postoji stupac u kojem je suma —3 (prvi redak sadrzi samo jedinice). Neka je bez smanjenja
opcéenitosti suma drugog retka —3. Kako svi stupci sada imaju po dva ista broja, moraju se razlikovati
u tre¢em broju pa zadnji redak sadrzi sve razlicite brojeve 1, 0 i —1, no tada su sume u 2. stupcu i 3.
retku jednake.

111 1111
1 —1| 1| — [-1]-1]-1
10 |-1

Primijetimo da postoji 7 razlic¢itih suma. Da bi sume svih redaka i stupaca bile razlicite, tablica treba
sadrzavati 6 razli¢itih suma. Stoga se svi zbrojevi osim jednog trebaju posti¢i u tablici te se zato samo
jedan od zbrojeva 3 i —3 mora postici.

Primijetimo nadalje da je suma svih redaka i stupaca jednaka dvostrukom zbroju svih elemenata
tablice. Kako je suma zbrojeva parna, broj redaka ili stupaca s neparnom sumom mora biti paran.
Kako smo zakljucili da od zbrojeva koji se postizu u tablici mora nedostajati 3 ili —3, to nije mogucde.
Stoga ne postoji Sarolika tablica.

Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjesenju zakljucujemo da postoji 7 razli¢itih suma, a ako je tablica Sarolika, treba
sadrzavati 6 razli¢itih suma. Takoder zakljucujemo da se jedna od suma 3 i —3 mora postiéi.

Pretpostavimo nadalje da postoji redak kojem je suma 3. Pokazimo da se tada u toj tablici ne moze
postiéi suma —2. Opet kao i ranije zakljuéujemo da ne postoji stupac kojem je suma —2. Neka je bez
smanjenja opcenitosti suma prvog retka 3 i suma drugog retka —2.

1|11
-1|-110

Tada, kako smo prije pokazali da suma ni jednog retka ni stupca ne moze biti —3, svi ostali zbrojevi
se moraju postici, pa tako i 2. Zbroj 2 se moze postiéi samo brojevima 1,1 i 0. Ukoliko bi to bila suma
zadnjeg retka, imamo dva mogudéa slucaja.

1 1|1 1 1|1
—-1(-1|0 -1/-1]0
1 1|0 110 |1




U prvom slucaju je suma prva dva stupca jednaka, a u drugom suma treceg retka i treceg stupca.

Ako se pak suma 2 postize u treCem stupcu, tada jedan od preostalih stupaca mora imati sumu —1,
BSO neka je to prvi stupac. To znaci da zadnji redak ima na prvom mjestu —1. Tada neovisno Sto je
drugi element treceg stupca, suma drugog stupca i treéeg retka su jednake.

1 1 |1
—-1/-11]0
-1 z |1

Zakljucili smo da ako postoji suma jednaka 3, ne mogu se posti¢i sume —3 i —2, a ako je suma —3
analogno zakljucujemo da se ne mogu posti¢i 3 i 2. Stoga ne postoji Sarolika tablica.

Zadatak S-5.3. [20 bodova)

m-+n

Neka su m i n relativno prosti prirodni brojevi takvi da je takoder prirodan broj. Dokazi da

je barem jedan od brojeva mn + 1 i 4mn + 1 potpun kvadrat.

Rjesenje.
m-+n

=keN.

Neka je

m+n

m-—n

m+n=km—kn

nk+1)=m(k—1)
n k-1

m k+1

=k

Kako su m, n relativno prosti, postoji d € N takav da je nd = k — 1 te md = k 4+ 1. MnoZenjem ovih
jednakosti dobivamo da je mnd? = k? — 1, odnosno

d®mn+1= k> (1)

Preostaje odrediti d. S obzirom da d dijeli £k — 1 i £+ 1, mora dijeliti i njihovu razliku, dakle d = 1 ili
d =2 pa iz (1) slijedi tvrdnja zadatka.

Zadatak S-5.4. [25 bodova)

U ovisnosti o realnom broju x odredi vrijednost beskonac¢ne sume:

5 2 2o 25

n=0

Napomena: |a] oznadava najveéi cijeli broj manji ili jednak realnom broju a.
Rjesenje.

<1 a je
2PJ

x
Primijetimo najprije da je suma konac¢na. Naime, za dovoljno veliki n je ontl

=

z+2"
oeFl el T3

strogo izmedu 0 i 1. Zato je najvedi cijeli broj manji od tog izraza 0.



Neka je N € N takav da je

Nolz+2n = |z+2n
Z on+1 _z;) on+l | °

Tvrdimo da za x € R vrijedi

o+ 3] = 1221 - La

Neka je x = n + a gdje je n € N,a € [0,1).
e za a < % je2a<1i a+% < 1 pa je [x—i—%J = n te |2z] = 2n pa u ovom slucaju vrijedi
jednakost
e Za a > %jeZa} 1ia—|—% > 1 pa je {m—i—%J =n+1te |22] =2n+ 1 pa i u ovom slucaju
vrijedi jednakost
Dalje imamo
N oz +2n N T 1
Z on+1 Z 2n+1 +35 2
n=0 n=0 "~

N x x
ZZ 2- 2n+1J {2"+1J

n=0 -

:i ;J {QfﬂJ

n=0

z T x x x x
= |z] - —2—2+...+W—2—N+2—N—W
Vidimo da se suma teleskopira, tj. da se svi srednji ¢lanovi pokrate. Imamo

3 5] = et [

n=0

Za dovoljno veliki n (pa tako i za N) je % izmedu 0ilzax > 0teizmedu0i —1zaxz <0, a

najvece cijelo od toga je 0 za x > 0, odnosno -1 za z < 0. Kona¢no,

ol 8 (i

= lz] +1, z <O0.

Zadatak S-5.5. [30 bodoval

Zeton je postavljen u ishodiste koordinatnog sustava. Medvjedi Dado i Tina igraju sljedeéu igru. Dado
igra prvi, a zatim igraju naizmjeni¢no. U svakom potezu igraé bira dva (ne nuzno razli¢ita) cijela broja
a i b, koje ni Dado ni Tina nisu odabrali u prethodnim potezima, te zatim pomice Zeton za a jedinica
u horizontalnom smjeru i za b jedinica u vertikalnom smjeru. Tina pobjeduje ako se Zeton u bilo kojem
trenutku vrati u ishodiste. Moze li Dado sprijeciti Tinu da pobijedi?

Napomena: Pomak u horizontalnom smjeru za pozitivnu vrijednost ide udesno, a za negativnu ulijevo
(analogno vrijedi i za vertikalni smjer).

Rjesenje.

Dado mozZe sprijeciti Tinu da pobijedi sljede¢om strategijom.



Neka je S skup svih brojeva koje su Dado i Tina prije odabrali te (z,y) trenutne koordinate Zetona.
Stavimo ¢ := 3 - max{1, |z|,|a| : a € A}.

Dado na svom potezu bira brojeve (a,b) = (¢, —x — t) te pomice Zeton s (z,y) na (z +t,y — z — t).
Dokazimo najprije da Dado moze uvijek odabrati brojeve t i —x — t.
Ocito je t > |a| pa se broj t ne nalazi u skupu S.
Takoder imamo da je
[~z —t] > 1~ lel > 21 > o
pa slijedi da se ni broj —z — ¢ ne nalazi u skupu S.
Buduéi da se t i —z — t ne nalaze u skupu S, Dado ih mozZe odabrati na svom potezu.

Uoc¢imo da Dado ovom strategijom nikada neée zavrs$iti u ishodistu jer je t > |z| pa je z+t > 0. Dakle,
z-koordinata nove pozicije zetona ¢e uvijek biti pozitivna nakon Sto Dado odigra svoj potez.

Pretpostavimo sada suprotno, tj. da Tina moze vratiti Zeton natrag u ishodiste ako Dado koristi gornju
strategiju. Neka je Dado u svom prethodnom potez, prije nego $to je Tina pobjedila, odabrao brojeve
(t,—z — t) te Zeton pomaknuo iz (z,y) u (x + ¢,y — = — t). Kako Tina u iduéem potezu pobjeduje,
ona posebno onda mora odabrati broj a = —x — t da bi xz-koordinata Zetona postala 0. Medutim, to
dovodi do kontradikcije jer je u prethodnom potezu Dado veé odabrao broj —x — ¢.

Dakle, prethodno opisanom strategijom Dado sprije¢ava Tinu da pobjedi.

Zadatak S-5.6. [35 bodova|
Neka je A konacan skup funkcija f: R — R sa svojstvima:
(i) akosu f,g€ A, onda je foge A

(ii) za svaku funkciju f € A postoji funkcija g € A tako da vrijedi f(f(z) +y) = 2z + g(g(y) — x)
za sve z,y € R.

Neka je id: R — R identiteta, tj. id(xz) = x za sve x € R. DokaZzi da je id € A.
Rjesenje.
Uzmimo f € A te njoj pridruzenu g € A tako da vrijedi

F(f(@) +y) =22+ g(g(y) — z).

Sada uvrstimo z = @, y=—f (_f((’%—z):

(1) 1)

Vidimo da g moze poprimiti bilo koju vrijednost u R, tj. da je g surjekcija.

Takoder, fiksiranjem z € R i uvrStavanjem y takvog da je g(y) = = dobivamo

f(f(z) +y) =2z +g(0)
iz Cega slijedi da i f moze poprimiti bilo koju vrijednost u R, tj. da je f surjekcija. Dakle, svaki element
u A je surjekcija.
Uzmimo opet f € A te promatrajmo dalje niz fO, @ ... gdjeje f™ = fofo---of.
| —
n puta

Svaki ¢lan ovog niza je po svojstvu (i) u skupu A. Kako je A konacan, moraju se dogoditi ponavljanja
u ovom nizu, odnosno postoje k,! € N, k > I takvi da je f®) = O,



Iz toga dalje imamo
f¥@) = 47 (10@) = ()

Stavljanjem y = f®)(z), a to moZemo postiéi za svaki y € R jer je f surjekcija, dobivamo f*=9(y) = 4.
Dakle, vidimo da je f*~9 identiteta.

Zadatak S-5.7. [40 bodova)

Neka je tocka H ortocentar raznostrani¢nog Siljastokutnog trokuta ABC. Simetrala Siljastog kuta
kojeg ¢ine pravei AH i CH sijede stranice AB i BC redom u todkama P i Q. Neka je M poloviste
stranice AC. Simetrala kuta u vrhu B trokuta ABC sije¢e duzinu HM u tocki R. Dokazi da tocke P,
B, Qi R leze na istoj kruznici.

Rjesenje.

Oznad¢imo s a i 8 redom kutove u vrhovima A i B trokuta ABC. Neka su A; i C redom nozista visina

iz vthova A i C u trokutu ABC te neka je H’' centralno simetri¢na tocka ortocentra H u odnosu na
M.

\
\
1
1
1
1
1

1

Kako je tocka M poloviste stranice AC slijedi da je éetverokut AH'CH paralelogram. Posebno, imamo
da je AH' paralelno s CH i CH’ je paralelno s AH.

Nadalje, kako su AH i CH redom okomiti na BC i AB slijedi da je
<H'AB = <BCH' = 90°.

Prema tome tocka H' se nalazi na opisanoj kruznici trokuta ABC te je BH' promjer opisane kruZnice.

Imamo da je
<H'BC = <H'AC = 90° — a = <C,BH.



Prema K—K poucku o sli¢nosti trokuta sada slijedi da su trokuti BC1H i BCH' sli¢ni, odnosno imamo

da vrijedi
|BH| _ |BCi|

|BH'| ~ |BC|"

Iz <H'BC = <C1BH slijedi da je BR takoder i simetrala kuta <H BH’. Primjenom poucku o simetrali
unutarnjeg kuta u trokutu HH'B i gornje jednakosti redom imamo

\HR| _ |BH| _ |BG|
\H'R| ~ |BH'| ~ |BC|"

Nadalje, trokuti AHC7, CHA; i CBC] su slicni jer su to pravokutni trokuti te je

<C1HA = <CHA; = 180° — <AHC = 180° — <AH'C = §.

Iz gornje sli¢nosti sada redom imamo da je

(C\H| _ |A1H| _ |BCy| _ |HR]
|AH| ~ |CH| ~ [BC| _ |H'R[

Primjenom poucka o simetrali unutarnjeg kuta u trokutu AHC1 slijedi da je

|PCy| _ |C1H| _ |HR
|PA| ~ |AH| ~ |H'R]’

odnosno da je pravac PR paralelan s pravcem C1H.

Kako je C1H okomito na AB slijedi da je <RPB = 90°.

Sasvim analogno se dobije da je QR paralelno s A1 H i da je <BQR = 90°.
Konaé¢no, iz <RPB = <BQR = 90° slijedi da je éetverokut PRQB tetivan.

Zadatak S-5.8. [45 bodova)

Dani su prirodni brojevi m,n > 1. Dokazi da postoji samo kona¢no mnogo uredenih parova prirodnih
brojeva (z,y) za koje vrijedi

Z+D)"+@+2)"+ -+ (@+m)"=y+1)"+ y+2)>"+-- + (y+ m)*.

Rjesenje.
Dokazimo najprije sljede¢u lemu.

Lema: Postoje prirodni brojevi yo i C' takvi da za sva rjeSenja (x,y) poletne jednadzbe za koja je
y = yo vrijedi
¥+ (m+1)y-C<z<y*+(m+1)y+C.

Dokaz leme: Stavimo da je x = y?+(m+1)y+c. Uvrstimo taj izraz za x natrag u pocetnu jednadzbu.
Time na lijevoj i desnoj strani jednadzbe dobivamo polinome stupnja najvise 2n u varijabli y.

1

Koeficijenti uz y?" na obje strane iznose m, a uz y?*~! iznose nm(m + 1).

2n=2 pa lijeve strane jednadzbe iznosi

m(m +1)2 (g) + —"’m(’;’ D m <Z’> ¢,

Koeficijent uz y



a na desnoj strani jednadzbe

m(m+1)(2m+1) (2n
6 2 )

Uo¢imo da koeficijent uz 2”2 od lijeve strane linearno ovisi o ¢, dok koeficijent desne strane uopée

ne ovisi o c. Prema tome slijedi da postoje cijeli brojevi C; i Cs takvi da za sve ¢ > C vrijedi

m(m + 1)2 (Z) + w + m(?)c > m(m + 125(2m +1) (22n>

te za sve ¢ < Cy vrijedi

m(m 4+ 1)? (g) N nm(f;t+ 1) +m<"1b>c _ mm+ 125(2m+ 1) <22n)

U sluéaju ¢ > C; imamo da ée koeficijent uz y?»2 lijeve strane jednadzbe biti uvijek veéi nego
koeficijent uz y2"~2 od desne strane jednadZbe. Iz toga slijedi da ée polinom na lijevoj strani brze rasti
nego polinom na desnoj strani. Posebno, postoji prirodan broj y; tako da za sve y > y; ée lijeva strana
jednadzbe biti ve¢a od desne strane te u tom slucaju nemamo rjesSenja za nasSu pocetnu jednadzbu

Analogno za sluéaj ¢ < Cy imamo da postoji prirodan broj yo tako da za sve y > y2 ée desna
strana jednadzbe biti uvijek veca od lijeve strane te ponovo u tom slucaju nemamo rjeSenja pocetne
jednadzbe.

Stavljanjem yo := max{y1,y2} te C := max{|C\|,|C2|} slijedi tvrdnja leme.

Neka su sada yg i C' brojevi kao u lemi.

Kako polinom stupnja n ima najviSe n razli¢itih nutlocka slijedi da za svaki prirodan broj y < yo
imamo najviSe n prirodnih brojeva z koji zadovoljavaju pocetnu jednadzbu. To nam ukupno daje
najvise n(yo — 1) rjeSenja.

Za y > yo iz leme slijedi da je tada
Y+ (m+1)y-C<z <y’ +(m+1)y+C,

odnosno x moze poprimiti 2C + 1 mogucih vrijednosti.

Uvrstavanjem svake od tih vrijednosti u pocetnu jednadzbu dobivamo polinom stupnja 2n u y. Time
slijedi da za svaku od tih vrijednosti z imamo najvise 2n prirodnih brojeva y koji zadovoljavaju pocetnu
jednadzbu. Dakle, u slu¢aju kad je y > yo ukupno imamo najvise 2n(2C + 1) rjeSenja.

Konaéno, iz gornjih slu¢ajeva slijedi da pocetna jednadzba ima najviSe n(yo — 1) +2n(2C + 1) rjeSenja,
tj. broj rjeSenja pocetne jednadzbe u skupu prirodnih brojeva jest konacan.



