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Zadaci i rjeSenja

Zadatak J-5.1. [10 bodova]

U nekom je razredu deset ucenika dobilo barem jednu peticu, osam ucenika barem dvije petice, sedam
ucenika barem tri petice i pet ucenika barem cCetiri petice. Tri su ucenika dobila to¢no pet petica.
Nitko nije dobio viSe od pet petica. Koliko su ukupno petica dobili ucenici tog razreda?

Prvo rjesenje.

Odredimo koliko je to¢no ucenika dobilo jednu, dvije, tri i Cetiri petice. RjeSavamo unatrag. Pet ucenika
je dobilo barem cetiri petice. U tom broju su sadrzani ucenici koji su dobili to¢no Cetiri ili to¢no pet
petica (i samo oni). Kako nam je poznato da su tri ucenika dobila to¢no pet petica, zaklju¢ujemo da
je 5 — 3 = 2 ucenika dobilo toc¢no cetiri petice.

Nastavljamo dalje. Sedam ucenika koji su dobili barem tri petice ¢ine ucenici koji su dobili to¢no tri
petice i ucenici koji su dobili barem Cetiri petice. Stoga je 7 — 5 = 2 ucenika dobilo toc¢no tri petice.

Istim postupkom zakljucujemo da je 8 — 7 = 1 ucenik dobio to¢no dvije petice, a 10 — 8 = 2 ucenika
to¢no jednu peticu.

Konacno, mozemo izracunati koliko je ukupno petica dobiveno:

1-242-14+3-2+4-24+5-3=2+2+6+84+15=33.

Drugo rjesenje.

Brojimo direktno dobivene petice. Zamislimo da svakom uceniku za svaku peticu koju je dobio damo
po jedno ukrasSeno uskrsnje jaje, tj. pisanicu. Prebrojimo sada koliko pisanica ukupno imaju ucenici,
tako da ih postepeno stavljamo u jednu kosaru. Neka najprije svaki od deset ucenika koji su dobili
barem jednu peticu stavi u kosaru jednu od svojih pisanica.

Nakon toga neka osam ucenika koji su dobili barem dvije petice stavi po jednu pisanicu u kosaru.
Primijetimo da je to mogude, jer su svi oni do tada stavili samo jednu pisanicu u kosaru, dakle sigurno
im je ostala bar jo$ jedna za ubaciti u kosaru u ovom koraku. U kosari je tada 10 + 8 = 18 pisanica.

Nastavljamo dalje, tako da sedam ucenika koji su dobili barem tri petice stave po jednu pisanicu u
koSaru, nakon toga pet uCenika koji su dobili barem Cetiri petice stave po jednu pisanicu i na kraju
tri ucenika koji su dobili to¢no pet petica stave po jednu pisanicu u kosaru. Uoc¢imo da su tada sve
pisanice u kosari, jer nitko nije dobio vise od pet pisanica i svi ucenici su stavili sve svoje pisanice u
kosaru.

Ukupni broj pisanica u koSari ¢e na kraju biti 10+ 8 4+ 7+ 5 + 3 = 33. Kako svaka pisanica odgovara
jednoj petici, ovo je trazeni ukupni broj petica koji su ucenici dobili.

Zadatak J-5.2. [15 bodova]

Koje su godine rodene osobe koje ée tijekom 2026. godine navrsiti onoliko godina koliki je zbroj
znamenaka godine njihovog rodenja?


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Rjesenje.
Ako je neka osoba rodena godine x, tada ona 2026. godine navrsava 2026 — x godina.

Ako je osoba rodena u 20. stoljeéu, tada je rodena godine 19ab i vrijedi:
2026 —19ab=1+9+a+b
2026 — 1900 — 10a —b=10+a+b
116 = 11a + 2b
Kako je broj na lijevoj strani jednakosti paran, tako i broj na desnoj strani mora biti paran pa a

parna znamenka, no za najveéi moguéi a = 8 imamo 2b = 28, tj. b = 14, a b nije znamenka. Tako da
mogucénost da je osoba rodena u 20. stolje¢u otpada.

Zbog sli¢nog razloga otpada moguénost da je osoba rodena i u nekom stolje¢u prije dvadesetog. Naime,
uocimo da se, rjesavajuéi na isti nacin kao i prije, broj na lijevoj strani jednakosti povecava, a izraz
1la + 2b < 117 za sve moguce a i b.

Stoga, ako rjeSenje postoji, osoba mora biti rodena u 21. stolje¢u, odnosno godina njezinog rodenja je
oblika 20ab. Vrijedi:

2026 —20ab=24+0+4+a+b
2026 — 2000 —10a —b=2+a+b
24=11a+2b

Slicnim argumentom kao i prije zaklju¢ujemo da a mora biti parna znamenka pa je a = 2. Dakle,
b=1.

TraZena godina rodenja je 2021. godina.

Zadatak J-5.3. [20 bodova)

Stranica AB pravokutnika ABCD dvostruko je dulja od stranice BC. Na stranici AB odabrana je
tocka E takva da veli¢ina kuta <DFE A bude jednaka velic¢ini kuta <CED. Kolika je veli¢ina tog kuta?

Rjesenje.

Skica:

«

w

U
Y

Q



Prema uvjetima zadatka, kutovi <AED i <DEC su sukladni. Ozna¢imo s « veli¢ine tih kutova.

Buduéi da je DE presje¢nica paralelnih stranica pravokutnika AB i CD, kutovi <AED i <CDE su
sukladni pa je a = |[<CDE|.

Buduéi da trokut DEC ima dva kuta sukladna, on je jednakokracan i vrijedi |CD| = |CE|. Kako je
|AB| = 2|BC)|, slijedi i |CD| = 2|BC| te |CE| = 2|BC|.

Neka je C” osnosimetri¢na slika tocke C' s obzirom na AB. Tada je |BC| = |BC’| te iz toga slijedi
|CE| =|CC'|.

Kako je E tocka na simetrali duzine CC’, ona je jednako udaljena od toéaka C'i C' pa je |CE| = |C'E]|.
Dakle, trokut CEC’ je jednakostranican.

Jednakostranic¢ni trokut ima sva tri kuta jednake veli¢ine i to 60°. U jednakostrani¢nom trokutu visina
pripada simetrali kuta, stoga EB prepolavlja kut <CEC’, odakle zaklju¢ujemo da je |<CEB| = 30°.

Kako je zbroj veli¢ina kutova <AED, <DEC i <CEB jednak 180° (¢ine ispruzeni kut), slijedi da je
2a + 30° = 180°, odakle je konac¢no o = 75°.

Zadatak J-5.4. [25 bodova]

Odredi prirodne brojeve n i k za koje su to¢no tri od sljedece Cetiri izjave istinite:
1) n+1 je djeljivs k
2) n=2k+5

3) n+ k je djeljivs 3

4) n + Tk je prost broj.

Rjesenje.

Trazimo parove izjava koje ne mogu istovremeno biti istinite.

Primijetimo da u 2. izjavi dodavanjem k na obje strane dobivamo n+k = 3k+5 $to znaci da n+k nije
djeljiv s 3, no 3. izjava tvrdi da n + k je djeljiv s 3. Te dvije izjave ne mogu biti istovremeno istinite.

Takoder, ako je n + k djeljiv s 3, moZemo to zapisati u obliku n + k = 3m, m € N. Uvrstavanjem u
izraz iz 4. izjave nam daje n + 7k = 3m + 6k = 3(m + 2k) (m + 2k € N, m + 2k > 1) $to znadi da je
taj izraz djeljiv s 3, a 4. izjava kaze da je n + Tk prost broj, tako da ni te dvije izjave ne mogu biti
istovremeno istinite.

To znadi da je 3. izjava ta koja mora biti lazna.

Dodavanjem broja 1 na obje strane izraza iz 2. izjave dobivamo n+ 1 = 2k 4 6, a kako prema 1. izjavi
k dijeli n + 1, mora vrijedi i da k dijeli 2k + 6 pa slijedi da k dijeli 6. Stoga je k € {1,2, 3,6}.

Uvrstavamo moguce vrijednosti za k u izraz iz 2. izjave.

Za k =1 je n =17, no 4. izjava tada nije istinita jer 14 nije prost broj.
Za k =2 je n =9 i tada su istinite 1. i 4. izjava.

Za k = 3 je n = 11, no 4. izjava tada nije istinita jer 32 nije prost broj.
Za k =6 je n =17 i tada su istinite 1. i 4. izjava.

Dakle, rjesenja su (n, k) € {(9,2), (17,6)}.

Zadatak J-5.5. [30 bodova]
Neka je PQRS paralelogram u kojemu vrijedi |PQ| = 2|QR)|. Neka je tocka M poloviste stranice PQ



i tocka N noziSte okomice iz vrha R na pravac PS.
Dokazi da vrijedi |[<QMN| =3 - |<PNM|.
Rjesenje.

Skica:

Tockom M nacrtajmo pravac p koji je paralelan s pravcem PN. Neka je K tocka presjeka pravca p i
stranice RS, a tocka L presjek pravca p i pravca RN.

Vrijedi da je p L RN jer je paralelan s pravcem PN koji je okomit na pravac RN. Tada je |<PNR| =
|<MLR| = 90°. Takoder je i |<PNM| = |<LMN]| jer su to sukladni kutovi uz presje¢nicu paralelnih
pravaca PN i p.

Nadalje, Cetverokut MQRK je romb pa vrijedi |<<RMK| = |<RML| = |<QMR).

Bududi da je |[SK| = |KR| i jer su duZine KL i SN paralelne, duzina KL je srednjica trokuta SRN.
To znaci i da tocka L dijeli duzinu RN na dva sukladna dijela pa zbog toga i zbog cinjenice da je
|<MLR| = 90° vrijedi da je trokut RN M jednakokralan. Stoga je pravac p simetrala kuta <RM N.

Sada imamo |[<QMR| = |<RML| = |[<LMN| = |<PNM|, a kako je |[<QMN| = |<LMN| +
|[<RML|+|<QMR], vrijedi |<QMN| = |<LMN|+|<LMN|+|<LMN]|, tj. |[<NMQ| = 3-|<NML|.

Kako je |<PNM| = |<LM N|, konaéno slijedi |[<QMN| = 3 - |<PNM|, sto je trebalo dokazati.

Zadatak J-5.6. [35 bodova]

Koliko deseteroznamenkastih brojeva sadrzi barem jednu znamenku 1 ili barem dvije znamenke 2 ili
barem tri znamenke 3 ili ...ili barem devet znamenki 97

Rjesenje.

Oznacimo sa S, skup svih deseteroznamenkastih brojeva koji sadrze barem n znamenki n, gdje je
n=1,2,3,...,9. Trebamo odrediti vrijednost |S1 US2US3U---USg|. Odredimo najprije koliko iznose
pojedinacni |Sy,|.

Krenimo od kraja, tj. od Sg. Deseteroznamenkasti brojevi koje sadrZze barem devet znamenki 9 imaju



ili to¢no deset ili to¢no devet znamenaka 9. Postoji samo jedan deseteroznamenkasti broj s deset
znamenaka 9. Deseteroznamenkastih brojeva koji sadrze tocno devet znamenaka 9 ima 9-9 + 8 = 89
(dijelimo ih s obzirom je li devetka na prvom mjestu ili ne). Stoga je |So| = 89 + 1 = 90.

Prelazimo na Sg. Ponovno dijelimo ove brojeve na disjunktne skupove s obzirom na to £1J{018ik0 toCno
znamenki osam imaju. Jedini novi slucaj je tocno osam znamenki 8. Takvih brojeva ima = 2.9248.
9.9 = 3564. Stoga je |Ss| = 3564 + 89 + 1 = 3654.

Dalje nastavljamo istim postupkom. Dobije se |S7| = 29169, |Sg| = 1404792, |S5| = 4023210, |S4| =
119620890, |S3| = 648936126, | S,| = 2413851687, |S1| = 5900636088.

Kako bismo odredili koliko elemenata sadrzi unija svih ovih skupova, koristimo formulu ukljucivanja
i iskljuéivanja. Evo Vennovog dijagrama za ove skupove:

(Prva Cetiri skupa su u obliku elipse i ¢ine standardni Vennov dijagram za Cetiri skupa, a preostale
skupove nadocrtavamo ,iskrivljene” elipse pazeéi s kojim skupovima imaju presjek).

FUI ¢ée u ovom slucaju glasiti:

|51USQUS3U---USQ|=|Sll+|52|+|53|+---+|59|
—|51ﬂ52|—|SlﬂS3|—|51ﬂ54|—---—|51ﬂ59|
—|Szﬂ53|—|SQﬂS4|—---—|SQﬁSg|—|S3ﬂS4|—"-—|S3ﬂS7|
— 184N S5| — |S4 N S|
+|SlﬂSzﬂSg|+|51082ﬁ84|+--~+|Slﬂ»5'2087|
—I-|SlﬂSgﬂS4|—+—|51ﬂS3ﬂS5|+|SlﬂS3ﬂSG|+|SlﬂS4ﬂS5|
+|S2 N S3N Sy| + [S2 N S3 N Ss|
1811821 S5 Sal.

Veli¢inu svakog presjeka u ovoj formuli ra¢unamo dijele¢i na slucajeve ovisno o to¢nom broju zname-
naka, kao prije, uz pomo¢ metode komplementa. Dobije se |S1NSs| = 432245757, | S1NSs| = 359755894,



|S1 N Sy| = 247826194, |S1 N S5| = 6837838, |S1 N S| = 525616, |S1 N S7| = 26194, |S1 N Sg| = 766,
|Sl N Sg| = 10, |Sz N 53| = 58527674, |52 N S4| = 16031553, |SQ N S5| = 1497789, |52 N Sal = 88479,
|Sz N S7| = 3009, |S2 N Sgl = 45, |S3 N S4| = 2450904, |S3 N Ss| = 174420, |S3 N Sﬁ' = 7224,
|S3N S| =120, |S4NS5| = 10416, |S4NSe| = 210, |S1NS2NS3| = 51988170, |S1NS2NSy| = 6338034,
|Sl NSy N S5| = 472944, |Sl NSy N Sﬁl = 19674, |Sl NSy N S7| = 450, |Sl NSz N S4| = 477120,
|S1 N Ss3 N S5| = 31500, |S1 N Ss3 N Sﬁ| = 1350, |Sl NSy N S5| = 1260, |SQ N S3 N S4| = 97170,
|S2 N S3 N S5| = 2520, |S1 N Se N S3N Sy = 12600. Konacéni rezultat je stoga jednak 8021913186.

Zadatak J-5.7. [40 bodova)

Na 15 polja ploce dimenzija 4 X 4 nalaze se Zetoni, a jedno polje je prazno. Anton nizom poteza
pokusSava s ploce ukloniti $to viSe Zetona. U svakom potezu on odabire tri uzastopna polja (horizontalno
ili vertikalno), uzima Zetom s prvog polja, preskace njime Zeton na drugom polju i stavlja prvi Zeton
na treée polje (do tada prazno), a drugi (preskoceni) Zeton uklanja s ploce (vidi sliku).

XY —> X

Odredi koja sve polja plo¢e mogu na pocetku biti prazna kako bi Anton mogao postiéi da na kraju na
plo¢i ostane samo jedan Zeton.

Rjesenje.

Uocimo da svakim potezom, tj. preskakanjem i uklanjanjem Zetona, nestane Zeton s polja s kojega je
krenuo skok i nestane Zeton koji je preskocCen, a pojavi se Zeton na mjestu koje je do tada bilo prazno.
Stoga mozemo zakljuciti kako s obzirom na promjenu broja Zetona u jednom potezu postoje tri vrste

polja. Dakle, ima smisla obojiti plo¢u s 3 razliCite boje, i to tako da svaka tri uzastopna polja ploce
budu obojena u tri razli¢ite boje.

Sada primjeéujemo da se kod ovakvog bojanja u svakom potezu ukupan broj Zetona koji se nalaze na
neke dvije boje smanji za toc¢no 1, a ukupan broj Zetona na trecoj boji se poveéa za tocno 1. Iz toga
slijedi da se u svakom potezu promijeni parnost ukupnog broja Zetona na svakoj pojedinoj boji.

Kako je na pocetku na ploci 15 Zetona, ako Anton uspije zavrsiti sa samo jednim Zetonom na plodi,
znamo da je napravio ukupno 14 poteza. Zakljucujemo da ¢e parnost ukupnog broja Zetona na svakoj
pojedinoj boji na kraju biti jednaka kao i na pocetku.

Uocimo da je 6 polja plo¢e obojeno u crveno, a po 5 polja u plavo i zeleno. Buduéi da na kraju ostaje
samo jedan Zeton na cijeloj ploci, broj Zetona na neke dvije boje na pocetku mora biti paran, a na



preostaloj boji broj Zetona mora biti neparan. Primijetimo sada da nije moguée da istovremeno na
plavoj i zelenoj boji imamo po paran broj Zetona na pocetku, jer bi tada barem po jedno plavo i
zeleno polje ostalo prazno, a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je na pocetku samo jedno polje ploce
prazno.

Zaklju¢ujemo da na crvenim poljima pocetni broj Zetona mora biti paran. No, tada na svim crvenim
poljima na pocetku mora biti postavljen Zeton, jer bi u suprotnom barem dva crvena polja bila prazna.
Prazno polje stoga moze biti plave ili zelene boje.

Primijetimo sada da rotacijom ploce za 90° dobijemo ponovno bojanje koje zadovoljava svojstvo da su
svaka tri uzastopna polja obojena u tri razlic¢ite boje. Stoga istim zakljucivanjem zakljucujemo da i pri
ovakvom bojanju sva crvena polja moraju biti popunjena. Zakljucujemo da prazno polje na pocetku
jedino moze biti neko polje na rubu ploce koje nije kut ploce.

Sljedeca konstrukcija pokazuje da u tom sluaju Anton zaista moze postiéi da na kraju na ploci ostane
samo jedan Zeton (na slici).
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Zadatak J-5.8. [45 bodova]

ab bc ca
Odredi najmanju moguéu vrijednost izraza — + — + —, ako su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi
c

b
da vrijedi a® 4+ b? + ¢2 = 1. Za koje a, b i c se ta vrijednost postize?
Rjesenje.
Oznacimo izraz koji Zelimo minimizirati sa S. Ako direktno primijenimo AG nejednakost, dobili bismo:
S_ab+bc+ca_ 1 (ab+bc)+1 (bc+ca)+1 (ca+ab)
c a b 2\c¢ a 2\a b 2\b c
ab bc \/ bc ca ca ab
—_ _|_ _ — —

> * _=b P
a b—i— b o +c+a

Cc a

§to nije niSta, ali u ovom sluc¢aju nije ni nesto, jer ne znamo minimizirati vrijednost od a + b + c.

Primijetimo li da je uvjet koji imamo kvadratan, mozemo doéi na ideju da izraz S kvadriramo. Tada
imamo:

2 272 2.2 2,2 232 2.2 2.2
o (ab bc ca\® a“b®  b*c®  c%a 2, 42, oy _ @%b b’  ca
s _(? a ?) T2 + a? + b2 +2a" b7+ = c2 a? b2 +2
o adfh? | BPE Pa? . L .
Sada zadatak postaje minimizirati izraz —— + —- + I U njemu primijenimo AG nejednakost
c a

na parove pa dobijemo:

a?t?  b’c? e’ 1 [(a?? b33 1 (%2 c%a? 1 [(c%a? ap? 9 9 9
5+ —t—=|t;| =t |t + =5 ]| =20+ +a" =1
2 b2 c?

(zz—l_b2 )

2

c c a? a? b2

V3

Stoga vrijedi S2 > 142 = 3, tj. S > /3. Ova minimalna vrijednost se postiZe za a = b = c = 3



