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Zadaci i rjeSenja

Zadatak S-3.1. [10 bodoval

Izracunaj
1 1 1 1

+ + o .
12 22 32 20262
20262 +1 20252 +1 20242 +1 12 +1

Rjesenje.

Primijetimo da k-ti ¢lan sume mozemo napisati kao
I
amy T 1

gdje je k =1,2,...,2026. Sada mozemo gledati kao parove ¢lanove na pozicijama k i 2027 — k (prvi i
zadnji, drugi i predzadnji, ...). Vrijedi

1 1 1 1
K + (2027—k)2 1 = k2+(2027—k)2 + (2027—k)2+k2
(2027—k)?2 (2027—(2027—F))2 + (2027—k)2 %2

(2027 — k)? k?

T RZ+ (2027 — k)2 ' (2027 — k)2 + k2
_ B+ 027k
T k24 (2027 — k)2

Ukupno ima 1013 parova pa suma iznosi 1013 - 1 = 1013.

Zadatak S-3.2. [15 bodova)|
Neka je p # 3 prost broj i neka su a i b cijeli brojevi takvi da

pla+b i p?|a®+03
Dokazi da vrijedi p? | a + b ili p® | a® + b3.
Rjesenje.
Izraz a3 + b® moZemo raspisati na sljedeéi nadin

a® + 5% = (a+ b)(a® — ab + b?) =
= (a +b)(a® + b* + 2ab — 3ab) =
= (a+b)((a + b)% — 3ab)

Kako p? | a® + b2 i p | a + b zakljucujemo da p? | a + b ili p | (a + b)? — 3ab.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Pretpostavimo da p? { a + b, tj. da p | (a + b)? — 3ab. Kako p | a + b, vrijedi i p | 3ab. S obzirom da
je p # 3, mora biti da p | a ili p | b. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da p | a. Tada kako
p | a+b, slijedi da p | b. Odavde imamo p3 | a® i p3 | b pa p3 | a® + b3.

Zadatak S-3.3. [20 bodova)

Zadan je trokut ABC sa stranicama duljina |[BC| = 2025, |AC| = 2026 i |AB| = 2027. Na stranici
BC odabrana je tocka D tako da upisane kruZnice trokuta ABD i ADC dodiruju duZinu AD u istoj
tocki.

Odredi duljinu duZine BD.

Rjesenje.

Dokazimo najprije sljedeé¢u poznatu lemu.

Lema: Upisana kruZnica trokuta ABC dira stranice BC, AC i AB redom u tockama D, E i F. Neka
su a, b i ¢ redom duljine stranica trokuta ABC nasuprot vrhova A, B i C. Tada je

|AE|=|AF1:I’+CT_“’
|BD| = |BF| = #,
|CD| = |CE| = #{

Dokaz leme: Kako su AE i AF tangente iz to¢ke A na upisanu kruznicu trokuta ABC slijedi da je
|AE| = |AF)|.

Analogno je |[BD| = |BF|i |CD| = |CE|.
Oznalimo s ¢ = |AE| = |AF|,y = |BD| = |BF|iz=|CD|=|CE|.
Redom imamo da je

x+y=|AF|+ |FB| =c,

z+z=|AE|+ |EC| =,
y+z=|BD|+|DC| =a.



Rjesavanjem gornjeg sustava po z, y i 2 kona¢no dobivamo

_bt+c—a

= TR

_a+tc—b

= 5

at+b—c

z2=—

2
§to smo i trebali pokazati. O

Vratimo se sada natrag na pocetni zadatak. Oznacimo s x = |BD| te neka je E zajednicko diraliSte
upisanih kruZnica trokuta ABD i ADC na duzini AD.

Primjenom gornje leme na trokut ABD imamo

|BD| + |AD| — |AB| _ z+ |AD| — 2027
2 o 2 ‘

|DE| =

Primjenom leme na trokut ADC' dobivamo

|DC| + |AD| — |AC| _ 2025 — x + |AD| — 2026 _ |AD|—z — 1

|DE| = 2 2 2

Iz gornjih jednakosti slijedi
r+|AD|—-2027 |AD|-z—1
2 N 2
iz Cega konacno dobivamo da je = 1013.

Dakle, traZena duljina duzine BD iznosi 1013.

Zadatak S-3.4. [25 bodova)

Matematicar Matko Zeli povuéi 2023 dijagonale u pravilnom 2026-erokutu S tako da se nikoje dvije od
njih ne sijeku. Raspon dijagonale d definiramo kao manji broj stranica mnogokuta S izmedu vrhova
dijagonale d.



Neka je D najveéa razlika raspona dijagonala medu svim dijagonalama od S koje je Matko nacrtao.
Odredi najmanju vrijednost D koju Matko moze postidi.

Rjesenje.
Oznacimo s d,,;, raspon najmanje dijagonale i s d,q; raspon najvece dijagonale. Tada je
D = dimaz — dmin.

Pokazimo najprije da mora vrijediti dy,;n, = 2. To ée slijediti iz sljedece leme.

Lema: Najveéi broj dijagonala koje se mogu povuéi bez presijecanja u pravilnom n-terokutu iznosi
n — 3. Te dijagonale dijele mnogokut na trokute.

Dokaz leme: Ovu tvrdnju moZemo dokazati jakom (ili potpunom) matemati¢kom indukcijom.
Jasno je da za n = 3 ne moZzemo povudi ni jednu dijagonalu, a za n = 4 mozemo jednu, koja raspolavlja
éetverokut na dva trokuta. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = 3,4, ..., k. Pokazat ¢emo da vrijedi
i za k + 1. Povucimo bilo koju dijagonalu u konveksnom (k + 1)-terokutu. Ona ga dijeli na ni-terokut
i no-terokut, gdje je

n+ny=(k+1)+2=%k+3

jer ova dva mnogokuta dijele 2 vrha. Odavde je no = k + 3 — ny. Sve dijagonale koje dalje povlac¢imo
moraju biti sadrZzane unutar jednog od dva manja mnogokuta, jer bi inace dijagonala sjekla pocetnu
dijagonalu. U n;-terokutu po pretpostavci indukcije mozemo povuéi maksimalno n; — 3 dijagonale
koje se ne sijeku, a u na-terokutu ngo — 3 = k — ny dijagonale. Ove dijagonale dijele manje mnogokute
na trokute. Ukljucujuéi dijagonalu koja dijeli mnogokut na dva, imamo da je ukupan maksimalni broj
dijagonala koje se ne sijeku u velikom mnogokutu jednak

1+ —-3)+(k—m)=k—2=(k+1)—3.

Kako su manji mnogokuti podijeljeni na trokute, i veliki mnogokut ¢e biti podijeljen na trokute, jer
je dobiven spajanjem dva manja mnogokuta. Stoga tvrdnja vrijedi za svaki n € N, n > 3. O

Pretpostavimo sada da je dp, = k > 2. Ta dijagonala s kK — 1 vrhova izmedu njenih krajeva ¢ini
(k + 1)-terokut u kojem Matko nije povukao niti jednu dijagonalu. No, to je kontradikcija s lemom,
jer k+1 > 3, pa 2026-erokut ne bi bio podijeljen na trokute s povucenih 2023 = 2026 — 3 dijagonale.

Preostaje sada minimizirati vrijednost dy,.,. U nastavku dokazujemo da najmanji d,,., koji Matko
2026

moze postiéi iznosi M := [ 3 -I = 676. Za nesusjedne vrhove U i V mnogokuta S oznacit ¢emo s
@ ) raspon dijagonale UV te s UV skup svih vrhova mnogokuta S koji su u rasponu dijagonale
UV (dakle, svi vrhovi mnogokuta S koji se nalaze izmedu vrhova U i V, uklju¢ujuéi i njih, i to ,s
krade strane”).

PokaZimo najprije da se dypqx; = M moZe posti¢i. Oznac¢imo vrhove 2026-erokuta S redom s A;, Ao,
..., A2, polevsi od proizvoljnog. Povucimo prvo dijagonale A Agr7, AgrrA13s2 i A1352A1. Time smo
S pOdijelﬂi na 677-erokut A1A2 ce A677, dva 676-erokuta A677A678 te A1352 i A1352A1353 s A1 ijedan
trokut Aj Ag77A13s2. Veée mnogkokute mozemo podijeliti na trokute s ukupno (677 —3)+2-(676—3) =
2020 dijagonala. Zajedno s prve tri dijagonale, ovo ¢ini podjelu mnogokuta S na trokute s ukupno
2023 dijagonale. Jasno je da u ovom slucaju vrijedi dpmez = d(A14677) = 676.

Dokazimo sada kontradikcijom da je dp.e < M nemoguée postiéi. Pretpostavimo suprotno, tj. da
Matko moze povuéi 2023 dijagonale u mnogokutu S tako da je maksimalni raspon dijagonale koji
je postigao manji od M. Neka je AB neka od dijagonala s najveéim rasponom, tj. vrijedi d(AB) =

dmaz < M. Uzmimo tocku C ¢ AB takvu da je Matko povukao dijagonale AC i BC — ova tocka sigurno
postoji jer je mnogokut S podijeljen na trokute s 2023 dijagonale koje se ne sijeku, pa dijagonala AB

mora s obje strane biti dio nekog trokuta. Ako je sada AB C AC ili AB C BC, tada AB nije dijagonala

s najveéim rasponom. Stoga mora biti AB U BC U CA = S, a to znaéi da je suma raspona stranica



trokuta ABC jednaka 2026. Kako je raspon od AB manji od M = [%W , barem jedna od stranica BC

ili CA ima raspon veéi ili jednak M. No tada AB nije dijagonala s najveéim rasponom — kontradikecija.

Zakljucujemo da je najbolje sto Matko moZe posti¢i dgqzr = 676 i dpin = 2, odnosno da je D = 674.

Zadatak S-3.5. [30 bodoval

Medvjedi Branko, Bruna i Brundo Zive u razli¢itim kuéama (to¢kama u ravnini). Medvjedi su odluéili
spremiti zalihe hrane na jedno mjesto (tocku u ravnini) tako da zbroj vremena koja su im potrebna
da dodu od svojih kuéa do spremista bude najmanji mogudi.

Svi medvjedi hodaju od svoje kuée do spremiSta po pravcu i svi prave korake iste duljine, ali dok
Branko napravi jedan korak, Bruna napravi dva koraka, a Brundo tri koraka.

Odredi gdje medvjedi trebaju napraviti spremiSte hrane.
Rjesenje.

Neka su tocke X, Y i Z redom Brankova, Brunina i Brundina kuca te neka je tocka S mjesto gdje ¢e
spremiti hranu.

Oznac¢imo s z = | X S|, y = |Y'S| i 2 = |ZS| redom brojeve koraka koji su potrebni Branku, Bruni i
Brundu da dodu do spremista hrane.

Ukupno vrijeme potrebno da dodu do spremista je tada

y oz
t=z+2+=.
w+2+3

Primjenom nejednakosti trokuta na XYS imamo da je
z+y>|XY],
iz Gega slijedi da je y > | XY| — z.
Analogno, primjenom nejednakosti trokuta na X.SZ dobivamo da je z > | X Z| — z.

Sada redom imamo da je

t_x+g+z>w+|XY|—w+|XZ|—x_|XY|+|XZ|+£>|XY|+|XZ|
ST 2037 2 32 367 2 37

XY|  |1XZ].
e

Iz gornje nejednakosti vidimo da je minimalno ukupno vrijeme za doéi do spremista 3

ono se postize kada je £ = 0, odnosno kada je S = X.

Dakle, medvjedi trebaju napraviti spremiste hrane u Brankovoj kudi.




Zadatak S-3.6. [35 bodoval

Na konferenciji je 25 diplomata. Prije konferencije, svaka dva diplomata su se dogovorila na kojem
jeziku ée razgovarati. Poznato je da medu bilo koja tri diplomata postoji diplomat koji ¢e koristiti isti
jezik za razgovor s preostala dva diplomata.

Dokazi da postoji diplomat koji na istom jeziku razgovara s najmanje devet drugih diplomata.

Prvo rjesenje.

Diplomate mozemo prikazati kao vrhove u obojanom grafu, gdje boja brida oznacava jezik kojim 2
diplomata komuniciraju.

Neka je v diplomat koji pri¢a na istom jeziku s najviSe drugih diplomata, tj. v je vrh u grafu iz kojeg
izlazi najviSe istobojnih bridova. Neka su ti bridovi crvene boje i taj skup oznac¢imo s S, a neka je s
broj elemenata tog skupa (v ¢ S). Sve vrhove, osim v obojimo u onu boju koje boje je brid izmedu v
i tog vrha. Ozna¢imo s K skup svih vrhova koji nisu v, niti su iz S. Za vrh k iz K, oznacimo s f(k)
skup svih vrhova iz S koji su povezani crvenim bridom s k.

Lema: Za dva vrha razliCite boje z i y iz K, ili je f(z) C f(y) ili f(y) C f(=).

Dokaz: Neka je x plave boje, a y boje. x i y su zbog uvjeta zadatka povezani plavim ili

bridom. Bez smanjenja opéenitosti neka su povezani plavim bridom. Uzmimo vrh z € f(z) koji je
povezan s z crvenim bridom. Onda iz uvjeta zadatka (gledajuéi trokut zyz), on mora biti povezan s y
crvenim ili plavim bridom. Ako bi bio s plavim, onda bi u trokutu vyz imali 3 stranice razli¢ite boje.
Stoga y i z moraju biti povezani crvenim bridom, tj. z € f(y). Pokazali smo da ako je z € f(z), da je
onda z € f(y) pa je f(z) C f(y). Da su z i y povezani bridom vrijedilo bi f(y) C f(z). O

PokazZimo sada da je za svaki k € K, f(k) neprazan skup.
Lema: Za svaki z iz K je |f(z)| > 2.

Dokaz: Uzmimo vrh x plave boje i y zelene boje iz K. x je povezan s vrhovima iz S crvenom ili plavom
bojom. Pretpostavimo suprotno tvrdnji, da je s barem s — 1 vrhova iz S povezan plavom bojom. Ako
su z i y povezani plavom bojom, onda iz  imamo barem (s —1)+1+1 = s+ 1 plavih bridova (vrhovi
iz S, v iy), $to je kontradikcija s time da je v vrh iz kojeg ide najviSe istobojnih bridova. Stoga su
barem 2 vrha iz S povezana s x crvenom bojom. Ako su pak z i y povezani bojom tada je iz
prethodne leme f(y) C f(z). Sada istim zakljuéivanjem dobivamo |f(y)| > 2 pa jei |f(x)| > 2. O

Uzmimo sada vrh z iz K s najmanje crvenih susjeda u S. Neka je x plave boje. Oznac¢imo s P skup
svih plavih vrhova (P C K) i s p broj elemenata skupa P. Vrhova iz K koji nisu plave boje ima
|K \ P| =25—s—p—1 (svi vrhovi bez vrhova is S, P i vrha v).

Zbog pretpostavke da je z vrh iz K s najmanje crvenih susjeda, za svaki vrh y iz K koji nije plave
boje, po prethodnoj lemi vrijedi f(z) C f(y). Stoga za svaki z € f(z) koji je povezan s = crvenom
bojom, je povezan crvenom bojom sa svim vrhovima iz K \ P. Takoder je povezan crvenom bojom s
v iz pa iz z izlazi barem (25 —s—p—1)+2 =n—s—p+ 1 crvenih bridova. Kako je v vrh s najvise



istobojnih bridova, vrijedi p < si25—s—p+ 1 < s. Odavde imamo

26

264+1<254+p<3Is = s> 3

Stoga je s barem 9.

Drugo rjesenje.
Pretpostavimo suprotno, da svaki diplomat razgovara na istom jeziku s najvise 8 drugih diplomata.

Za uredenu trojku diplomata (z,y,z) kazemo da je dobra ako u toj trojci diplomat x razgovara s
preostalom dvojicom (y i z) na istom jeziku. Po uvjetu zadatka za svaka 3 diplomata mozemo nadi
redoslijed takav da uredena trojka s ta 3 diplomata bude dobra. Stoga dobrih trojki ima barem (235) =
2300.

Za, proizvoljnog diplomata x, neka je k broj jezika koje diplomat x koristi. Oznacimo s X; skup
preostalih diplomata s kojima x razgovara na i-tom jeziku i neka je x; broj diplomata u tom skupu,
i =1,...k, k € N. Pretpostavimo x; > x3 > --- > . Jasno je da je Z — 1z = 24. Takoder, ako
uzmemo bilo koja dva elementa iz skupa X;, x s njima ¢ini dobru trojku. Zato je broj dobrih trojki u
kojima je x na prvom mjestu

i=1 =1

l\.')lr—t

k k
Zxk-l-Za:k = —12+%in.
i=1

Promotrimo sada koliko ovaj izraz moze najviSe iznositi. Za to je potrebno na¢i maksimum od Zi-“:l xi,

uz uvjet da je Zlea:k=24i:ci<82asvakii=1,...,k.

Lema: Za a,b € Ny, t.d. @ > b vrijedi a® + b < (a + 1)2 + (b — 1)2.

Dokaz:
(a+1)*+(b-1)2=a’+2a+1+b>-2b+1=
=a?+b2+2(a—(b-1))
Kako je je a > b — 1, slijedi da je 2(a — (b — 1)) > 0, odakle slijedi tvrdnja. O

Primijetimo da ako iterativno primjenjujemo prethodnu lemu za dva broja a i b, dolazimo do brojeva
(a+b) i 0 ¢ija je suma kvadrata najveéa moguéa od brojeva koji u sumi daju a + b.

Analogno zaklju¢ujemo da uz uvjete Z 1T =241z < 8zasvaki¢ = 1,...,k je suma kvadrata
najveca ako je k =3 i x1 = xo = x3 = 8. Tada suma iznosi 3 - 82 =192.

To znadi da dobrih trojki s  na prvom mjestu ima najvise 3- (g) = 84. Kako je z proizvoljan diplomat,
zakljuCujemo da je maksimalan broj dobrih trojki 25-84 = 2100. To je kontradikcija jer smo na pocetku
zakljucili da po uvjetu zadatka postoji barem 2300 dobrih trojki. Stoga postoji diplomat koji na istom
jeziku razgovara s najmanje devet drugih diplomata.

Zadatak S-3.7. [40 bodova)

Neka je O srediSte opisane kruznice te I srediSte upisane kruZnice trokuta ABC. Upisana kruZnica
trokuta, ABC dira stranice AB, BC i C'A redom u to¢kama D, F'i F.

Neka je G teziste trokuta DEF'. DokaZi da se tocke I, O i G nalaze na istom pravcu.

Rjesenje.

Neka su X, Y i Z redom polovista lukova BC, CA i AB opisane kruznice trokuta ABC kao na slici.
Neka, je tocka P sjeciSte pravaca AX i YZ. Neka su «, 8 i v redom mjere kutova u vrhovima A, B i
C trokuta ABC.



Kako je X poloviste luka BC slijedi da se tocka X nalazi na simetrali kuta <BAC, tj. tocke A, I i X
su kolinearne. Sasvim analogno se dobije da su tocke B, I i Y te tocke C, I i Z kolinearne.

Koristenjem obodnih kutova na opisanoj kruznici trokuta ABC redom imamo

<PXZ = <AXZ = <ACZ = %
<CZP =<CZY =<CBY = g,
<XZC = <XAC = %
Uodimo da je
a+p o 0
<XZP=<XZC+<CZP=—— =90°— o =90° — <PXZ,

iz Gega slijedi da je trokut X PZ pravokutan. Posebno pravac AX je okomit na pravac Y Z.
Na isti nacin se pokaze da je BY okomito na X Z te CZ okomito na XY.

Iz prijasnjih okomitosti slijedi da visine trokuta XY Z leze na pravcima AX, BY i C'Z pa je zato tocka
I ortocentar trokuta XY Z.

Nadalje, uo¢imo da je pravac AX okomit na pravac EF jer je trokut AEF jednakokracan (|AE| =
|AF|) te je AX simetrala kuta <FAE.

Kako su pravci EF i Y Z okomiti na pravac AX slijedi da je Y Z paralelno s pravcem EF'.
Sasvim analogno je pravac XY paralelan s pravcem DE te pravac X Z paralelan s pravcem DF'.

Iz prethodnih paralelnosti imamo da su odgovarajuée stranice trokuta XY Z i DEF medusobno pa-
ralelne. Zbog toga postoji neka homotetija h s centrom u tocki H koja trokut XY Z slika u trokut
DEF.

Neka je tocka T teziste trokuta XY Z. Kako homotetija preslikava karakteristicne tocke prvog trokuta
u odgovarajuce karakteristi¢ne tocke drugog trokutu slijedi da se teziSte T trokuta XY Z se preslikava
u teziste G trokuta DEF'. Posebno to znaéi da su tocke T', G i H kolinearne.

Nadalje, srediste opisane kruznice trokuta XY Z je tocka O i ona se po homotetiji h slika u srediSte
opisane kruznice trokuta DEF §to je tocka I. Iz toga slijedi da su tocke O, I i H takoder kolinearne.



Napokon, kako je I ortocentar , O srediSte opisane kruznice te T teZiSte trokuta XY Z slijedi da se
tocke I, O i T nalaze na Eulerovom pravcu trokuta XY Z. Dakle, tocke I, O i T su takoder kolinearne.

Konacno, iz prethodnih kolinearnosti slijedi da se tocke O, I, T, G i H sve nalaze na istom pravcu iz
Cega slijedi tvrdnja zadatka.
Zadatak S-3.8. [45 bodova)

Neka je a cijeli broj i n prirodan broj. Dokazi da je zbroj

Xn: aD(k:,n)
k=1

djeljiv s n.
D(z,y) oznacava najveéi zajednicki djelitelj prirodnih brojeva z i y.
Rjesenje.
n
Zapisimo najprije pocetnu sumu Z aP®n) na drugaciji nacin.
k=1

U tu svrhu fiksirajmo prirodan broj d koji je djelitelj broja n i odredimo broj pribrojnika oblika a¢ koji
se javljaju u pocetnoj sumi. Za prebrojiti takve pribrojnike trebamo odrediti broj prirodnih brojeva
k < n takvih da je D(k,n) = d.

k k
Kako je D(k,n) = d slijedi da je tada D (3, g) = 1. Brojeva k < n takvih da je y relativno prosto s
n upravo ima (n)
— 1 1.
g "Preve I ey
Dakle, prema prethodnom imamo da je za svaki prirodan broj d | n broj pribrojnika a? u poéetnoj

n
sumi jednak ¢ <E> Time pocetnu sumu mozemo zapisati u obliku

zn: oPkn) — Z 0 (g) ol
k=1

dln

Dokazimo sada najprije tvrdnju zadatka za brojeve n oblika n = p* gdje je p prost broj, a k prirodan
broj, tj. dokazat ¢emo sljedeéu tvrdnju:

k

Lema: Suma Z %) (%) a? je djeljiva s p* za svaki prosti broj p i prirodan broj k.
d|p*

Dokaz leme: Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po k.

Za k =1 imamo da je

P a®=aP + (p—1)a =pa =0 (mod
d%}:w(d) (p—1a=p (mod p)

pri ¢emu smo u gornjem rac¢unu koristili Mali Fermatov teorem, tj. da je a? = a (mod p).

k
Pretpostavimo da je za neki prirodan broj k suma Z % (%) a? djeljiva s p* i dokaZimo da ista
d|p*
tvrdnja vrijedi i za k + 1.

Primjenom Eulerovog teorema imamo da je
o+ (p— l)apj = pa?’ (mod p'*1)

za svaki prirodan broj j.



Sada redom imamo

k+1 k+1 ,
2o (75Kt
d|p*+1 =0

k+1 _
= 4 - D+ 3 (o)
=2
k+1

_ k ; k+1—1
=pa® + jgcp (pz) aP

k+1

=pa? + Y pp ()
=2
k+1 Z

=pY (P )

=1
k .
=pY ¢ (p') @ =0 (mod pF+?),
=0

pri ¢emu smo u zadnjoj kongruenciji iskoristili pretpostavku da je suma
P k s
d ; —1
S (i)t = % e @)
d|p* =0
djeljiva s p*. O
Dokazimo konacno tvrdnju zadatka za sve prirodne brojeve n > 2 (za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi).

Neka je p prost djelitelj broja n te p® najveca potencija prostog broja p koja dijeli n. Tada djelitelje
od n moZemo particionirati u skupove oblika {d,dp,...,dp"} za svaki d | n takav da je D(d,p) = 1.
Time sada pocetnu sumu mozemo zapisati kao

Fon-ge(@)er= T [)sro(G)erero(de)ov]

dp

Prema prethodnoj lemi imamo da je

(0% (03

> o () 0" =3 ¢ (1°7*) (a?)" = 0 (mod p*)
pa iz prethodne jednakosti imamo da je onda takoder

Z aP®") =0 (mod p®).
k=1

n
Buduéi da je p bio proizvoljan djelitelj broja n iz prethodnog slijedi da je tada suma Z aPtkn) djeljiva
k=1
s n §to smo i trebali dokazati.
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