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Kadeti (5. i 6. r. OS)

Zadaci i rjeSenja

Zadatak K-3.1. [10 bodova]

Sest pasa ima veéu masu od deset macaka. Sto ima veéu masu: dva psa ili tri macke?

Rjesenje.

Buduéi da Sest pasa ima veéu masu od deset macaka, Sest pasa sigurno ima veé¢u masu od devet

macaka. Tada i tri puta manje pasa ima veéu masu od tri puta manje macaka, tj. dva psa imaju vecu
masu od tri macke.

Zadatak K-3.2. [15 bodova)

Dan je pravokutnik ABCD ¢&iji je opseg 64 cm. Na stranici AB istaknuta je tocka M takva da je
duljina |[AM| za 8 cm manja od duljine |[BC|, a duljina |M B| je éetiri puta veéa od duljine |AM]|.

Izracunaj povrSinu pravokutnika ABCD.

Rjesenje.

x+8

Oznacimo |[AM| = z. Tada je |M B| = 4z, §to znadi da je |AB| = 5z. Takoder je |BC| =z + 8.

Buduéi da je opseg pravokutnika jednak 64 cm, redom vrijedi:

2|AB| +2|BC| = 64
2.5z 4 2(z+8) =64
10z 4+ 2z 4+ 16 = 64
122 =48

z=4cm

S obzirom na to da je |AB| = 5z, vrijedi |AB| = 5-4 cm = 20 cm, a |BC| = z + 8, imamo |BC| =
4 cm+ 8 cm = 12 cm.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Povrsina pravokutnika ABCD je jednaka |AB|-|BC| = 20 cm - 12 cm = 240 cm?.

Zadatak K-3.3. [20 bodova]

Zgrade u gradskim ulicama oznacene su brojevima. Od pocetka ulice zgrade s lijeve strane oznacavaju
se neparnim brojevima 1, 3, 5, ..., a s desne strane parnim brojevima 2, 4, 6, . ...

U zapisu svih brojeva s lijeve strane jedne ulice nalazi se 26 znamenki 3 i 24 znamenke 5. U zapisu
svih brojeva s desne strane iste ulice nalazi se 26 znamenki 2 i 9 znamenki 5. Koliko je ukupno zgrada
u toj ulici?

Rjesenje.
Promatrajmo najprije desnu stranu ulice na kojoj su zgrade oznacene parnim brojevima. Buduéi da
se znamenka 5 pojavljuje samo 9 puta, prvo ¢emo provjeriti koji je zadnji broj na desnoj strani koji

sadrzi znamenku 5. Kako je 5 neparna znamenka, za oznacavanje parnih brojeva trebat ¢e nam samo
kao znamenka desetica. Dvoznamenkastih parnih brojeva koji sadrze znamenku 5 ima pet, a to su:

50, 52, 54, 56, 58.

Vidimo da se u takvima znamenka 5 pojavljuje toéno pet puta pa su nam ostale éetiri znamenke 5
koje su koristene u zapisivanju troznamenkastih brojeva. Ponovno ju pronalazimo samo kao znamenku
desetica i najmanja Cetiri broja koja ju sadrze su

150, 152,154, 156.

Zakljucujemo da ulica ima barem 156 zgrada. Preostaje nam provjeriti ima li ih 156 ili 157. Ako bi ulica
imala i zgradu oznacenu brojem 158, tada bi se na desnoj strani pojavilo 10 znamenki 5. Primijetimo
da iz informacije o broju znamenki 2 ne mozemo zakljuciti niSta o tome je li broj zgrada 156 ili 157.

Promotrimo sada brojeve na lijevoj strani ulice, oznacene neparnim brojevima, te ponovno prebrojimo
znamenke 5. Kako je 5 neparna znamenka, na lijevoj strani potrebna nam je barem za oznacCavanje
svih brojeva koji na mjestu jedinica imaju znamenku 5. Takvih brojeva manjih od 100 ima ukupno 10:

5,15,25,...,95.

Osim toga, potrebna nam je za oznacavanje neparnih brojeva koji na mjestu desetice imaju znamenku
5:
51,53,55,57, 59.

Za takve brojeve manje od 100 iskoriSteno je joS pet znamenaka 5 (znamenku jedinica u broju 55
veé smo brojali u prvom dijelu). Sveukupno zato imamo 10 + 5 = 15 znamenaka 5 na lijevoj strani
ceste koje su se iskoristile za oznacavanje jednoznamenkastih i dvoznamenkastih brojeva. Dakle, jos
24 —15 = 9 ih je u zapisu troznamenkastih neparnih brojeva. Ponovno promatramo znamenke jedinica.
Za, troznamenkaste brojeve manje od 150 znamenka 5 se na mjestu jedinica pojavljuje u sljedeéih pet
brojeva:

105, 115,125,135, 145.

Ostalo nam je jo§ 9 — 5 = 4 znamenaka 5. Preostaje nam zapisati dalje neparne brojeve koji imaju
ukupno Cetiri znamenke 5, a to su
151,153, 155.

Sada mozemo zakljuciti da ulica ima barem 155 zgrada. Ako bi imala 157 zgrada, na lijevoj strani ulice
znamenka 5 bi se u zapisu pojavila 25 puta. Dakle, ulica ne moze imati 157 zgrada pa zaklju¢ujemo
da je u toj ulici ukupno 156 zgrada.

Zadatak K-3.4. [25 bodova]

Za koje ¢e vrijeme tri radnika zavrsiti neki posao radeéi zajedno ako bi ga prvi zavrsio sam za 4 sata,
drugi za 5 sati, a tredi za 20 sati?



Prvo rjesenje.

Treéem radniku treba 5 puta viSe nego prvom radniku da bi zavrSio posao, odnosno sporiji je 5 puta,
pa zakljucujemo da u nekom vremenu prvi radnik napravi 5 puta vise posla od treéeg radnika. Sli¢no,
drugi radnik u tom istom vremenu napravi 4 puta viSe posla od treéeg radnika. Ako bi svi radili 20
sati, tre¢i bi radnik obavio jedan cijeli posao, prvi radnik obavio bi 5 poslova, a drugi radnik 4 cijela
posla. Sve skupa, u 20 sati napravili bi 10 puta cijeli posao. Ako im zajedno treba 20 sati za 10 poslova,
jedan cijeli posao obavili bi u 10 puta manje vremenu, odnosno u 2 sata.

Drugo rjesenje.

Podijelimo posao na 20 jednakih dijelova. Kako treéem radniku treba 20 sati da obavi svih 20 dijelova
posla, u jednom satu treéi radnik obavi jedan takav dio (na slici dolje oznafeno crvenom bojom).
Treéem radniku treba 5 puta viSe nego prvom radniku da bi zavrSio posao, odnosno sporiji je 5 puta,
pa zaklju¢ujemo da u jednom satu prvi radnik napravi 5 puta vise posla od treéeg radnika. Prvi radnik
tada u jednom satu obavi 5 dijelova posla, oznac¢imo to na slici dolje zelenom bojom. Sli¢no, drugi
radnik u jednom satu napravi 4 puta viSe posla od treéeg radnika, tj. 4 dijela posla koje smo na slici
dolje oznadili plavom bojom.

Uoc¢imo da su u jednom satu svi trojica zajedno obavili to¢no pola cijelog posla pa zaklju¢ujemo da
im za obavljanje cijelog posla zajedno treba 2 sata.

Zadatak K-3.5. [30 bodova]
S vanjske strane trokuta ABC nacrtani su jednakostranicni trokuti CBD, ACE i BAF.

Koliko ima razli¢itih moguénosti za duljine stranica trokuta ABC ako se zna da su sve tri duljine
prirodni brojevi te da opseg trokuta BAF iznosi 27, a opseg peterokuta ABDCEFE iznosi 417

Rjesenje.

Opseg trokuta jednak je zbroju du-
ljina svih stranica trokuta, a kako
su stranice trokuta BAF sve jed-
nake duljine, njegov opseg jednak
je trostrukoj duljini stranice. Dakle,
trostruka duljina stranice AB jed-
naka je 27 pa je

|AB| = |AF| = |BF| = 9.

Uvedimo oznake i za duljine preos-
talih duzina:

a=|CB|=|BD| =|DC|
b=|CA| = |AE| = |EC|




Opseg peterokuta ABDCEFE jednak je zbroju duljina svih njegovih stranica, odnosno imamo
94+a+a+b+b=41.

Zakljucujemo da je 2a + 2b = 41 — 9 = 32, odnosno a + b = 16. Sada znamo da je jedna stranica
trokuta ABC duljine 9, a zbroj preostale dvije jednak je 16. Kako su sve duljine stranica prirodni
brojevi, mozemo ispisati mogucénosti za a i b:

all 123|456 |7|8[9|10|11 1213|1415
15|14 (131211109 (8|7]6 |5 |4 ]3] 2]1

Primijetimo da je b + ¢ > a za sve moguénosti. Medutim, u nekoliko slucaja ne vrijedi a + ¢ > b ili
b+ c > a i trokuti s takvim duljinama stranica nisu moguéi. Naime, u trokutu uvijek mora vrijediti da
je zbroj duljina dviju stranica veé¢i od duljine preostale stranice. To pravilo nazivamo nejednakost
trokuta, a ono slijedi iz ¢injenice da je najkraéi put izmedu dvije tocke duzina koja ih spaja. U sljedeéoj
tablici crvenom su bojom oznaceni zbrojevi koji nisu veéi od duljine preostale stranice oznacene zZutom
bojom:

a 1123|456 |7 |89 /|10]11|12|13|14]15
b 151413 (12|11 10| 9 | 8 | 7|6 |5 |4 |3 |2/ 1

a+c |10 |11 |12 |13 |14 | 15|16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24
b+c 24232221 |20|19 |18 17|16 |15|14 |13 |12 11 | 10

Neoznaceni stupci daju nam 9 moguénosti za duljine stranica a i b, od kojih su neke medusobno
simetriéne. Ako zanemarimo oznake, vidimo da imamo 5 razli¢itih moguénosti za duljine stranica
trokuta ABC"

4,12,9

5,11,9

6,10,9

7,9,9

8,8,9.

DA ol

Zadatak K-3.6. [35 bodova]

Prirodan broj n podijeljen sa 6 daje ostatak 4, a podijeljen s 15 daje ostatak 7.

Koji su moguéi ostatci pri dijeljenju broja n s 307

Rjesenje.

Buduéi da broj n podijeljen sa 6 daje ostatak 4, on se moze zapisati u obliku n = 6k + 4, gdje je

k prirodni broj ili 0. Takoder, buduéi da n pri dijeljenju s 15 daje ostatak 7, moze se zapisati kao
n = 150 + 7, gdje je £ prirodni broj ili 0. Primijetimo da mora vrijediti k£ > £.

Trazimo ostatak pri dijeljenju s 30 pa ¢emo prvi izraz pomnoziti s 5, a drugi izraz s 2 te tako dobivamo
5n = 30k 4+ 20 i 2n = 304 + 14.
Oduzmemo od prve jednakosti drugu i redom dobivamo:
5n — 2n = 30k + 20 — (304 + 14)
3n =30k — 304+ 20— 14
3n=30(k—¢)+6



Podijelimo sve ¢lanove ove jednakosti s 3 i dobivamo n = 10(k — £) + 2.

Buduéi da je (k — £) prirodan broj, slijedi da broj n pri dijeljenju s 10 daje ostatak 2, a to znaéi da je
njegova zadnja znamenka 2.

Zaklju¢ujemo da n pri dijeljenju s 30 moze dati ostatak 2, 12 ili 22. Provjerimo ove moguénosti.
Zapisimo n = 30m + r, gdje je m prirodan broj ili 0.

Ako je r = 2, izjednac¢imo n = 154 4+ 7 i n = 30m + 2 pa imamo

1547 =30m + 2
7=30m— 150+ 2
5 = 30m — 15¢

Uocimo da lijeva strana jednakosti nije djeljiva sa 15, a desna jest, stoga ovaj slucaj nije mogucé.

Ako je r = 12, tada je n = 30m+12, sto je djeljivo s 6. No, iz uvjeta zadatka vrijedi da n pri dijeljenju
sa 6 daje ostatak 4, tako da ovaj slucaj otpada.

Ostaje sluc¢aj r = 22. Treba provjeriti postoji li takav n za koji je n = 30m + 22. Ako stavimo m = 1,
tada je n = 52. On pri dijeljenju sa 6 daje ostatak 4, a pri dijeljenju s 15 ostatak 7 tako da su svi
uvjeti zadatka zadovoljeni. Dakle, jedini moguéi ostatak pri dijeljenju broja n s 30 je 22.

Zadatak K-3.7. [40 bodova]

Ime i prezime svakog ucenika jedne Skole zapisano je na zasebnoj ceduljici i ubaceno u kutiju. Lovro
nasumce izvadi odredeni broj ceduljica iz kutije, izbroji ih te bez gledanja imena i prezimena napisanih
na njima kaze: ,,Sa sigurnoséu mogu reéi da medu ucenicima ¢ija imena i prezimena su zapisana na
izvadenim ceduljicama postoji dvoje koji imaju rodendan istog dana.”

Livia tada prebroji preostale papiri¢e u kutiji (bez gledanja imena) i kaZe: ,,A ja sa sigurno$éu mogu
re¢i da medu ucenicima Cija imena i prezimena su ostala u kutiji sigurno postoji troje ucenika koji
imaju rodendan istog dana.”

Ako su Lovro i Livia doista u pravu, koliki je najmanji broj ucenika te skole?

Ne postoje dva ucenika u skoli koji imaju isto ime i prezime. Uzimamo u obzir da ucenici mogu biti
rodeni i 29. veljaCe, dakle smatramo da godina ima 366 dana.

Rjesenje.
Kako godina ima 366 dana, ako Lovro izvuce 366 papiri¢a moze se dogoditi da svi ucenici ¢ija su imena
na izvucenim papiriéima imaju rodendan razli¢itog dana, odnosno da ne postoji dvoje ucenika koji

imaju rodendan istog dana. Ako izvuée jo§ samo jedan papirié, tj. ukupno 367, moze biti siguran da
barem dvoje ucenika ima rodendan istog dana. Dakle, Lovro iz kutije mora izvuéi barem 367 papiriéa.

Sli¢no, ako je u kutiji ostalo 366-2 = 732 papiri¢a, moze se dogoditi da svakog dana u godini rodendan
ima tocno dvoje ucenika Cija imena su na papiri¢ima koji su ostali u kutiji. Medutim, ako je u kutiji
jos jedan papiri¢, Livia moze biti sigurna da medu ucenicima Cija imena su na papiri¢ima koji su
ostali u kutiji postoji barem troje koji imaju rodendan istog dana. Dakle, u kutiji mora ostati barem
366 - 2 + 1 = 733 papirica.

Zaklju¢ujemo da je najmanji broj ucenika te skole 367 + 733 = 1100.

Napomena. U ovom zadatku koristili smo jednostavno logicko-matematic¢ko pravilo koje je poznato i
pod imenom Dirichletov princip. Ono nam ilustrativno kaZe da ako imamo n + 1 predmet koji Zelimo
smjestiti u n kutija, tada ¢e sigurno u nekoj kutiji biti barem dva predmeta. U naSem slucaju, ,kutije”
su dani u godinu, a ,predmeti” su rodendani ucenika.



Zadatak K-3.8. [45 bodova]

Za, koje se prirodne brojeve n pravokutna ploc¢a dimenzija n X 9 mozZe potpuno prekriti L-triomino
plodicama (kao na slici) tako da se one medusobno ne preklapaju?

Plocice se mogu rotirati.

Rjesenje.
Promatrajmo plocu za male n-ove. Za n = 1 o¢ito nema rjeSenja jer svaka L-triomino plocica pokriva

polja u dva reda.

Za n = 2, ploca 2 x 9 se moze pokriti na nacin kao na slici:

Sada mozemo zakljuciti i da se ploca 2k x 9, za k € N, moze poplocati L-triomino plo¢icama jer
mozemo spojiti k£ ploca dimenzija 2 x 9, tj. moguce je svako poplocavanje kada je n paran broj.

Promatrajmo plocu 3 x 9. Da bismo dosli do nekog zakljucka, promatrimo najprije manju 3 x 3 plocu.

Primijetimo da je za poplocavanje svakog oznacenog polja potrebna zasebna L-triomino ploéica, jer
jedna L-triomino plocica ne moze istovremeno pokriti neka dva od tih polja. Dakle, trebale bi nam
najmanje 4 L-triomino plocice, ali one pokrivaju ukupno 12 polja, stoga je poplo¢avanje 3 x 3 ploce
nemogucde.

Analogno tome, za pokrivanje oznacenih polja na slici unutar 3 x 9 ploce trebalo bi nam 10 L-triomino
plocica koje pokrivaju ukupno 30 polja, ali 3 x 9 ploc¢a ima samo 27 polja.



fegugufe

Pokusajmo sada poplocati plocu 5 x 9. To poplocavanje je moguce, prikazimo ga:

Bududi da je mogudée ovo poploéavanje, sada je mogude i svako poploc¢avanje ploée dimenzija (2k+1) X9,
k €N, k > 1, jer mozemo spojiti plo¢u 5 x 9 i bilo koji broj plo¢a 2 x 9. Drugim rije¢ima, mogudce je
svako poplocavanje kad je n neparan broj veci od 3.

Zakljucujemo da se moze poplocati svaka ploca dimenzija n x 9 za n > 2, n # 3.



