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Zadaci i rjeSenja

Zadatak J-4.1. [10 bodova]

Toma, Branko i Sven zajedno su skupili 67 bodova na skolskom natjecanju iz matematike. Znamo da
je Branko osvojio dvostruko vise bodova od dvije treéine Tomina broja bodova, a Sven je osvojio 2
boda manje od pet sedmina Brankovih bodova.

Koliko je bodova osvojio svatko od njih?
Rjesenje.
Oznacimo s T broj Tominih bodova, s B broj Brankovih bodova i sa S broj Svenovih bodova.

Branko je osvojio dvostruko vise od dvije tre¢ine Tominih bodova pa vrijedi

2 4
B=2-2T="T.
373

Sven je osvojio 2 boda manje od pet sedmina Brankovih bodova pa vrijedi

5 5 4 20

Zajedno su skupili 67 bodova pa imamo.

420
T+ 3T+ 5T —2=67,

gdje nakon pojednostavljivanja dobivamo

69
=T =
21 69,

odakle je T' = 21. Dalje uvrstavanjem umjesto T dobivamo B = 28 i S = 18.

Zadatak J-4.2. [15 bodova]

Ako brojeve 1995 i 2026 podijelimo istim brojem, dobit ¢emo redom ostatke 52 i 16.

S kojim brojem smo podijelili dane brojeve?

Rjesenje.

Oznacimo s n traZeni broj. Tada vrijedi 1995 = nk+52 i 2026 = nl+ 16 gdje su k i [ prirodni brojevi.

Oduzimanjem 52 iz prve te 16 iz druge jednakosti dobivamo 1943 = nk i 2010 = nl. Ovo znadi da je
n zajednicki djelitelj brojeva 1943 i 2010.

Rastavom tih brojeva na proste faktore dobivamo 1943 = 67-2912010=2-3-5 - 67.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Broj 67 je jedini zajednicki djeljitelj (osim 1) ovih brojeva, tako da je n = 67.

Zadatak J-4.3. [20 bodova]

U dvije posude spremljene su dvije nijanse tempere ljubicaste boje, dobivene mijeSanjem crvene i plave
tempere. U prvoj posudi je pomijeSano 8 litara crvene i 7 litara plave tempere, a u drugoj posudi 11
litara crvene i 9 litara plave tempere. Iz obje posude izvadeno je istovremeno po 7 litara tempere te
je zatim izvadeni dio iz prve posude uliven u drugu i obratno.

Od koliko se litara crvene, a od koliko plave tempere sastoji ljubiasta tempera u svakoj od posuda
nakon prelijevanja?

Rjesenje.

Analizirajmo sastav smjese u svakoj od posuda. U prvoj posudi pomijesano je 8 litara crvene i 7 litara
plave boje pa crvena boja Cini %7 te smjese, a plava boja %8 smjese. U drugoj posudi pomijesano
je 11 litara crvene i 9 litara plave boje pa crvena boja Cini ﬁ te smjese, a plava boja % smjese.

Udjeli se proporcionalno prenose u bilo koju koli¢inu pojedine smjese:

posuda prva posuda druga posuda
boja crvena plava crvena plava
u 1 litri smjese 1‘% litre 1—75 litre % litre 2% litre
u 7 litara smjese | 7 - 1% = % litre 7. 1—75 = 11—2 litre . ;—(1) = ;—(7) litre 7. % = % litre
u ostatku smjese | 8- 1% = (15—;1 litre 8- 1—75 = % litre 13- ;—(1) = %; litre | 13- % = 12—107 litre

U cetvrtom retku tablice sada imamo koli¢ine crvene i plave boje koje smo odlili iz pojedine posude,
a u petom retku koli¢ine boje koje su ostale u odgovarajucoj posudi. Nakon ulijevanja po 7 litara u
suprotne posude imamo sljedeée koli¢ine boja po posudama:



posuda prva posuda druga posuda

boja crvena plava crvena plava

. . (1 64 56 143 117
bilo u posudi (litara) T 5 50 50
[ 63 56 49

li li — — e =
doliveno (litara) 50 50 T 5

4 14 11 4
6 7 81 @+§=6§ 3 56 153 7 9_97

k 1i 20 SR LD 02| Lo
ukupno (litara) 157200 | 15720 %60 | 20 " 15 60 | 20 T15 Y60

7
Nakon prelijevanja u prvoj posudi nalazi se 8@ litara crvene i 6@ litara plave tempere, a u drugoj

53
posudi nalazi se 10@ litara crvene i 9@ litara plave tempere.

Zadatak J-4.4. [25 bodova]

Pet pjevadica, Antonija, Ivana, Korina, Lucija i Mirela, otpjevale su neki broj pjesama na humanitar-
nom koncertu. Svaku su pjesmu otpjevale zajedno tri pjevacice. Svaku od svojih odabranih pjesama
svaka je pjevacica pjevala samo jednom. Antonija je otpjevala najvise, i to 8, a Ivana najmanje, i to
5 pjesama.

Koliko je ukupno pjesama otpjevano na ovom koncertu?

Napomena: potrebno je dokazati da se dobiveni broj pjesama doista moze posti¢i u skladu s uvjetima
zadatka.

Rjesenje.

Oznacimo s A, I, K, L i M broj pjesama koje su otpjevale redom Antonija, Ivana, Korina, Lucija i
Mirela. Znamo da vrijedi A =8 i I = 5. Takoder, 5 < K,L,M < 8 pa K, L i M mogu biti jednaki 6
ili 7.

Neka je n ukupni broj otpjevanih pjesama. Buduéi da su svaku pjesmu otpjevale 3 pjevacice, vrijedi
A+ I+ K+ L+ M = 3n, odnosno

8+5+K+ L+ M=3n.
Desna strana jednakosti djeljiva je s 3 pa zato i 13 + K + L + M mora biti djeljivo s 3. Promatramo
mogucénosti za broj pjesama koje su otpjevale Korina, Lucija i Mirela.

¢ Ako su sve tri djevojke otpjevale po 6 pjesama, imamo 13+ K+ L+ M =13+6+6+6 = 31,
S$to nije djeljivo s 3 pa to nije moguce.

¢ Ako je jedna od njih otpjevala 7 pjesama, a preostale dvije po 6, imamo 13+ K+ L+ M =
13+ 7+ 6 + 6 = 32. To ponovno nije djeljivo s 3 pa taj slucaj nije mogué.

e Ako su dvije od njih otpjevale po 7 pjesama, a jedna 6, imamo 13+ K+L+M = 13+7+7+6 = 33.
Kako je 33 djeljiv s 3, zakljucujemo da ukupan broj pjesama moze biti 33 : 3 = 11.



e Ako su sve tri djevojke otpjevale po 7 pjesama, imamo 13+ K+ L+ M =13+74+7+ 7= 34,
§to ponovno nije djeljivo s 3 pa to nije mogucde.

Dobili smo jednu moguénost za ukupan broj otpjevanih pjesama, ali preostaje nam provjeriti je li
moguce postiéi 11 otpjevanih pjesama na nacin da je Antonija otpjevala 8, Ivana 5, dvije od preostalih
djevojaka po 7 i jedna 6 pjesama te tako da su svaku pjesmu otpjevale po 3 djevojke.

Pretpostavimo da su Antonija i Ivana otpjevale 5 pjesama skupa, a Antonija jos 3 bez Ivane. Preostale
tri pjesme tada su morale otpjevati Korina, Lucija i Mirela:

pjesma 1. pjevacica 2. pjevacica 3. pjevacica

1 Antonija Ivana

2 Antonija Ivana

3 Antonija Ivana

4 Antonija Ivana

5 Antonija Ivana

6 Antonija

7 Antonija

8 Antonija

9 Korina Lucija Mirela
10 Korina Lucija Mirela
11 Korina Lucija Mirela

Pretpostavimo da su Korina i Lucija otpjevale po 7 pjesama, a Mirela 6. Ako su pjesme 6, 7 i 8
otpjevale Antonija, Korina i Lucija, tada Korini i Luciji nedostaje po jedna pjesma. Ako su pjesme 1
i 2 otpjevale Antonija, Ivana i Korina ili Lucija, tada je Mirela morala otpjevati pjesme 3, 4 i 5 ¢ime
su zadovoljeni svi uvjeti.

pjesma 1. pjevadica 2. pjevaCica 3. pjevacica
1 Antonija Ivana Korina,
2 Antonija Ivana Lucija
3 Antonija Ivana Mirela,
4 Antonija Ivana Mirela
5 Antonija Ivana Mirela,
6 Antonija Korina Lucija
7 Antonija Korina Lucija
8 Antonija Korina Lucija
9 Korina Lucija Mirela
10 Korina Lucija Mirela
11 Korina Lucija Mirela

Ovo je samo jedan od moguéih rasporeda za koji su zadovoljeni svi uvjeti. Zaklju¢ujemo da je na
koncertu otpjevano ukupno 11 pjesama.

Zadatak J-4.5. [30 bodova]

U trokutu ABC tocka P je poloviste stranice BC, a tocka D je poloviste tezisnice AP. Pravac CD
sijee stranicu AB u tocki E.

U kojem omjeru tocka E dijeli stranicu AB?
Rjesenje.

Nacrtajmo skicu te na njoj nacrtamo pravac p, takav daje Pepip| AB.
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Pravac p sijede duzinu CE u tocki R, a to znali da je PR srednjica trokuta BCE. Slijedi da je
|BE| = 2|PR)|.

Nadalje, |AD| = |PD| jer je D poloviste od AP. Takoder, <ADE = <PDR jer su to vrsni kutovi i
<FEAD = <RPD jer su to siljasti kutovi uz presjecnicu AP.

Zakljucujemo da je trokut AED sukladan trokutu DPR pa posebno slijedi |[AE| = |PR|. Od ranije
imamo da je |BE| = 2|PR| pa sada slijedi |BE| = 2|AE|, odnosno tocka E dijeli stranicu AB u
omjeru 1 : 2.

Zadatak J-4.6. [35 bodova]

Uodi Valentinova, cvjecar Vlatko ima pune ruke posla i treba brzo sastavljati bukete. Na raspolaganju
ima 4 vrste cvijeta: ruze, tulipane, karanfile i ljiljane. Planira sastaviti bukete od po 11 cvjetova.

Koliko razli¢itih vrsta buketa Vlatko moze sastaviti ako
a) nije nuzno staviti svaku vrstu cvijeéa u buket,
b) barem 1 cvijet svake vrste mora biti u buketu?

Vrste buketa se medusobno razlikuju po broju cvjetova pojedine vrste. Primjerice, jedna vrsta buketa
sadrzi 2 ruze, 5 tulipana i 4 ljiljana (bez karanfila), a druga vrsta sadrzi 1 ruzu, 5 tulipana, 2 ljiljana
i 3 karanfila.

Pretpostavljamo da Vlatko ima dovoljno cvijea svake vrste za sve bukete koje ¢e napraviti.
Rjesenje.

Ovaj zadatak je primjena metode Stapiéa i kuglica te moZemo izraziti ekvivalentni zadatak:
Na koliko nac¢ina moZemo 11 razli¢itih kuglica podijeliti u 4 skupine tako da:

a) nije nuzno da se u svakoj skupini nalazi kuglica,

b) barem 1 kuglica mora biti u svakoj skupini?
Zamislimo da kuglice dijelimo u skupine tako da ih razdvojimo Stapi¢ima. Za stvoriti Cetiri skupine
nam trebaju tri Stapica. Slijedi jedan primjer kako to moZemo napraviti:

Za nas zadatak bi to znaéilo da se u buketu nalaze 2 ruZe, 3 tulipana, 4 karanfila i 2 ljiljana.

Promatrajmo sada posebno svaki podzadatak.



a) U ovom dijelu zadatka moguéa je sljedeca situacija:
([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] H [ ] [ [ ] [ ] ‘ [ ] [ ]

Ovo konkretno znaci da je moguée da imamo 5 ruZa, nijedan tulipan, 4 karanfila i 2 ljiljana. S obzirom
da tako mozemo postaviti kuglice i Stapi¢e na bilo koja mjesta, zakljuCujemo da imamo 14 pozicija
za 14 predmeta pa prvi Stapi¢ moZzemo postaviti 14 nacina, drugi stapi¢ na 13 nacina, a treéi na 12
nacina. Ukupno je to 14 - 13 - 12 nacina.

Ipak, buduéi da Stapiée ne razlikujemo, taj umnozak treba podijeliti sa brojem moguéih medusobnih
razmjestaja tih Stapica, a buduéi da imamo 3 Stapica, njih mozemo rasporediti na 3 - 2 - 1 nacina.
Dakle, broj mogudéih buketa u a) zadatku je

14-13-12
3.1 o4

b) Buduéi da u svakoj skupini mora biti barem jedna kuglica, ne smijemo postavljati Stapiée jedan
za drugim, kao ni na pocetak ili kraj niza. To znaci da ih moZemo smjestati izmedu 11 kuglica za sto
imamo 10 moguénosti. Dakle, prvi Stapi¢é mozemo postaviti na 10 nacina, drugi na 9, a treéi na 8, no
opet, buduéi da Stapiée ne razlikujemo, trebamo podijeliti umnozak 10 - 9 - 8 sa brojem medusobnih
razmjestaja tih Stapica, atoje3-2-1=26.

Dakle, broj moguéih buketa u b) zadatku je

10-9-8

3.9.1 = 120.

Napomena: Ekvivalentan zadatak bi bio odrediti broj rjesenja jednadzbe
1+ To+x3+x4 =11

gdje su:
a) x1, T2, T3 i T4 nenegativni cijeli brojevi,

b) 1, 2, x3 i x4 prirodni brojevi.

Zadatak J-4.7. [40 bodova]

Koliko prirodnih brojeva dijeli barem jedan od brojeva 10%0, 2050 i 30407

Rjesenje.

Neka je A skup svih djelitelja broja 1050, B skup svih djelitelja broja 20%° i C' skup svih djelitelja

broja 30%0.

Promatrajmo elemente iz skupa A. Buduéi da je 1050 = 260.560 svi elementi skupa A su oblika 2% - 5¢,
gdje su k i [ nenegativni cijeli brojevi manji ili jednaki od 60. Te k i [ mozemo odabrati svaki na 61

naéin (jer k i  mogu biti i 0) pa je ukupan broj djelitelja broja 10%° jednak 612. PiSemo: |A| = 612.

Sada promatrajmo skup B. Broj 20%° rastavljamo na proste faktore tako da je 20°0 = (22)%0 . 550 =
2100 550 Elementi skupa B su oblika 2* - 5!, gdje je k nengativni cijeli broj manji ili jednak od 100, a
I nenegativni cijeli broj manji ili jednak od 50. Broj £ moZemo odabrati na 101 nacin, a [ na 51 nacin
pa je |B| =101 - 51.

Zbog 30%0 = 240 . 340 . 540 elementi skupa C su oblika 2% - 3! - 5™ gdje su k, I i m nenegativni cijeli
brojevi manji ili jednaki od 40 pa je |C| = 413.

Nas zanima koliko prirodnih brojeva dijeli barem jedan od zadanih brojeva, dakle trazimo broj eleme-
nata skupa AU B U C. To ¢emo nadi tako da iskoristimo formulu ukljuéivanja i iskljucivanja.



Formula ukljuéivanja i iskljucivanja za tri skupa:
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|ANC|+|ANnBNC|.

Ona intuitivno proizlazi iz Vennovih dijagrama koji prikazuju tri skupa. Kada zbrojimo broj elemenata
iz A, B i C, time smo elemente presjeka ANB, BNC i ANC prebrojili dva puta pa ih jednom oduzmemo,
a kako broj elemenata presjeka A N BN C najprije tri puta zbrojili, a zatim tri puta oduzeli, potrebno
je jos jednom dodati |[ANBNC|.

\ 4

Odredimo prvo |AN B|. Elementi skupa AN B u svom rastavu na proste faktore smiju imati samo 2 i
5 pri éemu faktora 2 smije biti najvise 60 (zbog oblika brojeva iz A), faktora 5 najvise 50 (zbog oblika
brojeva iz B). Zbog toga je |AN B| =61 - 51.

Sliéno zakljuéujemo za | B N C|. Smijemo imati najvise 40 faktora 2 i 40 faktora 5 pa je |[BNC| = 412,
Takoder je na slian nadin [ANC|=412i |[ANBNC| = 412
Prema formuli ukljucivanja i isklju¢ivanja kona¢no dobivamo:
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|BNC|—|ANC|+|ANnBNC|
=612 + 101 - 51 + 41° — 61 - 51 — 41% — 41% + 412

=[73001]

Zadatak J-4.8. [45 bodova]

U siljastokutnom trokutu ABC' mjera kuta <BAC iznosi 45°. Neka je O srediSte opisane kruZnicu
trokutu ABC, a H njegov ortocentar. Neka je tocka D noziSte visine iz vrha B na stranicu AC. Neka

je X poloviste luka AH kruZnice opisane trokutu AH D koji sadrzi D.
Dokazi da je |DX| = |DO|.
Rjesenje.

Skica:



Neka je F noziste visine iz C' na AB. Kako je <AEFH = 90°, znamo da F lezi na opisanoj kruznici
trokuta AHD.

Kako je to onda ujedno i opisana kruznica trokuta AHFE, znamo da X lezi na polovistu luka na-
suprotnog toc¢ki E, tj. da X lezi na simetrali kuta AEH. Zato je <XFEA = 45°.

Oznaéimo M = XE N AC. Sada iz trokuta AEM zakljuéujemo <AMFE = 90°. Takoder imamo da je
<MCE = 45°, a kako AAEM i AECM dijele stranicu EM, zaklju¢ujemo da je AAEM = AECM.
Posebno, vrijedi |AM| = |[MC].

Medutim, onda je EM simetrala stranice AC pa znamo da je O € EM (jer je AABC siljastoku-
tan). Kako je <ADB = 90°, iz trokuta ABD slijedi <ABD = 45°. Dakle, AADB je jednakokracan.

Neka je N poloviste stranice AB. S jedne strane, znamo da je DN L AB, a s druge da je ON 1 AB.
Zakljuéujemo da je O € DN. Posebno, DO 1 AB pa je DO || CE.

Kako trokuti M DO i MEC imaju dvije zajednicke stranice na dva ista pravca, a treée strane su
im paralelne, zaklju¢ujemo da je AMDO ~ AMEC. Slijedi da je <MOD = <M DO = 45°.

Ranije smo ustanovili da su tocke A, E, H, D, X konciklicke. Sada iz teorema o tetivnom dGetve-
rokutu primjenjenom na AEDX slijedi <XDM = «XDA = «<XFEA = 45° i <DXM = <«DXFE =
<DAFE = 45°. Sada vidimo da se AXMD i AODM podudaraju u svim kutovima.

Kako oni takoder dijele stranicu M D, slijedi AXMD = AODM, a posebno |DX| = |DO|.



