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Zadaci i rjeSenja

Zadatak S-2.1. [10 bodova)

Razlika duljina stranica dvaju kvadrata je 13 cm, a razlika njihovih povrsina je 1053 cm?. Odredi
zbroj opsega tih dvaju kvadrata.

Rjesenje.
Nacrtajmo ta dva kvadrata tako da imaju jedan zajednicki vrh te oznac¢imo duljinu stranice manjeg

kvadrata s a. Stranica veéeg kvadrata tada ima duljinu a + 13. Produljimo stranice manjeg kvadrata
preko tocke nasuprot zajednicke.

N
w

13

Razlika povrsina jednaka je (a + 13)2 — a2.

(a+13)2 — a? = 1053
a? + 26a + 169 — a? = 1053
26a = 884
a=34

Zbroj opsega ovih kvadrata jednak je 4a + 4(a + 13) = 8a + 52, tj. 8 - 34 + 52 = 324 cm.

Zadatak S-2.2. [15 bodova)

Neka je ABC siljastokutni jednakokrac¢ni trokut s osnovicom AB i neka je H ortocentar tog trokuta.
Neka je H' tocka simetri¢na tocki H u odnosu na pravac AB. Odredi mjeru kuta <H'AC.
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Prvo rjesenje.
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Zapisimo <H'AC kao zbroj tri kuta:
<H'AC = <H'AB + <BAH + <HAC

Pritom znamo da je <H'AB = <BAH zbog simetrije, te je jasno da <BAH = 90° — <CBA (promo-
trimo zbroj kuteva u trokutu s vrhovima A, B i noZiStem visine iz A), §to je pak 90° — <BAC jer je
ABC jednakokracan.

Sada smo gotovi jer je:

<H'AC = <H'AB + («BAH + <HAC) = 90° — <BAC + <BAC = 90°.

Drugo rjesenje.

Buduéi da se radi o jednakokra¢nom trokutu, ukoliko produZimo pravac C'H, znamo da ée se H'
nalaziti na njemu te da je noziste visine iz C' (ozna¢imo ga s N) ujedno poloviste AB (moZe se lagano
pokazati preko sukladnosti trokuta AANC i ABNC).

Buduéi da je N poloviste AB, te je po definiciji osne simetrije poloviste HH’, onda je AH'BH
Cetverokut kojem se dijagonale raspolavljaju, §to znamo da je palalelogram (ostavljamo formalni dokaz
kao vjezbu Citatelju; preko sukladnosti).

Kako je onda AH’ paralelan s BH koji je visina na AC, onda je traZeni kut takoder pravi kao kut uz
presjecnicu paralelnih pravaca.
Tredée rjesenje.

Ukoliko znamo lemu o refleksijama ortocentra (moZete ju naéi recimo na MNM predavanjima ili u
Evan Chen: Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads - lemma 1.17), ona nam po tvrdnji a)
govori da H' lezi na opisanoj kruZnici trokuta ABC.

Dapade, buduéi da je noziste visine ujedno i poloviste stranice AB, ona nam po tvrdnji b) iste leme
kaze da je CH' ba$ i promjer opisane kruznice trokutu ABC.



Dakle, trazimo kut nad promjerom kruznice, pa je po Talesovom poucku trazeni kut pravi.

Zadatak S-2.3. [20 bodova|

Na skolskoj plo¢i napisani su svi prirodni brojevi od 1 do 2025. Nikola radi sljede¢e operacije: on u
svakom koraku brise bilo koja dva broja koja su u tom trenutku na ploci i zamjenjuje ih apsolutnom
vrijednosc¢u razlike ta dva broja. Na taj nacin, nakon 2024 koraka, na ploci ostaje samo jedan broj.

a) Moze li taj preostali broj biti 207
b) Moze li taj preostali broj biti 257
Rjesenje.
a) Kljué za rjesavanje ovog zadatka je razmotriti kako se mijenja parnost brojeva prilikom dane

transformacije i uoc¢avanje pravilnosti. Znamo da oduzimanjem parnog i parnog te neparnog i neparnog
broja kao rezultat dobijemo paran broj, a oduzimanjem parnog i neparnog dobijemo neparan broj.

Promotrimo sada kako se prilikom svake transformacije mijenja ukupni broj neparnih brojeva na plodi.
Ako Nikola obrise dva parna broja, umjesto njih ée ponovno upisati paran broj, pa se broj neparnih
u ovom slucaju ne mijenja. Ako obrise dva neparna broja, umjesto njih ¢e napisati paran broj, pa se
ukupan broj neparnih brojeva smanjio za 2. Konac¢no, ako obriSe jedan paran i jedan neparan broj,
umjesto njih ¢ée upisati neparan broj, Sto znaéi da broj neparnih brojeva i nakon ove transformacije
ostaje nepromijenjen.

Sve u svemu, ukupni broj neparnih brojeva na plo¢i moZe se jedino smanjivati za 2. Na pocetku imamo
2026 : 2 = 1013 neparnih brojeva na ploci. Sada zakljucujemo da broj neparnih brojeva u nijednom
trenutku ne moze postati 0, jer ée broj neparnih brojeva na plo¢i u svakom trenutku biti neparan.
Stoga, zadnji preostali broj mora biti neparan. Dakle, 20 ne moze biti zadnji preostali broj.

b) U prvom dijelu smo dokazali da zadnji preostali broj na plo¢i mora biti neparan. Sada moramo
pokazati da taj broj moze biti bas 25. To znaci da moramo opisati postupak kojim Nikola moze dobiti
broj 25 kao zadnji broj na ploci.

Jedan mogudéi naéin je sljedeéi. U prvih 1012 koraka Nikola brise redom parove brojeva (1,2), (3,4),
..., (23,24), (26,27), (28,29), ..., (2024,2025) i umjesto njih upisuje broj 1. Sada je na plo¢i ostalo
1012 brojeva 1 i broj 25. U sljede¢ih 506 koraka Nikola briSe po dva broja 1 i umjesto njih pise broj
0. Nakon toga na ploci ostaje 506 brojeva 0 i broj 25.

Sada Nikola u iduéih 506 poteza obrise broj 25 i jednu nulu, a umjesto njih napise broj 25. Time ¢e
pobrisati sve nule i na plo¢i ¢e ostati samo broj 25. Ovime je dokaz zavrSen.

Zadatak S-2.4. [25 bodova)
Neka su z # 0, y # 0 i 2z # 0 medusobno razliciti realni brojevi takvi da je = + y + z = 0. Dokazi

T z —Z zZ—T r —
( T )(y + 222 y)=9.
y—2z z—x T—Y T Y z

Rjesenje.

Oznaéimo A = -2~ + ¥ +.51B= %+%+%. Raspisimo:

g sE—2)@—y) +yly —2)(z —y) +2(y — 2)(z — 2)
(y—2)(z —z)(z —y)

y2(y — 2) + z2(2 —2) + zy(z — )
Y2 '

B =




Nadalje, raspis$imo nazivnik od A. Imamo:

P—zytaz)(z—y) =

(y—2)(z—z)(x—y) = (yz — 2
=zyr—x2° — 22y + 2’2 — Y22ty 4wyl —myzr =
=yz(z—y) +z2(z —2) +ay(y —z) =
= —(y2(y = 2) + 22(z — 2) + wy(z - v)).

Stoga je
J _ae-n)a -y + ¥ - e —y) + - (—1)
—zY2

A-B

Primijetimo da je
(z —x)(x —y) = z(2z — 2% —yz 4+ 2y) =
=z(z(z+y) — 22 —yz) =
= a(a(~2) - o* ~y2) =

= —22% — zyz.
Analogno zakljuéujemo da je

y(y — 2) (@ —y) = —2¢° — ayz,
2(y — 2)(z —x) = —22° — zy2.

Sada imamo

—223 — 2y° — 22° — Bzyz  22% 4+ 2y3 + 223 + 3wyz
—xyz N Y2 '

A-B=

Kako Zelimo pokazati da je A- B = 9, ostalo je pokazati da je 2z3 + 2y® + 22% = 6zyz, odnosno
23 + 33 + 23 = 3zyz.
Jer je x + y 4+ z = 0, vrijedi

0= (z+y+2)(@?+1y°+ 22 —zy—yz — 2z) =23+ 32 + 2° — 3y

Dakle,
_ bzyz+3zyz  9ryz

xyz xyz

A-B 9.

Napomena. Jednakost 3 + 32 + 23 = 32yz mozemo dokazati i na sljedeéi nacin:

x3+y3+z3=(w+y)(m2—xy+y2)+z3=—z(a:2—my+y2)+z3=z(—m2+my—y2+z2)
=2((z—2)(z+z) + 2y —9*) = 2((2 — 2) - (~y) + 2y — ¥°) = yz(z — 2+ = — y) = 3wyz.

Zadatak S-2.5. [30 bodoval

Katarina pece boziéni kola¢ u posudi dimenzija n x n. Odredi sve prirodne brojeve n takve da Katarina
moze izrezati kola¢ na dijelove tako da najviSe jedan izrezani dio bude u obliku 1 x 1 kvadrata, a svi
ostali izrezani dijelovi budu u obliku L-triomina.

Napomena. L-triomino je oblik koja se dobije uklanjanjem jednog 1 x 1 kvadrata iz 2 x 2 kvadrata.
Rjesenje.
Katarina moze izrezati kola¢ na Zeljeni nacin za sve prirodne brojeve n # 3.

Dokazimo najprije da Katarina ne moze izrezati 3 x 3 kola¢ na Zeljeni nacin. Pretpostavimo da je
moguce izrezati 3 X 3 kola¢. Buduéi da je ukupan broj polja u 3 x 3 posudi djeljiv s 3 da bi kolaé



izrezali na Zeljeni na¢in moramo za to koristiti to¢no tri L-triomina. Medutim, posuda ima 4 kutna
polja, a svaka L-tiomina moze pokriti najviSe jedno od tih kutnih polja. To dovodi do kontradikcije.
Dakle, ne mozemo izrezati 3 X 3 kola¢ na Zeljeni nacin.

Preostaje jos dokazati da za sve n # 3 Katarina moze izrezati n x n kola¢ na Zeljeni na¢in. U tu svrhu
¢emo najprije dokazati sljede¢u pomoénu tvrdnju.

Lema: Za svaki prirodan broj n > 2 pravokutnu plocu 6 X n mozemo izrezati na L-triomine.

Dokaz leme: Dvije L-triomine moZemo zajedno spojiti u plo¢u oblika 2 x 3. Pomo¢u ploca 2 x 3 mozemo
napraviti ploce 6 X 2 i 6 x 3. Za dokaz pomocéne tvrdnje nam je sada dovoljno dokazati da se svaki
prirodan broj n > 2 moze zapisati u obliku n = 3a + 2b za neke nenegativne cijele brojeve a i b jer
tada nasu ploéu mozemo izrezati na a ploca dimenzije 6 x 3 i b ploca dimenzije 6 x 2.

Promotrimo sve moguée ostatke koje n daje pri dijeljenju s 3. Ako je n djeljiv s 3 tada direktno
mozemo zapisati n = 3a za neki nenegativni cijeli broj a. Ako n daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3 tada
mozemo zapisati n = 3a + 2 - 2 te buduéi da je u tom slucaju n > 4 slijedi da je a nenegativan cijeli
broj. Konacno ako n daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3 tada mozemo zapisati n = 3a + 2.

Dokazat ¢emo matematickom indukcijom s korakom 6 da za sve n # 3 Katarina moze izrezati n x n
kolaé¢ na Zeljeni nacin.

Kolaci dimenzija 1 x 11 2 X 2 se oCito mogu izrezati na Zeljeni nacin. Iz gornje Leme slijedi da i kolaé
dimenzija 6 X 6 moZemo izrezati na Zeljeni nacin. Rezanje kolaca oblika 4 x 4, 5 X 5, 7x 719 X 9 je
prikazano na slici.
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Pretpostavimo da smo za neki n > 2 uspjeli izrezati kola¢ dimenzija n X n na Zeljeni nac¢in. Dokazimo
da tada mozemo izrezati i kola¢ dimenzija (n + 6) x (n + 6).

Kola¢ dimenzija (n+6) x (n+6) moZemo podijeliti na jedan n x n kvadrat, dva pravokutnika dimenzije
6 x n te jedan kvadrat dimenzije 6 x 6 kao na slici. Iz pretpostavke znamo da n x n kvadrat mozemo
izrezati na Zeljeni nacin, a prema Lemi pravokutnike dimenzija 6 X n i kvadrata 6 X 6 mozemo izrezati
u samo L-triomine. Prema tome, posudu (n + 6) x (n + 6) takoder moZzemo izrezati na Zeljeni nacin.



Zadatak S-2.6. [35 bodoval

Neka je H ortocentar trokuta ABC te neka su M i N redom polovista stranica AB i AC. Pretpos-
tavimo da se tocka H nalazi unutar cetverokuta BCN M te da se opisane kruznice trokuta BHM i
CNH medusobno dodiruju. Pravac kroz H paralelan s BC sijece opisane kruznice trokuta BHM i
CNH redom u tockama X i Y. Neka je F' sjeciste pravaca M X i NY te neka je I srediSte upisane
kruznice trokuta M HN. Dokazi da je |FI| = |FA|.

Rjesenje.

Neka je <BAC = «, pravac t zajednicka tangetna opisanih kruZnica trokuta BHM i CNH te tocka
T proizvoljna tocka na pravcu t kao na slici.




Duzina M N je srednjica trokuta ABC' pa je zato i pravac M N paralelan s pravcima BC i XY.
Buduéi da je H ortocentar trokuta ABC slijedi da je

<HBM = <HBA =90° — a.
Cetverokut BHM X je tetivan pa je zato

<HXM = <HBM = 90° — a.
Konacno kako su pravci XY i M N paralelni imamo da je

INMF = <HXM =90° — o

Analogno se dobije da je i <FFNM = 90° — .
Iz gornjeg imamo da je <NMF = <FNM = 90° — « pa je zato |F'M| = |FN|. Nadalje, imamo da je

<MFN =180° — <NMF — <FNM = 2a = 2<BAC

iz Cega slijedi da je kut <M F N sredi$nji kut obodnog kuta M AN na opisanoj kruznici trokuta AMN.
Posebno, imamo da je F' srediSte opisane kruZnice trokuta AMN.

Dokazimo da se tocka I nalazi na opisanoj kruznici trokuta AMN.
Prema teoremo o kutu izmedu tetive i tangente redom imamo

STHM = <MHX =90° — q,
<NHT = <NCH = 90° — o

Iz gornjeg slijedi da je
<NHM = «<NHT + <THM = 180° — 2a.

Konacno, kako je I srediSte upisane kruznice trokuta M HN mozZemo izracunati
1 1
<NIM =180° — <MNI — <IMN = 180° — 5(<£MNH +<HMN) =90° + §<{NHM =180° — a.

Iz gornjeg slijedi da je Cetverokut MIN A tetivan, tj. tocka I se nalazi na opisanoj kruznici trokuta
AMN.

Buduéi da je F srediSte opisane kruZnice trokuta AM N i tocka I se takoder nalazi na opisanoj kruznici
slijedi da je |FI| = |FA| 8to je i trebalo dokazati.

Zadatak S-2.7. [40 bodoval

k
Za racionalan broj r kazemo da je poseban ako se mozZe zapisati u obliku r = % pri cemu su p i q

relativno prosti prirodni brojevi i £ > 1 prirodan broj.

Neka su a, b i ¢ pozitivni racionalni brojevi takvi da je abc = 1. Pretpostavimo da postoje prirodni
brojevi k, | i m takvi da je a® + b 4+ ¢™ prirodan broj. DokaZi da su brojevi a, b i ¢ posebni.
Rjesenje.

Neka je p prosti broj takav da je vp(a) > 0, ako takav ne postoji onda je a reciprocan prirodnom broju

te oCito poseban (specijalno ako za nijedan od a, b, ¢ ne postoji takav p nuzno je a = b = ¢ = 1 koji su
oCito posebni). Dalje pretpostavljamo da postoji takav p.



Tvrdimo da je a poseban. Iz uvjeta zadatka imamo vp(a) + vp(b) + vp(c) = 0 te onda znamo da je
min(vp(b), vp(c)) < 0. Tvrdimo da su oba negativna, zaista kada bismo imali v,(b) > 0,v,(c) < 0 tada
bismo imali vy(a* + b + ¢™) = v,(c™) < 0 §to je nemogude jer je a* + b + ¢™ prirodan broj.
Nadalje, neka je v,(b") # v,(c™) tada je vy(a®+b'+c™) = min(vy(b!), v,(c™)) < 0 §to je opet nemoguée
jer je a® + b + ¢™ prirodan broj. Dakle, v,(b!) = v,(c™) <= lv,(b) = muvy,(c), odnosno vidimo da
postoji prirodan broj ¢t takav da je

m l

vp(b) = _tgcd(m, 1)’ vp(e) = _tgcd(m, 1)

Konaéno, kako je vp(a) + vp(b) + vp(c) = 0 imamo

m + 1

vp(a) = —vp(b) —vp(c) = tm

Stoga ako je vp(a) > 0 imamo #:llﬂ) | vp(a). Kako to vrijedi za prozvoljan p takav da je vp(a) > 0

brojrlljik. od a je #:zlﬂ)'ta potencija prirodnog broja pa je a poseban. Analogno se dobije da su b, c
posebni.

Zadatak S-2.8. [45 bodova

Za strogo rastuéi niz pozitivnih realnih brojeva (a,)nen kaZemo da je vilenjacki ako za svaki realan
broj ¢ > 0 postoji prirodan broj N takav da je a, < cn za svaki prirodan broj n > N. Nadalje, kazemo
da je ¢lan vilenjackog niza a, boZi¢na kapica ako je an—; + any; < 2an, zasvei=1,2,...,n— 1.

Postoji li u svakom vilenjackom nizu beskonac¢no mnogo boziénih kapica?
Rjesenje.
Odgovor: Svaki vilenjacki niz ima beskona¢no mnogo bozi¢nih kapica.

Neka je (an)nen vilenjacki niz te stavimo da je ap = 0. Promotrimo tocke (n,a,) za sve nenegativne
cijele brojeve n u koordinatnom sustavu kao na slici.

Za svaki prirodan broj n oznac¢imo s k, koeficijent smjera pravca kojeg dobijemo spajanjem tocaka
(0, aO) i (’I’L, an)'

Koristenjem svojstva vilenjackog niza za ¢ = k; slijedi da postoji prirodan broj N takav da je a, < cn
za svaki n > N. Posebno, to znaci da je
an—ap _ a

kn= —n<k'1
n

n—0
za svaki n > N.

Promotrimo koeficijente smjera ki, k2, ..., kny—_1. Neka je n; najvedi indeks i =1,2,..., N —1 za
koji je koeficijent smjera k; maksimalan. Iz prethodne nejednakosti takoder imamo da je k,, > k, za
sven > N, tj. ky,, je je maksimalan mogudi koeficijent smjera pravca. Zbog maksimalnosti koeficijenta
smjera k,, se zato sve promatrane tocke nalaze na ili ispod pravca kojeg dobijemo spajanjem tocaka

(0,a0) i (n1,an,)-

Obojimo tofku (ni,a,,) crveno bojom, a sve prethodne tocke (1,a1), (2,a2), ..., (N1 — 1,an,-1)
obojimo plavom bojom.

Stavimo tocku (n1, ap, ) u ishodiste koordinatnog sustava te promotrimo ostatka niza (a,) zan > n; u
tom novom koordinatnom sustavu. Koordinate novih todaka ée biti oblika (n, a, —an,) za sve n > nj.

Direktnim racunom se lagano provjeri da se svojstva vilenjaskog niza ocuvaju kada svakom clanu
niza oduzmemo isti realan broj z. Posebno, slijedi da je niz (a, — an, )n>n, dalje vilenjacki niz. Zbog



toga analognim postupkom kao i prije mozemo definirati indeks ng te tocku (ng, an,) obojati crvenom
bojom, a sve prijasnje tocke plavom.

Ponavljanjem gornjeg postupka redom dobijemo niz crvenih tofaka A; = (n1,an,), A2 = (n2,an,),
ey Ak = (nk,ank),

Pokazimo da je za svaku crvenu tocku A; = (nj, an;) broj an; bozi¢na kapica.

Neka je i < n; i promotrimo tocke X1 = (nj —4,an;-i), 4; = (nj,an,;) i Xo = (nj + i,an,4). Iz
definicije crvenih tocaka i svojstva maksimalnosti koeficijenata smjerova znamo da se tocke X; i Xo
nalaze na ili ispod pravca koje dobijemo spajanjem tocaka A;_1 i A; i pravca kojeg dobijemo spajanjem
toCaka A; i Aji1. Posebno, to znaci da je

<IX1AJ'X2 < <Aj_1AjAj+1 < 180°.

Iz <X1A;X5 < 180° slijedi da pravac X1 A zatvara vedi kut s z-osi, nego pravac X2 4, tj. koeficijent
smjera pravca X1A je veéi od koeficijenta smjera pravca XsA. Prema tome imamo da je

anj - anj—i anj—i-i - anj

kx,a= > kx4 =

iz Cega konaclno slijedi da je an;—i + an;+i < 2an; za svaki i < n;. Dakle, a,, je zaista bozi¢na kapica
za svaki prirodan broj j.




