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Kadeti (5. i 6. r. OS)

Zadaci i rjeSenja

Zadatak K-1.1. [10 bodova]

Izracunaj
99 —8-{77—6-[55—4-(33—2-11)]}.

Rjesenje.
Prisjetimo se pravilnog redoslijeda izvodenja rac¢unskih operacija:
1. najprije rjeSavamo zagrade, i to od unutrasnjih prema vanjskima
2. zatim provodimo mnozZenje i dijeljenje, redom slijeva nadesno
3. na kraju zbrajamo i oduzimamo, takoder redom slijeva nadesno.
Primijenimo li to na izraz u zadatku, dobijemo:

99— 8- {77—6-[55—4-(33—-2-11)]} =99—-8-{77—6-[55—4- (33 —22)]}
=99—-8-{77—6-[55—4-11]}
=99 -8 -{77—6-[55—44]}
=99-8-{77—-6-11}
=99 —8- {77 — 66}
=99-8-11
=99 -88 =11

Zadatak K-1.2. [15 bodova)

Jakov je prvog dana u mjesecu dobio mjesecni dzeparac. Na pocetku mjeseca, Jakov je kupio tri
biljeZnice na kvadratiée za ukupno 6 eura. Sredinom mjeseca Jakov je kupio novu loptu za polovinu
preostalog iznosa koji mu je ostao od dzeparca. Na kraju mjeseca kupio je Cetiri biljeZnice na linije, koje
koStaju (svaka pojedinano) upola manje od biljeZnica na kvadratiée. Za preostalih 18 eura dZeparca
Jakov je kupio ulaznice za kazaliSnu predstavu za svoju sestru i sebe.

Koliki dzeparac je dobio Jakov?
Rjesenje.

Zadatak ¢emo rijesiti ,,0od kraja prema pocetku”. Naime, znamo da je tijekom mjeseca Jakov potrosio
cijeli dzeparac, tj. na kraju mu je ostalo 0 eura. To nam sluzi kao pocetna tocka od koje se vraéamo
unatrag da bismo odredili koliki dZeparac je Jakov dobio na pocetku mjeseca.

Prije nego sto je kupio karte za predstavu, Jakov je imao 18 eura.

Prije toga kupio je 4 biljeznice na linije. Odredimo koliko su one kostale. Svaka biljeznica na linije
kosta upola manje od jedne biljeznice na kvadrati¢e. Na pocetku saznamo da je Jakov tri biljeZnice na


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

kvadratice platio ukupno 6 eura. Iz toga zaklju¢ujemo da jedna biljeZnica na kvadratice kosta 6 : 3 = 2
eura. Tada vrijedi da jedna biljeznica na linije kosta 2 : 2 = 1 euro. Cetiri takve biljeZnice onda kostaju
4.1 =4 eura. Dakle, Jakov je prije kupovine biljeznica na linije imao 18 4+ 4 = 22 eura.

Jakov je dao pola iznosa koji mu je u tom trenutku ostao od dzeparca da kupi loptu. Nakon toga mu
je preostala druga polovina, dakle jednako koliko je i potroSio na loptu. Odredili smo da mu je ostalo
22 eura. Dakle, Jakov je loptu platio 22 eura, $to znaci da je prije kupovine lopte imao 22 -2 = 44
eura.

Kona¢no, Jakov je na pocetku mjeseca kupio biljeznice na kvadratiée za 6 eura, $to znaéi da je prije
toga imao 44 + 6 = 50 eura. Dakle, Jakov je na pocetku mjeseca dobio dZzeparac od 50 eura.

Zadatak K-1.3. [20 bodova]

Za tablicu koja se sastoji od tri retka i tri stupca kazemo da je magicni kvadrat ako je u svako njeno
polje upisan po jedan prirodan broj te vrijedi da su svi zbrojevi triju brojeva iz istog retka, stupca i
glavne dijagonale medusobno jednaki. Dodatno, svi brojevi u poljima magi¢nog kvadrata moraju biti
medusobno razli¢iti. Glavne dijagonale tablice ¢ine sredi$nje polje i dva nasuprotna kutna polja.

Ivan i Lucija zapisali su na plocu svoje omiljene magicne kvadrate. Zatim je Matej ,,zbrojio” Ivanov
i Lucijin magicni kvadrat, tj. zapisao je na ploc¢u novi magicni kvadrat u cijem je svakom polju zbroj
brojeva koji su u odgovarajuéim poljima u Ivanovom i Lucijinom magi¢nom kvadratu. No, kada je
dosla uditeljica, obrisala je neke od brojeva iz magic¢nih kvadrata. Na ploci je ostalo zapisano sljedece:

2

9 + 20 | 12 = 17| 5
26

Ivanova tablica Lucijina tablica Matejeva tablica

Odredi koji brojevi su bili upisani u preostalim poljima.
Rjesenje.
Prema pravilu ,,zbroja tablica”, odmah moZemo ispuniti sredisnje polje prve tablice brojem 17—12 = 5

i prvo polje u drugom retku zadnje tablice brojem 9+ 20 = 29. Polja koja ispunjavamo u ovom koraku
oznacena su zelenom bojom:

2

915 + 20 | 12 = 29 | 17| 5
26

Ivanova tablica Lucijina tablica Matejeva tablica

U zadnjoj (Matejevoj) tablici imamo ispunjen cijeli drugi redak pa moZemo izradunati da je u njoj
zbroj u svakom retku, stupcu i po dijagonali jednak 29 4+ 17 + 5 = 51. To nam moZe pomodi da
popunimo jo$ neka polja zadnje tablice. Znamo da je

(gornje lijevo polje) + 17 + 26 = 51

pa u gornjem lijevom polju moramo imati broj 8. Sli¢no, u drugom plavom polju (gornjem desnom)
moramo imati 51 — (5 4+ 26) = 51 — 31 = 20.



9|5 + 12012 = 29|17 5
26

zbroj 51

Zadnju tablicu moZemo u potpunosti popuniti na isti nacin, koriste¢i informaciju da je zbroj u svakom
retku, stupcu i glavnoj dijagonali jednak 51. Za plava polja redom (odozgo prema dolje, slijeva nadesno)
racunamo:

51— (8+20) =23 (prvi redak)

51— (8+29)=14 (prvi stupac)
51— (14+26) =11 (zadnji redak)

Jo$ vidimo da znamo izra¢unati gornje lijevo (zeleno) polje druge tablice prema pravilu ,,zbroja tablica”.
Kada broju 2 pribrojimo broj u tom polju dobivamo 8, pa u njemu mora biti 6.

2 6 8 123 |20
95 + 20 | 12 = 29 17| 5
14 | 11 | 26

zbroj 51

Sada imamo potpuno popunjenu zadnju tablicu i po tri polja u prve dvije tablice. Za prve dvije tablice
ne znamo koliki je zbroj po retcima, stupcima i dijagonalama. Promotrimo desna polja u drugom retku.
Znamo da zbroj zZuto oznacenih polja mora biti jednak 5 te da svi brojevi u tablicama moraju biti
prirodni. To znaci da imamo samo Cetiri moguénosti za popunjavanje zZutih polja:

5=1+4, 5=2+3, 5=3+2 5=4+1

2 6 8 (23|20
915 + 20| 12 = 29| 17| 5
14 | 11 | 26

zbroj 51

Provjerimo sve Cetiri moguénosti. Prvo pretpostavimo da je u prvoj tablici na desnom mjestu u drugom
retku broj 1, a na odgovarajuéem mjestu u drugoj tablici broj 4. Na potpuno isti na¢in na koji smo
popunili tre¢u tablicu sada moZemo popuniti prvu i drugu. Naime, zbroj polja u drugom retku u prvoj
je tablici jednak 15, a u drugoj 36. Koristeéi te zbrojeve popunjavamo tablice po retcima i stupcima
te dobivamo sljedece rjeSenje:



2| 71]6 6 |16 | 14 8 123120

915 |1 + 20112 4 | = 29 17| 5
4 138 10| 8 |18 14 | 11 | 26
zbroj 15 zbroj 36 zbroj 51

Provjerom mozemo ustanoviti da su svi uvjeti u zadatku zadovoljeni (pravilo ,zbroja tablica”, pravilo
magi¢nog kvadrata, svi brojevi su prirodni i unutar svake tablice medusobno razli¢iti) pa zaklju¢ujemo
da je to zaista jedno rjesenje.

Pretpostavimo sada da je u prvoj tablici na desnom mjestu u drugom retku broj 2, a na odgovaraju¢em
mjestu u drugoj tablici broj 3. Odmah vidimo da ovaj slucaj zapravo nije dozvoljen buduéi da u prvoj
tablici nisu svi brojevi medusobno razli¢iti (pojavljuju se dvije dvojke).

2 6 8 23|20
915 |2| + 20112 3 | = 29 17| 5
14 | 11 | 26

zbroj 51

Dalje pretpostavimo da je u prvoj tablici na desnom mjestu u drugom retku broj 3, a na odgovarajuéem
mjestu u drugoj tablici broj 2. Ponovno koristimo zbroj po retcima, stupcima i dijagonalama da
izra¢unamo preostale brojeve u tablicama (zbroj u prvoj zablici jednak je 17, a u drugoj 34). Medutim,
u drugoj tablici ne moZemo dobiti zadovoljeno svojstvo magi¢nog kvadrata — ako koristimo jednak
zbroj po retcima i stupcima, na dijagonali oznacenoj crvenom bojom dobivamo drugaciji zbroj, 36
umjesto 34. Dakle, niti ovaj slucaj ne daje nam rjesenje.

2 11| 4 6 | 12|16 8 (23|20

9 /5|3 | + 20112 | 2 | = 29| 17| 5

6 | 1|10 8 | 10|16 14 | 11 | 26
zbroj 17 zbroj 34 zbroj 51

Za kraj, promotrimo i slu¢aj kada je u prvoj tablici na desnom mjestu u drugom retku broj 4, a
na odgovarajuéem mjestu u drugoj tablici broj 1. Na potpuno isti nacin vidimo da je zbroj po ret-
cima, stupcima i dijagonalama u prvoj tablici jednak 18 i popunjavamo preostala polja. No, ponovno
nailazimo na isti problem kao i u prethodnom slucaju.

2 10| 6 6 8 (23|20

915 4| + 20112 | 1 = 29|17 5

7138 14 | 11 | 26
zbroj 18 zbroj 51



Dobili smo samo jednu moguénost koja zadovoljava sve postavljene uvjete. Dakle, prije ucitelji¢inog
brisanja na ploci su bile sljedece tablice:

2|76 6 |16 |14 8 (23|20
9 5|1 + 20112 4 | = 29| 17| 5

4 138 10| 8 |18 14 | 11| 26
Ivanova tablica Lucijina tablica Matejeva tablica

Zadatak K-1.4. [25 bodova]

Tonka pomaze mami napraviti kola¢. U receptu pise da je za kola¢ potrebno 4 dl mlijeka. Mlijeko se
nalazi u posudi od 8 dl koja je do vrha ispunjena mlijekom. Tonka ima jos dvije prazne posude na
raspolaganju, jednu od 3 dl, a drugu od 5 dl. Tonka moze prelijevati mlijeko iz posude u posudu.

Moze li Tonka posti¢i da u nekoj od tri posude koje ima na raspolaganju bude to¢no 4 dl mlijeka?

Posude nemaju nikakve oznake na sebi. Tonka nema na raspolaganju nikakvo drugo pomagalo za
odredivanje koli¢ine mlijeka u posudi, niti moze koristiti neku drugu posudu osim tri navedene, niti
odliti mlijeko iz posude igdje drugdje.

Rjesenje.

Ovdje ¢éemo opisati jedan slijed prelijevanja kojim dolazimo do trazene koli¢ine mlijeka, od mnogih
mogudih.

Polazna situacija izgleda kao na slici:

N—__

8 dl mlijeka

S
Posuda od 8 dI Posuda od 5 dl Posuda od 3 dl

Oznaéimo tu situaciju s (8,0,0). Prva brojka odgovara trenutnoj koli¢ini mlijeka u prvoj posudi (za-
premine 8 dl), itd.

Tonka u prvom koraku moze preliti mlijeko iz prve posude u drugu. Kako nema nikakav nacin da
odredi koliku koli¢inu prelijeva, mora napuniti drugu posudu do vrha da zna da je u njoj to¢no 5 dl
mlijeka. U prvoj posudi tada ostaje 8 — 5 = 3 dl, pa je stanje koli¢ine mlijeka nakon ovog prelijevanja
opisano s (3,5,0). Ovo prelijevanje mozemo stoga zapisati na sljedeéi nacin:

(8,0,0) — (3,5,0).



Kao drugi korak Tonka moZe preliti 3 dl mlijeka iz druge posude u treéu (da ispuni treéu posudu do
vrha). U drugoj posudi tada ostane 5 — 3 = 2 dl mlijeka:

(3,5,0) — (3,2, 3).

Trenutno stanje:

\'h-_.___._.-—-‘/
Posuda od 8 dI Posuda od 5 di Posuda od 3 dl

Ako Tonka u sljedeéem koraku prelije sadrZaj treée posude u prvu posudu, doéi éemo do situacije
opisane trojkom (6,2, 0).

Daljnji Tonkini koraci prelijevanja mogu biti:
(6,2,0) — (6,0,2) —» (1,5,2) —» (1,[4],3).

Primije¢ujemo da se u drugoj posudi sada nalazi to¢no 4 dl mlijeka, $to smo Zeljeli dobiti.

Zadatak K-1.5. [30 bodova]

Andreina soba ima oblik kvadra. Odlucila je obojiti sva Cetiri zida sobe. S jednom litrom boje moze
se obojiti 955 dm? zida. Duljina sobe je 42 dm, a Sirina 4 m. Vrata sobe su pravokutnog oblika, visine
21 dm, a Sirine 1 m. U sobi su dva jednaka pravokutna prozora visine 13 dm i Sirine 9 dm. Pod i strop
sobe se ne bojaju, kao ni vrata i prozori.

Ako je Andrea za bojanje sobe potrosila toéno 4 litre boje, kolika je visina njezine sobe?
Rjesenje.

Zidovi Andreine sobe (ukljuéujuéi vrata i prozore kao dio zida) imaju oblik pravokutnika. Povr§inu P
pravokutnika sa stranicama duljine a i b ra¢unamo formulom P = a - b.

Odredimo koliku povrsinu zida je obojila Andrea. Iskoristila je 4 litra boje, a svakom litrom oboja
955 dm? zida. Dakle, ukupno je obojila 4 - 955 = 3820 dm? zida.

Ako ovoj povr§ini pridodamo povrsine vrata i prozora, dobit éemo ukupnu povrsinu 4 pravokutnika
koje ¢ine zidovi Andreine sobe. Kako su i vrata i prozori pravokutnog oblika, njihovu povrsinu takoder
ra¢unamo kao umnozak njihove visine i Sirine. Vrata stoga imaju povrSinu (pazimo na mjerne jedinice,
1m =10 dm) 21 dm-10 dm = 210 dm?. Svaki prozor ima povrSinu 13 dm-9 dm = 117 dm?. Ukupna
povrsina sva Cetiri zida Andreine sobe, zajedno s prozorima i vratima, iznosi:

3820 dm? + 210 dm? + 2 - 117 dm? = 4264 dm?.



Oznaéimo visinu Andreine sobe s v (u decimetrima). Tada povrSina jednog duzeg zida Andreine sobe
iznosi 42 - v, a kraceg zida 40 - v. Ukupna povrsina svih zidova mora biti jednaka dobivenoj vrijednosti
4264 dm?, pa moZemo zapisati jednadzbu:

2-(42-v)+2-(40-v) = 4264.
Pojednostavljujemo jednadzbu tako da zbrajamo koeficijente uz nepoznanicu v:

84-v+80-v=4264
164 - v = 4264

Pitamo se dakle koji broj pomnoZen s brojem 164 daje broj 4264. Odgovor se dobije dijeljenjem
4264 : 164 = 26. Dakle, visina Andreine sobe iznosi 26 dm.

Zadatak K-1.6. [35 bodova]

Martin je prosle skolske godine pisao ukupno Sest testova iz matematike. Na svakom testu moguce je
ostvariti bilo koji cijeli broj bodova izmedu 0 i 100 (ukljuéujuéi i te brojeve). Na prvih pet testova
Martin je ostvario jednak broj bodova. ProsjeCan broj bodova koje je Martin ostvario na svih Sest
testova iznosi 72.

Koliko je bodova Martin mogao ostvariti na zadnjem testu?
Rjesenje.

Prisjetimo se najprije da se prosjek nekih vrijednosti (primjerice ocjena ili bodova) ra¢una tako da
zbrojimo sve vrijednosti i podijelimo ih s njihovim brojem:

prosjek = zbroj vrijednosti

broj vrijednosti

U ovom slucaju, mi znamo da je broj vrijednosti 6, a njihov prosjek iznosi 72. Stoga mozemo dobiti
zbroj svih vrijednosti, tj. ukupni broj bodova koji je Martin ostvario na svih 6 testova zajedno, tako
da pomnozimo prosjek i broj vrijednosti: 6 - 72 = 432.

Oznacdimo sada broj bodova koji je Martin ostvario na prvih pet testova s A, a broj bodova koji je
ostvario na zadnjem testu s B. Tada mora vrijediti jednakost:

5-A+ B =432

Brojevi A i B su cijeli brojevi veéi ili jednaki 0 i manji ili jednaki 100. Jednadzba u kojoj imamo vise
nepoznanica, koje su sve cijeli brojevi, naziva se diofantska jednadzba.

Jedno od najkorisnijih svojstava cijelih brojeva koje moZemo koristiti u rjeSavanju diofantskih jednadzbi
je djeljivost cijelih brojeva.

Promotrimo pomnije nasu jednadzbu. Prvi pribrojnik s lijeve strane 5A je ocito visekratnik broja 5.
Broj s desne strane jednakosti 432 daje ostatak 2 pri dijeljenju s 5. Zato mozemo zakljuciti da drugi
pribrojnik s lijeve strane B mora davati ostatak 2 pri dijeljenju s 5, da bi se ti ostatci poklapali s lijeve
i desne strane (jer su to zapravo isti brojevi).

Dakle, broj B mora imati ostatak 2 pri dijeljenju s 5. Stoga su moguéi kandidati za broj B sljededi:
2,7,12,17,22,...,87,92,97.

Ostaje jos provjeriti da li za svaku ovu mogucu vrijednost broja B postoji i odgovarajuéa valjana
vrijednost za broj A. Za najmanju vrijednost B = 2, dobijemo da mora biti 54 + 2 = 432, odnosno
5A = 430, pa je A = 430 : 5 = 86, $to je valjana vrijednost. Za najveéu vrijednost B = 97 dobijemo
5A+97 = 432, tj. 5A = 335, pa je A = 67, Sto je takoder valjana vrijednost. Za sve vrijednosti izmedu



ova dva ekstrema éemo takoder dobiti valjanu vrijednost od A (znamo da je broj 432 — B djeljiv s 5,
po naSem izboru brojeva B, te ée vrijednost od A biti izmedu 67 i 86, $to su sve moguée vrijednosti).

Dakle, na drugom testu je Jakov mogao dobiti bilo koji od sljedeéih brojeva bodova: 2, 7, 12, 17, 22,
..., 87,92, 97.

Zadatak K-1.7. [40 bodova]

Peteroznamenkasti broj zovemo pikantnim ako za njega vrijede sljedeéa tri svojstvas:
e smije sadrzavati samo znamenke 0, 1, 3,5, 719
o sve znamenke su mu medusobno razlicite
e nije visekratnik broja 30.

Koliko ima pikantnih brojeva?

Rjesenje.

Kada trebamo prebrojiti sloZzene objekte s nekim svojstvima, korisno je zauzeti ,konstruktivan” pris-
tup: najprije uo¢imo od kojih se sastavnih dijelova sastoji svaki trazeni objekt i pokusamo ga sastaviti
dio po dio od tih dijelova, pazeéi pritom da su traZena svojstva ispunjena. U svakom koraku ,sastav-

ljanja” brojimo koliko razlicitih moguénosti imamo za pojedini sastavni dio i na kraju izbrojimo koliko
ima mogucih kombinacija tih sastavnih dijelova.

U ovom zadatku, objekti koje Zelimo prebrojiti su peteroznamenkasti brojevi s odredenim svojstvima.
Sastavni dijelovi peteroznamenkastih brojeva su pet znamenki od kojih se oni sastoje (naravno, vazno je
u kojem poretku su posloZene te znamenke). Dakle, svaki pikantni broj moZemo konstruirati znamenku
po znamenku, pazeéi pritom da postujemo svojstva koja oni moraju imati.

Krenimo najprije od jednostavnijeg problema — prebrojimo najprije koliko peteroznamenkastih brojeva
zadovoljava samo prvo svojstvo pikantnih brojeva. Pitamo se dakle koliko postoji peteroznamenkastih
brojeva koji su sastavljeni samo od znamenki 0, 1, 3, 5, 719 (za sada se mogu ponavljati unutar broja).
Konstruiramo nas broj znamenku po znamenku i u svakom koraku biljezimo koliko imamo razli¢itih
moguénosti.

o Prva znamenka nasSeg broja moze biti bilo koja od 1, 3, 5, 7 ili 9. Naime, znamo da prva znamenka
peteroznamenkastog broja ne smije biti 0. Dakle, imamo 5 moguénosti za prvu znamenku naseg
broja.

e Druga znamenka naSeg broja moze biti bilo koja od 0, 1, 3, 5, 7 ili 9. Nula moze biti na drugom
mjestu, a brojevi se smiju ponavljati pa smijemo uzeti i broj koji smo izabrali za prvo mjesto.
Stoga za drugu znamenku imamo 6 moguénosti.

e Treca znamenka se takoder moZe odabrati na 6 nacina.
o Cetvrta znamenka se takoder moZe odabrati na 6 naéina.

e Peta znamenka se takoder moze odabrati na 6 nacina.

Sada znamo koliko imamo moguc¢nosti za svaku pojedinu znamenku. Dalje bismo htjeli odrediti na
koliko nacina se od ovih znamenki moze sastaviti konac¢ni broj. Da bismo izracunali tu vrijednost,
koristimo princip poznat pod nazivom princip uzastopnog prebrojavanja. Naime, prebrojili smo broj
mogucnosti za svaku pojedinu znamenku, a sada ih trebamo sastaviti uzastopno, jednu za drugom, i
odrediti koliko je ukupni broj objekata koje dobijemo nakon svih takvih sastavljanja.

Princip uzastopnog prebrojavanja je vrlo jednostavan. On kaze da ako sastavni dijelovi ne ovise jedan
o drugom (jedan ne uvjetuje ili ikako utjece na drugi), tada je broj moguénosti za njihovo sastavljanje
jednak umnosku broja moguénosti za svaki pojedini sastavni dio. U nasem slucaju, doista vrijedi da
znamenke ne ovise jedna o drugoj. Stoga je ukupni traZeni broj peteroznamenkastih brojeva koji se



sastoje samo od znamenaka 0, 1, 3, 5, 7 ili 9 jednak umnosku

5 . 6 . 6 . 6 . 6

prva znamenka druga znamenka treda znamenka Cetvrta znamenka peta znamenka

Ukljuéimo sada i drugi uvjet u igru — znamenke u konstruiranom peteroznamenkastom broju ne
smiju biti jednake. Sada se problem ¢ini kompliciraniji, jer izbori znamenki pocinju utjecati jedni na
druge: ¢im iskoristimo jednu znamenku, ne smije se vise pojavljivati nigdje drugdje u kona¢nom broju.
Medutim, to moZemo uzeti u obzir kada brojimo moguénosti za pojedine znamenke i osigurati da
izbori znamenki i dalje ostanu neovisni jedni o drugima.

Razmisljamo ovako. Na mjesto prve znamenke peteroznamenkastog broja ponovno mozemo odabrati
bilo koju od znamenki 1, 3, 5, 7 ili 9, dakle ponovno imamo 5 moguénosti za prvu znamenku. Koju
god znamenku da odaberemo, ne smijemo vise koristiti tu istu znamenku na drugim mjestima. Stoga
u svakom sljede¢em koraku imamo jednu moguénost manje nego u prethodnom koraku.

¢ Druga znamenka naSeg broja moze biti bilo koja od 0, 1, 3, 5, 7 ili 9, osim one koja je na prvom
mjestu. Stoga za drugu znamenku imamo 6 — 1 = 5 moguénosti.

o Treta znamenka ne smije biti jednaka prvoj niti drugoj. Stoga imamo 6 — 2 = 4 mogucénosti.
« Cetvrta znamenka se moze odabrati na 6 — 3 = 3 nadina.

e Peta znamenka se moze odabrati na 6 — 4 = 2 nacdina.

Koristedéi princip uzastopnog prebrojavanja, dobijemo da je ukupan broj moguénosti u ovom slucaju
jednak:
5 . 5 . 4 . 3 . 2 = 600.

prva znamenka druga znamenka treca znamenka cetvrta znamenka peta znamenka

Konacno stizemo i do tredeg uvjeta, koji je i najkompliciraniji §to se ti¢e prebrojavanja moguénosti.
Sada naime od svih 600 brojeva koje smo konstruirali u prethodnom prebrojavanju moramo pronadi
koliko ih je koji nisu djeljivi s 30. Najprije primijetimo da moZemo pokusati pronaéi broj brojeva koji
jesu djeljivi s 30 (to se €ini prirodnije) i onda oduzeti taj broj od ukupnog broja svih brojeva (600).
To pravilo prebrojavanja se zove pravilo komplementa.

Dakle, zelimo brojati samo one brojeve koji su djeljivi s 30. Podsjetimo se stoga pravila o djeljivosti.
Kada je broj djeljiv brojem 30?7 Onda (i samo onda) kada je djeljiv brojevima 3 i 10. Kada je broj
djeljiv s 10? Onda (i samo onda) kada mu je zadnja znamenka 0. Sto je s djeljivoséu s brojem 3?
Prisjetimo se da je broj djeljiv s brojem 3 ako (i samo ako) mu je zbroj svih znamenki djeljiv s 3.

Dakle, prilikom konstrukcije svih brojeva koje sada zZelimo prebrojiti moramo osigurati da im je zadnja
znamenka jednaka 0 te da im je zbroj znamenki djeljiv s 3. Najprije odredimo koje kombinacije od 4
razlicite znamenke izmedu preostalih dozvoljenih znamenki 1, 3, 5, 7 ili 9 u zbroju daju broj djeljiv s
3. To su samo sljedece 2 kombinacije:

1,3,5,9; 3,5,7,9.

U svakom od ova dva podslucaja jos samo trebamo rasporediti ove znamenke na prva 4 mjesta (na pe-
tom mjestu znamo da mora biti znamenka 0). Ponovno koristeéi princip uzastopnog umnoska dobijemo
da to mozemo uciniti na 4 - 3 -2 -1 = 24 nacina. Dakle, ukupno éemo imati 2 - 24 = 48 brojeva djelji-
vih s 30 medu ranije izbrojanih 600 koji zadovoljavaju prva dva svojstva pikantnih brojeva. Konac¢no
zakljucujemo, po pravilu komplementa, da pikantnih brojeva ima 600 — 48 = 552.

Zadatak K-1.8. [45 bodova)

Neka je K prirodan broj. Ana i Bojan naprave hrpu od K kamencica i zatim igraju igru. Naizmjence,
jedno za drugim uzimaju s hrpe ili jedan kamencica ili Cetiri kamenciéa, sve dok na hrpi ima jo$
kamencica. Pobjednik je onaj tko zadnji uzme kamencic¢ ili kamenciée s hrpe.



Ako Ana igra prva, za koliko brojeva K manjih od 1000 Bojan ima strategiju koja mu osigurava
pobjedu?

Rjesenje.
Promotrimo prvo tko ima pobjednicku strategiju u slucaju da je K jedan od malih brojeva 1,2, 3,4, 5.
K = 1: Ana uzima jedan kamencié¢ i pobjeduje.

K = 2: Ana moZe uzeti samo jedan kamenéié¢ jer nema dovoljno kamenciéa da uzme 4. Bojan
uzima preostali kamencié i pobjeduje.

K = 3: Ana opet moZe uzeti samo 1 kamencié, ali isto vrijedi i za Bojana. Ostaje jedan kamenci¢
koji uzima Ana.

K = 4: Ana uzima 4 kamenciéa i pobjeduje.

K = 5: Ako Ana uzme 1 kamencié, Bojan ée uzeti 4, a ako Ana uzme 4, Bojan ée uzeti preostali
kamendié.

Dakle, Ana pobjeduje za K =1, 3,4, a Bojan za K = 2,5.

U nastavku éemo pokazati da tko ima pobjednicku strategiju ovisi o tome koji je ostatak broja K pri
dijeljenju s 5.

K = 5N: Ako je K djeljiv s 5, neovisno koliko kamendéi¢a uzme Ana, Bojan uvijek moZe napraviti
potez tako da nakon njega ostane broj kamenciéa koji je ponovno djeljiv s 5 (ako Ana
uzme 1, Bojan uzme 4 i obratno). Bojan nastavlja ovu strategiju u svakom sljedeéem
potezu i pobjeduje.

K = 5N + 1: U ovom slucaju Ana moze uzeti 1 kamencié, tako da nakon njenog poteza broj kamenciéa
na hrpi bude djeljiv s 5. Sada je broj kamencié¢a djeljiv s 5, ali uloge su zamijenjene.
Bojan igra sljedeéi i neovisno $to on napravi, Ana moze koristiti Bojanovu strategiju
kao igraca koji igra drugi iz prethodnog slucaja (K = 5N). Stoga, neovisno kako Bojan
igra, Ana pobjeduje.

K = 5N + 2: Sli¢no kao u slu¢aju kada je K = 5N, neovisno $to Ana napravi, Bojan moze napraviti
potez tako da se djeljivost broja kamencica s 5 ne promijeni nakon njegovog poteza. To
moze raditi sve dok ne ostanu samo 2 kamenci¢a na Aninom potezu. Na pocetku smo
vidjeli da u tom slucaju Bojan pobjeduje.

K = 5N + 3: Sada Ana moZe uzeti 1 kamenci¢, nakon ¢ega ostaje 5N + 2 kamencic¢a. Koristeéi istu
strategiju kao Bojan u prethodnom sluc¢aju, ovaj put Ana pobjeduje.

K = 5N + 4: Analogno slucaju K = 5N + 1, samo $to Ana u prvom potezu uzme 4 kamendica.
Dakle, Bojan ima pobjednicku strategiju ako je K djeljiv s 5 ili daje ostatak 2 pri dijeljenju s 5. U
ostalim sluc¢ajevima pobjeduje Ana.

Ostalo je prebrojati koliko ima takvih brojeva od 1 do 999. Kako je 999 = 199 -5 + 4, brojevi djeljivi s
5 u trazenom rasponu su 1-5,2-5,...,199-5. Njih ima 199. Brojevi koji daju ostatak 2 pri dijeljenju s
5 u ovom rasponu su 0-5+2,1-54+2,...,199-5+ 2. Dakle 200 brojeva. Stoga je ukupan broj brojeva
K manjih od 1000 za koje Bojan ima pobjednicku strategiju 199 + 200 = 399.
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