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Zadaci i rjeSenja

Zadatak J-1.1. [10 bodova]

Jakov je prvog dana u mjesecu dobio mjeseéni dzeparac. Na pocetku mjeseca, Jakov je kupio tri
biljeznice na kvadratié¢e za ukupno 6 eura. Sredinom mjeseca Jakov je kupio novu loptu za polovinu
preostalog iznosa koji mu je ostao od dZeparca. Na kraju mjeseca kupio je cetiri biljeZnice na linije, koje
koStaju (svaka pojedinac¢no) upola manje od biljeZnica na kvadratice. Za preostalih 18 eura dZeparca
Jakov je kupio ulaznice za kazaliSnu predstavu za svoju sestru i sebe.

Koliki dZzeparac je dobio Jakov?

Prvo rjesenje.

Zadatak ¢emo rijesiti ,od kraja prema pocetku”. Naime, znamo da je tijekom mjeseca Jakov potrosio
cijeli dzeparac, tj. na kraju mu je ostalo 0 eura. To nam sluzi kao pocetna tocka od koje se vratamo
unatrag da bismo odredili koliki dzeparac je Jakov dobio na pocetku mjeseca.

Prije nego Sto je kupio karte za predstavu, Jakov je imao 18 eura.

Prije toga kupio je 4 biljeznice na linije. Odredimo koliko su one kostale. Svaka biljeZnica na linije
kosta upola manje od jedne biljeznice na kvadrati¢e. Na pocetku saznamo da je Jakov tri biljeznice na
kvadratice platio ukupno 6 eura. Iz toga zakljucujemo da jedna biljeznica na kvadratic¢e kosta 6 : 3 = 2
eura. Tada vrijedi da jedna biljeZnica na linije kosta 2 : 2 = 1 euro. Cetiri takve biljeZnice onda kostaju
4.1 = 4 eura. Dakle, Jakov je prije kupovine biljeZnica na linije imao 18 + 4 = 22 eura.

Jakov je dao pola iznosa koji mu je u tom trenutku ostao od dZeparca da kupi loptu. Nakon toga mu
je preostala druga polovina, dakle jednako koliko je i potrosio na loptu. Odredili smo da mu je ostalo
22 eura. Dakle, Jakov je loptu platio 22 eura, $to znaci da je prije kupovine lopte imao 22 -2 = 44
eura.

Konacno, Jakov je na pocetku mjeseca kupio biljeznice na kvadratiée za 6 eura, $to znaéi da je prije
toga imao 44 4+ 6 = 50 eura. Dakle, Jakov je na pocetku mjeseca dobio dZeparac od 50 eura.

Drugo rjesenje.
Postavimo pazljivo jednadzbu:

Na pocetku mjeseca je Jakov imao neki iznos X. Zatim je potroSio 6 eura, pa je nakon prve kupovine
imao X — 6 preostalo.

Zatim je potroSio polovinu od iznosa koji mu je ostao na loptu, $to znac¢i da mu je ostala druga
polovica, tj. (X —6)/2.

Konaé¢no, u zadnjoj kupnji je kupio 4 biljeZnice na linije. Buduéi da su tri biljeZnice na kvadratiée bile
6 eura, onda je svaka biljeznica na kvadratiée 2 eura. Buduéi da su biljeznice na linije upola jeftinije,
onda je svaka kostala po 1 euro, odnosno ukupno je potrosio 4 eura.

Dakle, ostalo mu je (X — 6)/2 — 4, Sto nam zadatak kaZe da je tofno 18 eura za karte za kazaliSte.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=754

Rjesavamo:

(X —6)/2—4=18
(X —6)/2=18+4

(X —6)/2=22 /-2
X—-6=44
X=44+6
X =50

Dakle, Jakov je na pocetku mjeseca dobio dzeparac od 50 eura.

Zadatak J-1.2. [15 bodova]

Za, tablicu koja se sastoji od tri retka i tri stupca kaZemo da je magicni kvadrat ako je u svako njeno
polje upisan po jedan prirodan broj te vrijedi da su svi zbrojevi triju brojeva iz istog retka, stupca i
glavne dijagonale medusobno jednaki. Dodatno, svi brojevi u poljima magi¢nog kvadrata moraju biti
medusobno razli¢iti. Glavne dijagonale tablice ¢ine sredi$nje polje i dva nasuprotna kutna polja.

Ivan i Lucija zapisali su na plocu svoje omiljene magi¢éne kvadrate. Zatim je Matej “zbrojio” Ivanov
i Lucijin magicni kvadrat, tj. zapisao je na plocu novi magicni kvadrat u cijem je svakom polju zbroj
brojeva koji su u odgovarajué¢im poljima u Ivanovom i Lucijinom magi¢nom kvadratu. No, kada je
dosla uciteljica, obrisala je neke od brojeva iz magicnih kvadrata. Na ploci je ostalo zapisano sljedece:

Odredi koji brojevi su bili upisani u preostalim poljima.
Rjesenje.
Prema pravilu ,,zbroja tablica”, odmah mozZemo ispuniti sredi$nje polje prve tablice brojem 17—12 =5

i prvo polje u drugom retku zadnje tablice brojem 9+ 20 = 29. Polja koja ispunjavamo u ovom koraku
oznacena su zelenom bojom:

2

915 + 20 | 12 = 29 | 17| 5
26

Ivanova tablica Lucijina tablica Matejeva tablica

U zadnjoj (Matejevoj) tablici imamo ispunjen cijeli drugi redak pa mozemo izrac¢unati da je u njoj
zbroj u svakom retku, stupcu i po dijagonali jednak 29 + 17 + 5 = 51. To nam moze pomodi da
popunimo jo$ neka polja zadnje tablice. Znamo da je

(gornje lijevo polje) + 17 + 26 = 51

pa u gornjem lijevom polju moramo imati broj 8. Sli¢no, u drugom plavom polju (gornjem desnom)
moramo imati 51 — (5 4+ 26) = 51 — 31 = 20.



9|5 + 12012 = 29|17 5
26

zbroj 51

Zadnju tablicu moZemo u potpunosti popuniti na isti nacin, koriste¢i informaciju da je zbroj u svakom
retku, stupcu i glavnoj dijagonali jednak 51. Za plava polja redom (odozgo prema dolje, slijeva nadesno)
racunamo:

51— (8+20) =23 (prvi redak)

51— (8+29)=14 (prvi stupac)
51— (14+26) =11 (zadnji redak)

Jo$ vidimo da znamo izra¢unati gornje lijevo (zeleno) polje druge tablice prema pravilu ,,zbroja tablica”.
Kada broju 2 pribrojimo broj u tom polju dobivamo 8, pa u njemu mora biti 6.

2 6 8 123 |20
95 + 20 | 12 = 29 17| 5
14 | 11 | 26

zbroj 51

Sada imamo potpuno popunjenu zadnju tablicu i po tri polja u prve dvije tablice. Za prve dvije tablice
ne znamo koliki je zbroj po retcima, stupcima i dijagonalama. Promotrimo desna polja u drugom retku.
Znamo da zbroj zZuto oznacenih polja mora biti jednak 5 te da svi brojevi u tablicama moraju biti
prirodni. To znaci da imamo samo Cetiri moguénosti za popunjavanje zZutih polja:

5=1+4, 5=2+3, 5=3+2 5=4+1

2 6 8 (23|20
915 + 20| 12 = 29| 17| 5
14 | 11 | 26

zbroj 51

Provjerimo sve Cetiri moguénosti. Prvo pretpostavimo da je u prvoj tablici na desnom mjestu u drugom
retku broj 1, a na odgovarajuéem mjestu u drugoj tablici broj 4. Na potpuno isti na¢in na koji smo
popunili tre¢u tablicu sada moZemo popuniti prvu i drugu. Naime, zbroj polja u drugom retku u prvoj
je tablici jednak 15, a u drugoj 36. Koristeéi te zbrojeve popunjavamo tablice po retcima i stupcima
te dobivamo sljedece rjeSenje:



2| 71]6 6 |16 | 14 8 123120

915 |1 + 20112 4 | = 29 17| 5
4 138 10| 8 |18 14 | 11 | 26
zbroj 15 zbroj 36 zbroj 51

Provjerom mozemo ustanoviti da su svi uvjeti u zadatku zadovoljeni (pravilo ,zbroja tablica”, pravilo
magi¢nog kvadrata, svi brojevi su prirodni i unutar svake tablice medusobno razli¢iti) pa zaklju¢ujemo
da je to zaista jedno rjesenje.

Pretpostavimo sada da je u prvoj tablici na desnom mjestu u drugom retku broj 2, a na odgovaraju¢em
mjestu u drugoj tablici broj 3. Odmah vidimo da ovaj slucaj zapravo nije dozvoljen buduéi da u prvoj
tablici nisu svi brojevi medusobno razli¢iti (pojavljuju se dvije dvojke).

2 6 8 23|20
915 |2| + 20112 3 | = 29 17| 5
14 | 11 | 26

zbroj 51

Dalje pretpostavimo da je u prvoj tablici na desnom mjestu u drugom retku broj 3, a na odgovarajuéem
mjestu u drugoj tablici broj 2. Ponovno koristimo zbroj po retcima, stupcima i dijagonalama da
izra¢unamo preostale brojeve u tablicama (zbroj u prvoj zablici jednak je 17, a u drugoj 34). Medutim,
u drugoj tablici ne moZemo dobiti zadovoljeno svojstvo magi¢nog kvadrata — ako koristimo jednak
zbroj po retcima i stupcima, na dijagonali oznacenoj crvenom bojom dobivamo drugaciji zbroj, 36
umjesto 34. Dakle, niti ovaj slucaj ne daje nam rjesenje.

2 11| 4 6 | 12|16 8 (23|20

9 /5|3 | + 20112 | 2 | = 29| 17| 5

6 | 1|10 8 | 10|16 14 | 11 | 26
zbroj 17 zbroj 34 zbroj 51

Za kraj, promotrimo i slu¢aj kada je u prvoj tablici na desnom mjestu u drugom retku broj 4, a
na odgovarajuéem mjestu u drugoj tablici broj 1. Na potpuno isti nacin vidimo da je zbroj po ret-
cima, stupcima i dijagonalama u prvoj tablici jednak 18 i popunjavamo preostala polja. No, ponovno
nailazimo na isti problem kao i u prethodnom slucaju.

2 10| 6 6 8 (23|20

915 4| + 20112 | 1 = 29|17 5

7138 14 | 11 | 26
zbroj 18 zbroj 51



Dobili smo samo jednu moguénost koja zadovoljava sve postavljene uvjete. Dakle, prije ucitelji¢inog
brisanja na ploci su bile sljedece tablice:

2|76 6 |16 |14 8 (23|20
915 |1 + 2012 4 | = 29 17| 5

4 13 |8 10| 8 |18 14 | 11 | 26
Ivanova tablica Lucijina tablica Matejeva tablica

Zadatak J-1.3. [20 bodova]

Na hipotenuzi AB pravokutnog trokuta ABC istaknute su to¢ke D i E tako da vrijedi |BD| = |BC)|
i |AC| = |AE|. Odredi mjeru kuta <DCE.

Rjesenje.

Oznacimo kut a« = <BAC i <CBA = . Iz pravila za zbroj kutova u trokutu primijenjenom na trokut
ABC dobijemo da vrijedi o + 8 = 90°.

Uocimo da su trokuti CDB i ECA jednakokra¢ni buduéi da je |BD| = |BC| i |AC| = |AE|. Za
oba ova trokuta poznati su nam kutovi nasuprot osnovice: to su <CBD = 8 i <CAFE = «. Kako su
kutovi uz krakove jednakokracnog trokuta jednaki, a zbroj kutova u trokutu je jednak 180°, mozemo
izracunati kutove uz krakove u trokutima CDB i EC A:

<BDC = %(180" —B) =90° — g
<CEA = %(180° —a)=90°— %

Sada u trokutu ACDFE imamo poznata dva od tri kuta, a preostali nepoznati kut je tocno onaj koji
zelimo izra¢unati. Dobijemo:

<DCE = 180° — («BDC + <CEA) = 180° — (90o - g +90° — g)

90°

°‘+B) = 180° - 180° + =~ = 45"

= 180° — (180O —



Zadatak J-1.4. [25 bodova]

Peteroznamenkasti broj zovemo pikantnim ako za njega vrijede sljedeéa tri svojstva:
e smije sadrzavati samo znamenke 0, 1, 3,5, 719
o sve znamenke su mu medusobno razlicite
¢ nije visekratnik broja 30.

Koliko ima pikantnih brojeva?
Rjesenje.

Kada trebamo prebrojiti sloZzene objekte s nekim svojstvima, korisno je zauzeti ,konstruktivan” pris-
tup: najprije uo¢imo od kojih se sastavnih dijelova sastoji svaki trazeni objekt i pokusamo ga sastaviti
dio po dio od tih dijelova, paze¢i pritom da su trazena svojstva ispunjena. U svakom koraku ,sastav-
ljanja” brojimo koliko razlicitih moguénosti imamo za pojedini sastavni dio i na kraju izbrojimo koliko
ima moguéih kombinacija tih sastavnih dijelova.

U ovom zadatku, objekti koje Zelimo prebrojiti su peteroznamenkasti brojevi s odredenim svojstvima.
Sastavni dijelovi peteroznamenkastih brojeva su pet znamenki od kojih se oni sastoje (naravno, vazno je
u kojem poretku su posloZene te znamenke). Dakle, svaki pikantni broj moZemo konstruirati znamenku
po znamenku, pazeéi pritom da poStujemo svojstva koja oni moraju imati.

Krenimo najprije od jednostavnijeg problema — prebrojimo najprije koliko peteroznamenkastih brojeva
zadovoljava samo prvo svojstvo pikantnih brojeva. Pitamo se dakle koliko postoji peteroznamenkastih
brojeva koji su sastavljeni samo od znamenki 0, 1, 3, 5, 719 (za sada se mogu ponavljati unutar broja).
Konstruiramo nas broj znamenku po znamenku i u svakom koraku biljezimo koliko imamo razli¢itih
moguénosti.

¢ Prva znamenka nasSeg broja moze biti bilo koja od 1, 3, 5, 7 ili 9. Naime, znamo da prva znamenka
peteroznamenkastog broja ne smije biti 0. Dakle, imamo 5 moguénosti za prvu znamenku naseg
broja.

¢ Druga znamenka naSeg broja moze biti bilo koja od 0, 1, 3, 5, 7 ili 9. Nula mozZe biti na drugom
mjestu, a brojevi se smiju ponavljati pa smijemo uzeti i broj koji smo izabrali za prvo mjesto.
Stoga za drugu znamenku imamo 6 moguénosti.

e Treéa znamenka se takoder moze odabrati na 6 nacina.
¢ Cetvrta znamenka se takoder moZe odabrati na 6 nadina.

¢ Peta znamenka se takoder moZe odabrati na 6 nacina.

Sada znamo koliko imamo moguénosti za svaku pojedinu znamenku. Dalje bismo htjeli odrediti na
koliko nacina se od ovih znamenki moze sastaviti konac¢ni broj. Da bismo izracunali tu vrijednost,
koristimo princip poznat pod nazivom princip uzastopnog prebrojavanja. Naime, prebrojili smo broj
mogucénosti za svaku pojedinu znamenku, a sada ih trebamo sastaviti uzastopno, jednu za drugom, i
odrediti koliko je ukupni broj objekata koje dobijemo nakon svih takvih sastavljanja.

Princip uzastopnog prebrojavanja je vrlo jednostavan. On kaze da ako sastavni dijelovi ne ovise jedan
o drugom (jedan ne uvjetuje ili ikako utjeCe na drugi), tada je broj moguénosti za njihovo sastavljanje
jednak umnosku broja moguénosti za svaki pojedini sastavni dio. U nasem slucaju, doista vrijedi da
znamenke ne ovise jedna o drugoj. Stoga je ukupni traZeni broj peteroznamenkastih brojeva koji se
sastoje samo od znamenaka 0, 1, 3, 5, 7 ili 9 jednak umnosku

5 . 6 . 6 . 6 . 6

prva znamenka druga znamenka treda znamenka Cetvrta znamenka peta znamenka

Uklju¢imo sada i drugi uvjet u igru — znamenke u konstruiranom peteroznamenkastom broju ne
smiju biti jednake. Sada se problem ¢ini kompliciraniji, jer izbori znamenki pocinju utjecati jedni na



druge: ¢im iskoristimo jednu znamenku, ne smije se vise pojavljivati nigdje drugdje u kona¢nom broju.
Medutim, to mozemo uzeti u obzir kada brojimo moguénosti za pojedine znamenke i osigurati da
izbori znamenki i dalje ostanu neovisni jedni o drugima.

Razmisljamo ovako. Na mjesto prve znamenke peteroznamenkastog broja ponovno mozemo odabrati
bilo koju od znamenki 1, 3, 5, 7 ili 9, dakle ponovno imamo 5 moguénosti za prvu znamenku. Koju
god znamenku da odaberemo, ne smijemo vise koristiti tu istu znamenku na drugim mjestima. Stoga
u svakom sljede¢em koraku imamo jednu moguénost manje nego u prethodnom koraku.

¢ Druga znamenka naseg broja moze biti bilo koja od 0, 1, 3, 5, 7 ili 9, osim one koja je na prvom
mjestu. Stoga za drugu znamenku imamo 6 — 1 = 5 moguénosti.

o Treca znamenka ne smije biti jednaka prvoj niti drugoj. Stoga imamo 6 — 2 = 4 mogucénosti.
o Cetvrta znamenka se moZe odabrati na 6 — 3 = 3 nadina.

¢ Peta znamenka se moZe odabrati na 6 — 4 = 2 naéina.

Koristeéi princip uzastopnog prebrojavanja, dobijemo da je ukupan broj moguénosti u ovom slucaju
jednak:
5 . 5 . 4 . 3 . 2 = 600.

prva znamenka druga znamenka treca znamenka cCetvrta znamenka peta znamenka

Konacno stizemo i do treceg uvjeta, koji je i najkompliciraniji Sto se ti¢e prebrojavanja moguénosti.
Sada naime od svih 600 brojeva koje smo konstruirali u prethodnom prebrojavanju moramo pronaci
koliko ih je koji nisu djeljivi s 30. Najprije primijetimo da mozemo pokusati pronadi broj brojeva koji
jesu djeljivi s 30 (to se €ini prirodnije) i onda oduzeti taj broj od ukupnog broja svih brojeva (600).
To pravilo prebrojavanja se zove pravilo komplementa.

Dakle, Zelimo brojati samo one brojeve koji su djeljivi s 30. Podsjetimo se stoga pravila o djeljivosti.
Kada je broj djeljiv brojem 30?7 Onda (i samo onda) kada je djeljiv brojevima 3 i 10. Kada je broj
djeljiv s 10? Onda (i samo onda) kada mu je zadnja znamenka 0. Sto je s djeljivoséu s brojem 3?
Prisjetimo se da je broj djeljiv s brojem 3 ako (i samo ako) mu je zbroj svih znamenki djeljiv s 3.

Dakle, prilikom konstrukcije svih brojeva koje sada Zelimo prebrojiti moramo osigurati da im je zadnja
znamenka jednaka 0 te da im je zbroj znamenki djeljiv s 3. Najprije odredimo koje kombinacije od 4
razliCite znamenke izmedu preostalih dozvoljenih znamenki 1, 3, 5, 7 ili 9 u zbroju daju broj djeljiv s
3. To su samo sljedeée 2 kombinacije:

1,3,5,9; 3,5,7,9.

U svakom od ova dva podslucaja jos samo trebamo rasporediti ove znamenke na prva 4 mjesta (na pe-
tom mjestu znamo da mora biti znamenka 0). Ponovno koristeéi princip uzastopnog umnoska dobijemo
da to mozemo uciniti na 4 - 3 -2 -1 = 24 nacina. Dakle, ukupno éemo imati 2 - 24 = 48 brojeva djelji-
vih s 30 medu ranije izbrojanih 600 koji zadovoljavaju prva dva svojstva pikantnih brojeva. Konacno
zakljucujemo, po pravilu komplementa, da pikantnih brojeva ima 600 — 48 = 552.



Zadatak J-1.5. [30 bodova]

Mjera kutova oznacenih crvenom bojom na slici iznosi 73° (kutovi <PRO i <UKT), plavom bojom
42° (kut <ODU), a zelenom bojom 84° (kutovi <DOR i <KUD). Odredi mjeru kuta koji zatvaraju
pravci PRiTK.

Prvo rjesenje.

Docrtajmo pravce paralelne s PR kroz svaku od tocaka O, D i U.
OznacCimo s A; presjek pravca PR s pravcem TK, te s As, A3 i Ay
redom presjeke novopovucenih pravaca kroz tocke O, D i U s pravcem
TK, kao sto je oznaceno na slici.

Pravac O A dijeli kut <DOR na kutove <DOA3 i <A20R. Kut <4As0R
je jednak 73° jer je jednak kutu <<PRO bududi da su pravci PR i OAs
paralelni, a RO njihova presjecnica. Dakle, buduéi da se radi o kutovima
uz presjecnicu paralelnih pravaca, <DOAy mora biti jednak 11°.

Nadalje, pravac DAz dijeli kut <ODU na dva kuta slicnih svojstava.
Lijevi kut je jednak 11° jer je jednak kutu <<DO A5 buduéi da su pravci
OAs i DAs paralelni, pa desni kut mora biti jednak 31°.

Konaé¢no, pravac UAy dijeli kut <KUD na kutove <KUA4 i <A4UD.
Kut <A4UD je jednak 31°. Dakle, <KU A4 mora biti jednak 53°.

Promotrimo za kraj trokut U K A4. Jasno, <A4KU = 107°, pa dobivamo
da je <UA4K = 20°, a buduéi da je UA4 paralelan s PR, onda je i
trazeni kut <RA; K jednak 20°.




Drugo rjesenje.

Docrtajmo tocku I kao presijek pravaca PR i TK.

Tada moZemo prepoznati da je RODU K I Sesterokut, pa zbroj njegovih
kuteva mora biti 180° - (6 — 2) = 720°.

Kutove <ORI i <IKU mozemo prepoznati kao suplementarne kuteve
crvenim kutovima, pa je njihova mjera 180° — 73° = 107°.

Kut <U DO prepoznajemo kao vanjski kut plavom kutu, pa je njegova
mjera 360° — 42° = 318°.

Dakle, prema zbroju kuteva u Sesterokutu vrijedi:

720° = <«RIK + <IKU 4+ <«<KUD + <UDO + <DOR + <ORI
720° = <RIK + <107° + 84° + 318° + 84° + 107°
<RIK = 720° — 700°

Dakle, trazeni kut iznosi 20°.

Trecée rjesenje.

Zadatak mozemo interpretirati na sljedeci nac¢in. Neka se osoba nalazi u gradu P i treba do¢i do grada
T, prolazeéi kroz gradove R, O, D, U, K. Osoba inicijalno gleda u smjeru grada R. Pitanje je za koliko
ée se promijeniti smjer gledanja u odnosu na inicijalni smjer kada osoba stigne u grad T iz grada K.

Skretanje u desno (0° do 180° u smjeru kazaljke na sat) éemo interpretirati kao pozitivhu promjenu
smjera, a skretanje u lijevo (0° do 180° u smjeru obrnutom od kazaljke na satu) éemo interpretirati
kao negativnu promjenu. Osoba se krece na sljedeéi nacin: najprije od P do R pa desno za 73° do O,
lijevo za 84° do D, desno za 42° do U, lijevo za 84° do K i na koncu desno za 73° do T'.

Stoga se ukupno smjer promijenio za +73° — 84° 4 42° — 84° 4 73° = 20° pa je kut koji zatvaraju
pravci PR i TK jednak 20°.

Zadatak J-1.6. [35 bodova]

Neka je K prirodan broj. Ana i Bojan naprave hrpu od K kamendiéa i zatim igraju igru. Naizmjence,
jedno za drugim uzimaju s hrpe ili jedan kamencica ili Cetiri kamenciéa, sve dok na hrpi ima jos
kamencica. Pobjednik je onaj tko zadnji uzme kamenci¢ ili kamenciée s hrpe.

Ako Ana igra prva, za koliko brojeva K manjih od 1000 Bojan ima strategiju koja mu osigurava

pobjedu?

Rjesenje.

Promotrimo prvo tko ima pobjednicku strategiju u slucaju da je K jedan od malih brojeva 1,2, 3,4, 5.
K = 1: Ana uzima jedan kamendié¢ i pobjeduje.

K = 2: Ana moZe uzeti samo jedan kamenéi¢ jer nema dovoljno kamenciéa da uzme 4. Bojan
uzima preostali kamenci¢ i pobjeduje.

K = 3: Ana opet moze uzeti samo 1 kamencié¢, ali isto vrijedi i za Bojana. Ostaje jedan kamenci¢
koji uzima Ana.

K = 4: Ana uzima 4 kamenciéa i pobjeduje.



K = 5: Ako Ana uzme 1 kamencié, Bojan ée uzeti 4, a ako Ana uzme 4, Bojan ée uzeti preostali
kamendié.

Dakle, Ana pobjeduje za K =1, 3,4, a Bojan za K = 2, 5.

U nastavku éemo pokazati da tko ima pobjednicku strategiju ovisi o tome koji je ostatak broja K pri
dijeljenju s 5.

K = 5N: Ako je K djeljiv s 5, neovisno koliko kamenci¢a uzme Ana, Bojan uvijek moZe napraviti
potez tako da nakon njega ostane broj kamenciéa koji je ponovno djeljiv s 5 (ako Ana
uzme 1, Bojan uzme 4 i obratno). Bojan nastavlja ovu strategiju u svakom sljedeéem
potezu i pobjeduje.

K = 5N + 1: U ovom sluéaju Ana mozZe uzeti 1 kamencié, tako da nakon njenog poteza broj kamenciéa
na hrpi bude djeljiv s 5. Sada je broj kamenci¢a djeljiv s 5, ali uloge su zamijenjene.
Bojan igra sljededi i neovisno $to on napravi, Ana moZe koristiti Bojanovu strategiju
kao igraca koji igra drugi iz prethodnog slucaja (K = 5N). Stoga, neovisno kako Bojan
igra, Ana pobjeduje.

K = 5N + 2: Sli¢no kao u slucaju kada je K = 5N, neovisno $to Ana napravi, Bojan moZe napraviti
potez tako da se djeljivost broja kamencica s 5 ne promijeni nakon njegovog poteza. To
moze raditi sve dok ne ostanu samo 2 kamenciéa na Aninom potezu. Na pocetku smo
vidjeli da u tom sluc¢aju Bojan pobjeduje.

K = 5N + 3: Sada Ana moZe uzeti 1 kamencié, nakon cega ostaje 5N + 2 kamencica. Koristeéi istu
strategiju kao Bojan u prethodnom sluc¢aju, ovaj put Ana pobjeduje.

K = 5N + 4: Analogno slucaju K = 5N + 1, samo §to Ana u prvom potezu uzme 4 kamencdica.
Dakle, Bojan ima pobjednicku strategiju ako je K djeljiv s 5 ili daje ostatak 2 pri dijeljenju s 5. U
ostalim sluc¢ajevima pobjeduje Ana.

Ostalo je prebrojati koliko ima takvih brojeva od 1 do 999. Kako je 999 = 199 -5 + 4, brojevi djeljivi s
5 u trazenom rasponu su 1-5,2-5,...,199-5. Njih ima 199. Brojevi koji daju ostatak 2 pri dijeljenju s
5 u ovom rasponusu 0-54+2,1-54+2,...,199-54 2. Dakle 200 brojeva. Stoga je ukupan broj brojeva
K manjih od 1000 za koje Bojan ima pobjednicku strategiju 199 + 200 = 399.

Zadatak J-1.7. [40 bodova]
Odredi najveéi prirodan broj n za koji vrijedi sljede¢a tvrdnja:

postoji prirodan broj A takav da za svaki 2 < k < n postoji k uzastopnih prirodnih brojeva ¢iji je
umnozak A.

Rjesenje.
Rjesenja zadataka ovog tipa, u kojem se trazi najveéi prirodan broj za koji vrijedi neka tvrdnja, uvijek
se sastoje od dva dijela. Naime, treba dokazati

a) da za broj za koji tvrdimo da je traZena najveda vrijednost navedena tvrdnja doista vrijedi
b) da za sve brojeve veée od njega tvrdnja viSe ne vrijedi.

Kako pristupiti nalazenju n i A? Jasno, kada bi n bio jednak 2, nije teSko pronaéi puno nacina da se
odabere dobar A za njega; to¢nije, bilo koji A oblika m(m + 1) za prirodan broj m zadovoljava taj
uvjet.

Mozemo li poveéati n na 3,4,...7 Jedan nacin za pronaci broj koji se prirodno faktorizira na n
uzastopnih prirodnih brojeva je promatratin! =1-2----- n. Takav broj ¢e uvijek biti moguce raspisati
i kao umnozak n — 1 uzastopnih brojeva: 2-3---- - n.
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Tako recimo za n = 3 mozemo uzeti A = 6 Sto zaista radi. (Pokazuje se da smo za n = 3 mogli uzeti
i recimo A = 210, koji je moguce zapisati kao 14 -15 i kao 5-6 - 7. MoZes li naéi jos koji dobar A za
n=3%)

Ipak, kada uzmemo n = 41 A = 24, iakoje A = 1-2-3-4 = 2-3 -4, pokazuje se da 24 ne
moZemo zapisati kao umnozak dva uzastopna broja. Nakon jo§ malo isprobavanja (recimo moZzemo
probati popraviti konstrukciju tako da gledamo visekratnike od n! ili isprobamo neku potpuno novu
konstrukeiju), zaista se ¢ini da neéemo uspjeti. Dakle, u ovom trenutku imamo dvije opcije: ili smisliti
novi nacin za konstruirati neki A za n = 4 (i onda se fokusirati na traZenje konstrukcije za n = 5 ili
pokazati da ne moze vise) ili pokazati da takav A ne postoji veé za n = 4.

Mi éemo pokazati da za n = 4 takav A ne postoji. Pretpostavimo suprotno, tj. da za n = 4 moZemo
pronadi takav A. Neka je A = z(z+1) = (y— 1)y(y +1)(y + 2), tj. A smo prikazali kao umnozak dva
uzastopna prirodna broja z i 4+ 1 te kao umnozak Cetiri uzastopna prirodna broja y — 1, y, y + 1,
y+2.

RaspiSimo izraz malo:

zz+1)=(@y-yy+Dy+2) =y - +2)]yy+1] = +y—2*+y

Intuitivno, z =~ y? +y — 1 (ali ne bas), pa éemo pokazati da x ne moze biti prirodan broj ako je y
prirodan broj.

Ako bi z bio jednak bas y% + y — 2, vrijedilo bi

sz+1) =@ +y—2)(¥*+y)
(PAr=2)(* +y—1) = @2 H+y=2) (¥ +v)

Sto o¢ito ne vrijedi jer je y2 +y — 1 < y2 + y i svi faktori su pozitivni prirodni brojevi. Dakle, za
z = y? +y — 2, lijeva strana je premala da bi bila jednaka desnoj.

Ako bi z bio jednak y2 + y — 1, $to je sljedeéi prirodni broj, vrijedilo bi

sz+1) =@ +y—2)¥* +y)

W +y— DEA+7) = (¥ +y — 2)0P+7)

$to odito ne vrijedi jer je y2 +y — 1 > y? + y — 2 i svi faktori su pozitivni prirodni brojevi. Dakle, za,
z =y? +y — 1, lijeva strana je prevelika da bi bila jednaka desnoj.

Dakle, zakljuéujemo da ako vrijedi z(z+1) = (y—1)y(y+1)(y+2), onda vrijedi y?+y—2 < = < y>+y—1.
Kako smo z smjestili strogo izmedu dva prirodna broja, onda x ne moZe biti prirodan broj! Znaéci da
je naSa pocetna pretpostavka da postoji A koji se tako moze zapisati bila kriva; odnosno ne postoji A
takav da vrijedi svojstvo iz zadatka za n = 4.

Dakle, pokazali smo da za n = 3 imamo rjeSenje (A = 6) te da za n = 4 nema rjeSenja. Onda je
posve jasno da ni za n > 4 nema rjeSenja, buduéi da kad bi imali koje rjeSenje, ono bi automatski bilo
rjeSenje i za n = 4. Dakle, najveéi prirodan broj n za koji vrijedi tvrdnja iz zadatka je n = 3.

Zadatak J-1.8. [45 bodova]

Neka je N prirodan broj. Dana je N x N tablica u ¢ije je svako polje upisan po jedan prirodan broj
(upisani brojevi nisu nuzno medusobno razli¢iti). Roko mozZe mijenjati brojeve u tablici tako da u
svakom koraku odabere bilo koji 2 x 2 kvadrat tablice te unutar njega odabere tri polja u kojima
uveca upisane brojeve za 1.

Za prirodan broj N kazemo da je Rokov ako Roko moze posti¢i da, nakon kona¢no mnogo takvih
koraka, svi brojevi u tablici budu jednaki, bez obzira na to koji su brojevi bili upisani u tablicu na
pocetku.
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Dokazi:
(a) 2025 nije Rokov broj
(b) 2048 jest Rokov broj.

Rjesenje.
Pozabavimo se najprije slu¢ajem (a). Prvo $to moZemo primijetiti u ovom zadatku je da se zbroj svih
brojeva u tablici uvijek poveca za 3 nakon Rokovog poteza; dakle, ako pocetni zbroj nije djeljiv s 3,

onda nakon bilo kojeg broja poteza, zbroj i dalje nece biti djeljiv s 3. Ovakvo svojstvo u matematici
obi¢no zovemo invarijanta, jer se ne mijenja s obzirom na neki potez.

Pretpostavimo li da je 2025 Rokov broj, onda bi u nekom trenutku u svakom polju tablice pisao isti
prirodan broj m, te bi zbroj svih brojeva bio 2025m = 3 - (675m). Dakle, zbroj svih brojeva bi bio
djeljiv s 3. Medutim, kako brojevi upisani u tablicu na pocetku mogu biti proizvoljni, nije nuzno da
¢e njihov zbroj biti djeljiv s 3 (primjerice ako je u svako polje upisan broj 3, osim u prvo polje tablice
gdje je upisan broj 5). Kako smo ranije ustvrdili da ako pocetni zbroj u tablici nije djeljiv s 3 to nikada
ne moze ni postati, dolazimo do kontradikcije. Stoga zaklju¢ujemo da 2025 nije Rokov broj.

Prelazimo sada na slucaj (b). Buduéi da je ova tablica jako velika, pozabavit éemo se najprije znacajno
manjom: promotrimo tablicu za N = 2. Pokazat ¢emo sada da je N = 2 Rokov broj.

Neka su brojevi u tablici oznaceni s a, b, c,d. Bez smanjenja opcéenitosti, pretpostavimo da vrijedi
a < b < c<d. Ako je ve¢ a = d, onda su svi brojevi naravno veé¢ jednaki. Pokazimo da nakon nekog
niza poteza mozemo postic¢i da je najprije ¢; = di, zatim by = c3 = da, i konac¢no a3z = by = c3 = ds.

Najprije moramo sljedeéi niz od 3 poteza napraviti d — ¢ puta: prvo izaberemo brojeve a, b, c, zatim
b, c,d i konacno a, c,d. Time smo postigli da je na mjestu c sada zapisan c + 3, da je na mjestu a sada
zapisan a + 2, na mjestu b sada zapisan b + 2 i na mjestu d sada zapisan d + 2; odnosno da se na
mjestu ¢ nalazi broj koji je blizi broju zapisanom na mjestu d nego $to je to originalni ¢ bio, tj. razlika
izmedu c i d se smanjila za 1. Naravno, onda ovaj niz poteza ponavljamo d — ¢ puta kako bi razlika
pala na 0, ¢ime smo dobili jednake brojeve ¢c; =c+3(d—¢c) =3d—2cidi =d+2(d—c) =3d — 2c.

Zatim Zelimo slican niz od 3 poteza napraviti d—b puta, ali sada tako da broj na mjestu b poveéamo vise
nego ostale brojeve (odnosno, biramo brojeve a, b, ¢, zatim b, ¢, d i kona¢no a, b, d). Tako smanjujemo
razliku brojeva zapisanih na mjestima b i d, ali nakon $to izvr§imo sva tri poteza u ciklusu, nismo
narusili odnos da su brojevi na mjestu c i d jednaki koji smo dobili ranije. Dakle, na kraju svih poteza,
imamo da su brojevi na mjestu b i d jednaki (i od ranije da su brojevi na mjestu c i d jednaki), pa
dobivamo brojeve ag, be, c2, da takve da su by = co = d2 = 3d — 2¢ + 2(d — b) = 5d — 2¢ — 2b.

Konacno, radimo sli¢an niz od 3 poteza d — a puta, tako da broj na mjestu a povetavamo vise nego
ostale brojeve (odnosno, biramo brojeve a, b, ¢, zatim a,c,d i kona¢no a,b,d). Uvjerite se da nakon
ovih poteza vrijedi da smo dobili brojeve as = bs = c3 = ds = 7d — 2¢ — 2b — 2a.

(Prethodni (dosta tehnicki) dokaz da moZemo postiéi da su svi brojevi u 2 X 2 tablici jednaki moZemo
konceptualno puno jednostavnije interpretirati tako da poistovjetimo jedan Rokov potez ne kao pove-
éavangje tri broja tablice za 1, veé kao smanjivanje jednog broja iz tablice za 1 u odnosu na sve ostale
brojeve u tablici. Iz ovakve interpretacije je odmah jasno da moZemo posti¢i da svi brojevi postanu
jednaki, jer (figurativno) ,namjestamo jedan po jedan broj”.)

Zasad samo idejno: moZemo li iz prethodno opisanog algoritma dobiti da je i 4 Rokov broj? MoZemo!
Najprije primijenimo algoritam na 4 manje podtablice dimenzija 2 x 2 koje dobijemo tako da podijelimo
tablicu na pola vodoravno i horizontalno. Nakon $to postignemo da su brojevi unutar te 4 podtablice
svi medusobno jednaki, moZzemo namjestiti, koriste¢i isti algoritam, da svi brojevi unutar srediSnje
2 x 2 podtablice budu medusobno jednaki. Pritom, svaki puta kada napravimo potez unutar sredi§nje
podtablice, odmah zatim napravimo i tri poteza unutar rubnih podtablica u kojima smo promijenili
jednu vrijednost, da bismo osigurali da se brojevi unutar tih podtablica i dalje poklapaju.

Iz ovoga se rada zamisao da bi svi brojevi oblika N = 2" mogli biti Rokovi. Dokazat ¢emo ovu

12



tvrdnju koriste¢i matematicku indukciju. Baza indukcije je naravno N = 2 kojeg smo veé provjerili.
Pretpostavimo sada da je broj 2™ Rokov broj, za neki prirodan broj n. Pokazimo da iz toga slijedi da
je i 2"*! Rokov broj.

Tablicu dimenzija N = 2"*! moZemo podijeliti na 4 manje podtablice dimenzija 2", sredisnjom ver-
tikalnom i horizontalnom linijom. U svakoj od tih tablica mozemo posti¢i da su svi brojevi jednaki,
prema pretpostavci indukcije. Fokusirajmo se sada na srediSnju 2 x 2 podtablicu (u kojoj su u punoj
opdenitosti zapisana 4 razli¢ita broja, ali mozda su neki i jednaki). Znamo da moZemo postiéi da su svi
brojevi u toj tablici medusobno jednaki. Time dolazimo do situacije da su u sve ¢etiri rubne podtablice
dimenzija 2™ svi brojevi jednaki osim jednog rubnog.

Mozemo li sada ,popraviti” situaciju u rubnim podtablicama? Mastajmo malo. Zelimo promijeniti
sve brojeve u rubnim podtablicama osim jednog broja u rubnom polju, i to za jednaki iznos. Kada
bismo mogli garantirati da Roko moze provoditi poteze koji ¢e mijenjati sve brojeve u podtablicama
za isti iznos osim jednog rubnog, uspjeli bismo postiéi trazeno. Najjednostavnije bi to bilo postiéi ako
je moguée poptpuno podijeliti ostatak podtablice (sve osim tog jednog rubnog polja) na disjunktne
skupove od tri polja L oblika, tj. poploc¢ati tablicu L-trominima bez preklapanja. Tada bismo u svakom
koraku odabirali tri broja iz nekog L-tromina sve dok ne postignemo da su svi brojevi u ostatku tablice
jednaki broju u rubnom polju, bez da iSta pokvarimo.

Na srecu, tablicu naSih dimenzija 2™ x 2" je uistinu uvijek mogucée poplocati L-trominima tako da
je samo jedno rubno polje ploée nepoplocano te da se L-tromina nigdje ne poklapaju. Ova ¢injenica
dokazuje se koriste¢i induktivan dokaz vrlo slican onom $to ga upravo provodimo, pa ga ostavljamo
za vjezbu (ako ,zapne”, dokaz moZete pronadi i u knjizi predavanja s MNM Ljetnog kampa 2025 kao
dio predavanja X2 — rjeSenje je na stranici 174).

Ovim smo dokazali korak indukcije. Dakle, koristeéi princip matematicke indukcije zaklju¢ujemo da
su sve tablice takve da je N = 2" Rokove. Konacno, kako je 2048 = 2'!, slijedi da je i 2048 Rokov
broj.
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