ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
26. veljace 2024.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Odredi prirodni broj n takav da broj (4771 : (2-8771))- (25" : 52»71)5" — 1 ima 10120
znamenki.

Rjesenje.

Sredivanjem zadanog izraza dobiva se:

(4n=1: (2.8 1)) . (25m : 5InT)n _ =

(2272 ; (273n-2)) . (520 . 52n-1)5n | —

(27 (57) — 1=

10°" — 1 4 boda
Kako je 10°™ = 1000...0 slijedi da je 10°® — 1 = 999...9 .
—— S——
5n nula 5n devetki
Dakle, broj (4771 : (2-87"71)) - (25" : 52" 1)5" — 1 ima 5n znamenki.
Prema uvjetu zadatka vrijedi 5n = 10120, te stoga zakljucujemo da je n = 2024. 2 boda

Zadatak B-1.2.

Na maturalnom je plesu bilo ukupno 46 djevojaka i mladi¢a. Prva je djevojka plesala s
9 mladica, a svaka sljedec¢a s jednim mladi¢em vise. Ako je posljednja djevojka plesala
sa svim prisutnim mladi¢ima, koliko je bilo djevojaka, a koliko mladi¢a na maturalnom
plesu?

Rjesenje.

Oznac¢imo s n broj djevojaka prisutnih na maturalnom plesu. Tada je broj mladica
jednak 46 — n.

Prva je djevojka plesala s 9 mladic¢a, druga s 10 mladi¢a ili 9 4+ 1, tre¢a s 11 ili 9 + 2,

..., posljednja tj. n-ta djevojka s 9 + (n — 1) = n + 8 mladica. 2 boda
Taj je broj jednak ukupnom broju mladi¢a, odnosno vrijedi 46 — n = n + 8 mladica. 2 boda
Iz ove jednakosti slijedi da je n = 19. 1 bod
Dakle, na plesu je bilo prisutno 19 djevojaka i 27 mladica. 1 bod
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Zadatak B-1.3.

Ako za realne brojeve x, y vrijedi 7! —y ! =4 i 2y = i, koliko je x4 +y=* ?
Rjesenje.
Kvadriranjem jednakosti x71 — ! = 4 dobivamo x72 — 2z~ 'y~ +y~2 = 16. 1 bod
Uvrstimo li u dobivenu jednakost da je z 7'y~ = 4 zakljucujemo da je x72 +y 2 = 24.
2 boda
Kvadriramo li prethodnu jednakost slijedi da je =% + 2272y=2 + y~* = 576. 1 bod
Nadalje, kako iz x71y~! = 4 slijedi da je 7%y ~2 = 16, uvritavanjem u
74 + 207 2y~2 4 y~* = 576, konac¢no dobivamo da je 7% +y~* = 544. 2 boda
Zadatak B-1.4.
Cijelom broju a # 1 dodamo njegov kvadrat i oduzmemo jedan, pa dobiveni broj
podijelimo brojem a — 1. Za koji je cijeli broj a tako dobiveni koli¢nik cijeli broj?
RjeSenje.
. 3 : . at+a®—-1
Dakle, treba odrediti sve cijele brojeve a za koje je razlomak Qa1 cijeli broj. 1 bod
Taj razlomak mozemo zapisati u sljede¢em obliku:
at+a*—1 a*—14a (a—1)(a+1)+(a—1)+1
a—1 — a—-1 a—1 B
—1 1 -1 1 1
(a )<a+ )+a =a+14+14+—=a+2+ ——. 3 boda
a—1 a—1 a-1 a—1 a—1
- , ata®—1 . . :
Sad je ocito da ¢e razlomak Q1 biti cijeli broj samo ako je razlomak cijeli
a— a—
broj, tj. ako je a — 1 jednako —1 ili 1. Dakle, a € {0, 2}. 2 boda

Napomena: Ako ucenik pogodi rjesenja za svako pogodeno rjesenje dobiva po jedan
bod.

Zadatak B-1.5.

Duljina stranice AB trokuta ABC jednaka je 10 cm. Simetrale unutarnjih kutova
pri vrthovima A i B sijeku se u tocki S tako da je <BSA = 135°. Izracunaj duljinu
tezisnice povucene iz vrha C.
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Rjesenje.
Neka je a = <CAB, f = <CBA i~ =<BCA.

Kako je zbroj kutova u trokutu jednak 180°, iz trokuta ABS dobivamo

5+ g +135° = 180°,
odnosno a + 3 = 90°. 2 boda
Dakle, v = 180° — (o + ) = 90°. 1 bod
Prema tome, trokut ABC' je pravokutan s pravim kutom pri vrhu C, te je tocka P
poloviste hipotenuze i ujedno srediste trokutu ABC' opisane kruznice. 1 bod
Konacno, duljina tezisnice je |CP| = |AP| = |BP| = $|AB| =5 cm. 2 boda

Zadatak B-1.6.
Odredi sve parove cijelih brojeva x i y takvih da je 2 + 6zy + 8y* + 3x + 6y = 2.

Rjesenje.

Izraz 22 + 6zy + 8y* + 3x + 6y mozemo zapisati u obliku z? + 6zy + S8y* + 3z + 6y =
(x + 3y)? — y? + 3z + 6y odakle faktorizacijom dobivamo sljedeéi niz jednakosti:

(z+3y)* —y* + 32+ 6y = (z + 2y)(z + 4y) + 3(x + 2y) = (z + 2y) (v + 4y + 3) 4 boda

Dakle, vrijedi (z + 2y)(z + 4y + 3) = 2.
Kako su z i y cijeli brojevi zaklju¢ujemo da je jedan od faktora izraza (x+2y)(x+4y+3)

jednak 1, a drugi 2 ili je jedan od faktora jednak —1, a drugi —2. 2 boda
2y =2
Rjesavanjem sustava Ty dobivamo x =61y = —2. 1 bod
r+4y+3=1
2y =1
Iz Ty dobivamo x =3 iy = —1. 1 bod
r+4y+3=2

r+2y = -2

nalazimo da je x =0, y = —1, 1 bod
r+4y+3=-1

Analogno, rjesavanjem sustava {
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% = —1
a iz sustava { 2y dobivamo x =31y = —2.
r+4y+3=-2
Dakle, imamo ¢etiri rjesenja: (6,—2), (3,—1), (0,—1), (3,—2)

Napomena: Ako ucenik pogodi rjesenja za svako pogodeno rjesenje dobiva po jedan
bod.

Zadatak B-1.7.

Dva pravokutna trokuta PST i RST imaju zajednicku hipotenuzu ST. Vrhovi P i R
nalaze se s iste strane hipotenuze ST. Katete PT i RS sijeku se u tocki . Ako je
|PS| =6cm, |PT| =17cm i |RT| = 1 cm, kolika je povrsina trokuta QST'?

Prvo rjeSenje.

P,

P41

S L]

Oznacimo povrsinu trokuta QST s Py, povrsinu PSQ s P, i povrsinu trokuta RQT s
Ps3.

Kako je trokut PST pravokutan, primjenom Pitagorina poucka dobivamo:

|ST|? = |PS|* + |PT|* = 36 + 289 = 325

Primijenimo li Pitagorin poucak na trokut RST slijedi

IRS| = \/|ST]2 — |RT|> = v/325 — 1 = /324 = 18 cm.

Trokut PST sastoji se od trokuta PSQ i QST pa je povrsina trokuta PST jednaka

PS|-|PT -1

Trokut RST sastoji se od trokuta RQT i QST pa je povrsina trokuta RST jednaka

= 9cm?.

IRT|-|RS| 1-18

P+ Py =
1+ I3 7 5
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Trokuti PQS i RQT su pravokutni, s pravim kutom u vrhu P odnosno u vrhu R te je
|<PQT| = |[<RQT.

Prema KK poucku o sli¢nosti slijedi da su trokuti PQ.S i RQT sli¢ni, s koeficijentom
sli¢nosti k = % =1

2
Stoga je %*’ =k = (é) tj. P3 = %Pg.

P1 + P2 =51
Konacno, rjesavanjem sustava jednadzbi < P, + P; =9 dobivamo da je P, = ?.
P = %Pg

39

Dakle, trazena povrsina je = cm”.

Drugo rjeSenje.

Uz oznake kao u prvom rjesenju, primijenimo li Pitagorin poucak na trokute PST i
RST dobivamo:

|ST|* = |PS|? + |PT|* = 36 4 289 = 325

IRS| = \/|ST]2 — |RT|> = v/325 — 1 = /324 = 18 cm.

Trokuti PQS i RQT su pravokutni, s pravim kutom u vrhu P odnosno u vrhu R te je
|<PQT| = |<RQT.

Stoga, prema KK poucku o sli¢nosti slijedi da su trokuti PQS i RQT sli¢ni, s koefici-

jentom sli¢nosti k = @ _!
) T PS| 6
Stoga je

TQ 1. |RQI 1
8—|RQ| 6 17—|TQ] 6

12
Rjesavanjem ovog sustava dobivamo |RQ)| = — cm.
1 12
RT|-|R " 6
Dakle, povrsina trokuta RQT je Pz = | |2| Q| = 25 = cm?.
RT|-|RS 1-18 6 39

Kako je P3+ P, = | |2| | = :9,slijedidajeP1:9—P3:9—g:€cm2.
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Trece rjesenje.

Uz oznake kao u prvom rjesenju, primijenimo li Pitagorin poucak na trokute PST i
RST dobivamo:

|ST|? = |PS|* + |PT|* = 36 + 289 = 325

1 bod
IRS| = +/|ST|? — |RT|? = v/325 — 1 = v/324 = 18 cm.
1 bod
Izra¢unajmo duljinu visine |PM | na hipotenuzu u trokutu PST.
PS|-|PT 102
|PM| = |PS|- | PT] = . 1 bod
|ST| 5v13
Neka je v visina trokuta QQST. Primijenimo li Talesov poucak o proporcionalnosti
odsjecaka paralelnih pravaca unutar kuta <P7T'S dobivamo:
7Q| |PT| 17 513
= = iz )
odnosno
6|T 6v'13
= 7Q| = ITQ)|. 1 bod
5v/13 65
Nadalje, trokuti RQT i PQS su slicni po KK poucku o sli¢nosti pa vrijedi: 1 bod
SQI 6
rel 1’
17— |TQ| 6
— = 2 bod
18—15Q| 1 ode
3
Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi dobivamo da je |TQ| = 7 cm. 1 bod
Tada je
6\/ 6\/
= ——|TQ| = 1 bod
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Trazena povrsina trokuta QST jednaka je

ST - ov13 6v13 39
P:| | 1}: \/_ \/_:—(3m2‘ 1 bod
2 2 25 3

Napomena: Analogno se dobije trazena povrsina ako se primijeni Talesov poucak na

5V13°

kut T'SR i izracuna duljina visine na hipotenuzu u trokutu RST koja iznosi
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
26. veljace 2024.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.

Odredi kvadratnu funkciju s racionalnim koeficijentima kojoj je najmanja vrijednost

—4, a jedna nultocka v/2 — 1.

Prvo rjeSenje.

Zapigimo kvadratnu funkciju u obliku f(x) = ax? + bx + ¢, a,b,c € Q, a # 0.

Ako je 2y = v/2 — 1 jedna njena nultocka, druga nultocka je zo = —v/2 — 1.
Primjenom Vieteovih formula slijedi
T + To = —% = -2
T2 = ¢ =—1

Kako je —4 najmanja vrijednost funkcije, primjenit ¢emo formulu za ordinatu tjemena:

dac — b?
— = —4.
4a
Rjesenja dobivenog sustava od tri jednadzbe s tri nepoznanice sua =2,b =4, c = —2.

Trazena je kvadratna funkcija f(x) = 22% + 4z — 2.

Drugo rjeSenje.
Ako je 21 = v/2 — 1 jedna nultocka, druga nultocka je z = —v/2 — 1.
Tada za xo = 322 = —1 funkcija ima zadanu najmanju vrijednost yo = f(zo) = —4.

Zapisimo kvadratnu funkciju u obliku:

f(x)

a(x —x1)(x — x9) =
a(x — V24 1)(z +vV2+1)

a(x? + 22 — 1).

Kako je f(—1) = —4, iz gornje jednakosti slijedi
4=a(l-2-1),

odnosno a = 2.

TraZena je kvadratna funkcija f(z) = 222 + 4z — 2.
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Zadatak B-2.2.

Pocevsi od najmanje stranice trokuta, svaka je sljedec¢a stranica 4 cm dulja od pret-
hodne. Ako je mjera jednog kuta toga trokuta jednaka 120°, izracunaj polumjer tomu
trokutu upisane kruznice.

Rjesenje.

Neka su stranice trokuta a, b i c. Iz uvjeta zadatka slijedi b = a + 4, ¢c = a + 8, a kut
v = 120° je nasuprot najvece stranice.

Primjenimo li poucak o kosinusu, redom slijedi

& =a®+b* — 2abcosy

(a+8)* =a’+ (a +4)* — 2a(a + 4) cos 120° 1 bod
Nakon sredivanja dobivamo kvadratnu jednadzbu a? — 2a — 24 = 0. 1 bod
Pozitivno je rjesenje te jednadzbe a = 6. 1 bod
Konacno, stranice trokuta su 6 cm, 10 cm i 14 cm. 1 bod

Povrsinu trokuta racunamo koriste¢i formulu P = 2 sin £(a, b):

p=? '210 sin 120° = 30 - \f = 15v/3cm?. 1 bod
Tadajerzgz%‘f:\/gcm. 1 bod
Zadatak B-2.3.
[zracunaj:
L+ (+Y (k) (Ut )
YO8 (= 8) e (- k) o (1 k)
Rjesenje.

Uocimo da se izraz sastoji od umnoska razlomaka oblika:

(Lt 551)

(1 ote)

Napisimo ga u jednostavnijem obliku. Uoc¢imo da je u nazivniku razlika kvadrata i
unesimo brojnik pod isti korijen. Tada je redom:

(1 T 2n1+1> _ <1 + 2”1“)2 — 2 boda

(1 — m> (1 - 2n1+1> (1 + 2n1+1)

2 2 1
:\/n—i— :\/njL _ 2 boda
2n n
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Konacno, prikazemo li svaki ¢lan pocetnog izraza u ovom obliku slijedi da je trazeni
umnozak jednak

2 3 4 5 6 n+1 2023 2024 —
\/1‘2'3'4‘5" n "2022'2023— 2024 2b0da

Zadatak B-2.4.
Uciteljica ima nekoliko bombona koje zeli podijeliti ucenicima koji dodu na dodatnu
nastavu iz matematike tako da svatko dobije jednak broj bombona i niti jedan bombon
ne ostane.

e Ako dodu dva ucenika, ne moze svaki ucenik dobiti isti broj bombona.

e Ako dodu tri ucenika, svaki ¢e od njih dobiti isti broj bombona.

e Ako dodu cetiri ucenika, svaki ¢e od njih dobiti isti broj bombona.

e Ako dode pet ucenika, svaki ¢e od njih dobiti isti broj bombona.

o Ako dode Sest ucenika, ne moze svaki ucenik dobiti isti broj bombona.
Ako je poznato da samo jedna od navedenih tvrdnji nije istinita, koliko najmanje
bombona moze imati uciteljica?
Rjesenje.
Neka je x trazeni broj bombona. Tada navedene tvrdnje mozemo zapisati u sljede¢em
obliku:
x nije visekratnik broja 2;
x je visekratnik broja 3;
x je visekratnik broja 4;

x je visekratnik broja 5;

A

x nije visekratnik broja 6.

Ako nije istinita 1. tvrdnja, istinite su sve tvrdnje od 2. — 5. pa vrijedi da je x
visekratnik brojeva 2 i 3, sto je u kontradikciji s ¢injenicom da nije visekratnik broja
6. To znaci da je 1. tvrdnja istinita. 2 boda

Kako je 1. tvrdnja istinita, z je neparan broj, pa 3. tvrdnja mora biti lazna, a sve
ostale istinite. 2 boda

Zakljucujemo da je x neparni visekratnik brojeva 31 5. 1 bod
Najmanji broj bombona koje uciteljica moze imati jednak je 15 jer trazimo najmanji

neparni zajednicki visekratnik od 3 i 5. 1 bod

Napomena: Ucenik moze i nekim drugim logickim zakljuc¢ivanjem do¢i do zakljucka da
je 3. tvrdnja lazna. Ispravno zakljuc¢ivanje te ¢injenice vrijedi 4 boda.
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Zadatak B-2.5.
Jednad?be 22 — 452 +4a+4 = 0i2? —47x +5a —4 = 0, a € R, a < 20 imaju
jedno zajednicko realno rjeSenje. Koliko iznosi umnozak preostalih dvaju rjesenja tih
jednadzbi?
Prvo rjesenje.
Neka je x( zajednicko rjesenje. Tada vrijedi:

w2 — 4510 +4a+4 =012 — 4720+ 5a — 4 = 0.

Oduzmemo li ove dvije jednadzbe dobivamo da je xo = “7_8. 1 bod

Uvrstimo li dobiveni izraz za xq u prvu jednadzbu, dobivamo jednadzbu samo s nepoz-

nanicom a: g\ 2 <
a— a—
( 2 ) 5( 2 >+ ata=0,

odnosno nakon sredivanja

a®> — 90a + 800 = 0. 1 bod

Njezina su rjesenja a = 80 i a = 10. Bududi da je a < 20, slijedi a = 10. 1 bod
Tada zadane jednadzbe prelaze u jednadzbe

22 —45x +44 =01 2% — 47z + 46 = 0, 1 bod

¢ija su rjesenja xg = 1, 1 = 44, odnosno xy = 1, x5 = 46. 1 bod

Trazeni je umnozak x; - zo = 44 - 46 = 2024. 1 bod

Drugo rjeSenje.
Neka je x( zajednicko rjesenje. Tada vrijedi:
w2 — 4510 +4a+4 =012 — 4720+ 5a — 4 = 0.

Oduzmemo li ove dvije jednadzbe dobivamo da je xo = %8. 1 bod

Vieteove formule za prvu jednadzbu glase:
To+ T = 45
rox, = 4a + 4.

Uvrstimo li zy u drugu formulu dobivamo:
a—38 8(a+1)

-x1 = 4a + 4, odnosno x; = ,a %+ 8. 1 bod
2 a—38
Uvrstimo li zg i 1 u prvu formulu dobivamo jednadzbu
-8 8a+8
a4 5 + ¢ +8 = 45, odnosno a* — 900a + 800 = 0. 1 bod
a —
Kako je a < 20 rjesenje jednadzbe je a = 10. 1 bod

Koristeé¢i navedene Vieteove formule dobivamo trazena rjesenja:

a—38
o — 9

=1, 21 =45—1=44, a iz xg + 9 = 47 je x5 = 46. 1 bod

Trazeni umnozak iznosi z; - o = 44 - 46 = 2024. 1 bod
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Napomena: Za bilo koji nacin rjesavanja dobivanje parametra a vrijedi 3 boda, a dobi-
vanje rjesenja jednadzbi i trazeni umnozak 3 boda.

Zadatak B-2.6.

Odredi duljine stranica pravokutnog trokuta opsega 24 cm i polumjera upisane kruznice
2 cm.

Prvo rjesenje.
Neka su a i b katete pravokutnog trokuta, a ¢ hipotenuza.
a+b—c

Tada je polumjer upisane kruznice r = 5 2. 1 bod
Iz sustava { ° To+e=238 dobivamo da je ¢ = 10 cm. 2 boda
a+b—c=14

Primijenimo li Pitagorin poucak slijedi
a2+ =cia+b—c=4, odnosno a+ b = 14,

pa treba rijesiti sustav

a’ + b* =100
{ atb—14 2 boda
Uvrstavanjem b = 14 — a u jednadzbu a? + b? = 100 sustav svodimo na jednadZbu
a® + (14 — a)* = 100. 2 boda
Slijedi a® — 14a + 48 = 0. RjeSenja ove jednadzbe su a; = 6, ay = 8. 1 bod
Tada je by = 8, by = 6. 1 bod
Dakle, duljine stranica danoga trokuta su 6 cm, 8 cm, 10 cm. 1 bod
Drugo rjeSenje.
Neka su a i b katete pravokutnog trokuta, a ¢ hipotenuza.
Povrsina pravokutnog trokuta jednaka je P = %b i P =r-s, gdje je r polumjer upisane
kruznice, a s poluopseg trokuta. Iz jednakosti povrsina dobivamo ab = 2rs = 48. 1 bod
U pravokutnom trokutu vrijedi Pitagorin poucak te imamo sljedece jednakosti, odnosno
sustav jednadzbi:
a+b+c=24
ab = 48 ) 1 bod
a+v=c2
Ako iz prve jednadzbe izrazimo a + b i kvadriramo slijedi redom:
a+b=24—c
(a+b)* = (24— ¢)? 1 bod
a® + b + 2ab = 576 — 48¢ + 2. 1 bod
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Buduéi da je ¢ = a® + b* i ab = 48, slijedi
2 496 = 576 — 48¢ + ¢* = 48¢ = 576 — 96 = 480.

Dakle, duljina hipotenuze je 10 cm.

Uvrstimo li ¢ = 10 u jednakost a + b = 24 — ¢ tada iz sustava

at+b=14
ab = 48

slijedi jednadZba a? — 14a + 48 = 0 koja ima rjeSenja a; = 8 i ay = 6.
Slijedi da je by =61 by = 8.

Dakle, duljine stranica danoga trokuta su 6 cm, 8 cm, 10 cm.

Zadatak B-2.7.

Na polici se nalazi Sest razli¢itih ¢okolada i tri razlicite bombonjere. Svatko od troje
djece moze izabrati za desert ili dvije ¢okolade ili jednu bombonjeru. Na koliko nac¢ina
troje djece moze izabrati desert?

Rjesenje.
Prilikom odabira promatramo sljedece slucajeve.

Prvi slucaj: svako od troje djece moze odabrati dvije ¢okolade.

Pri tome prvo dijete moze odabrati prvu ¢okoladu na 6 nacina, drugu na 5, Sto je
ukupno 6 - 5 nac¢ina. No time smo svaki par ¢okolada brojili dva puta jer je primjerice
ab i ba isti odabir cokolada za jedno dijete. Stoga je ukupan broj nacina na koji prvo
dijete moze odabrati dvije ¢okolade jednak % = 15.

Drugo dijete ima na raspolaganju 4 ¢okolade pa dvije ¢okolade moze izabrati na % =6
nacina. Budud¢i da su sad ostale samo dvije cokolade, trece dijete moze dvije ¢okolade
odabrati na 1 nacin.

Ukupan broj odabira po dvije cokolade jest 15-6 -1 = 90 jer za svaki od 15 odabira
dvije cokolade prvog djeteta imamo 6 odabira po dvije cokolade drugog djeteta.

Drugi slucaj: dvoje djece moze odabrati po dvije ¢okolade, a jedno dijete jednu bom-
bonjeru.

Na tri nacina prvo mozemo odabrati dijete koje ¢e odabrati jednu bombonjeru. Ono
bombonjeru moze odabrati na 3 nacina. Nadalje, jedno od preostalo dvoje djece moze
odabrati dvije ¢okolade na % = 15 nacina, a drugo na % = 6 nacina. Tada je ukupan
broj odabira u ovom sluc¢aju 3-15-6 -3 = 810.

Treci slucaj: dvoje djece moze odabrati po jednu bombonjeru, a jedno dijete dvije
cokolade.

Sli¢no kao u prethodnom slucaju, prvo ¢emo na 3 nacina odabrati dijete koje ¢e odabrati

dvije ¢okolade, a to moze uciniti na % = 15 nacina. Nadalje, jedno od preostalo dvoje
djece moze odabrati jednu bombonjeru na 3 nacina, a drugo na 2 nacina.

Tada je ukupan broj odabira u ovom slucaju 3-15-3 -2 = 270.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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Cetvrti slu¢aj: svako od troje djece moze odabrati po jednu bombonjeru.
Ocito je ovaj broj odabira jednak 3-2-1 = 6. 1 bod

Konacno, ukupan broj nac¢ina na koji djeca mogu odabrati desert dobivamo zbrajanjem
ukupnih brojeva odabira iz Cetiri navedena slucaja, odnosno to je broj

90 4 810 4270 4+ 6 = 1176. 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
26. veljace 2024.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.
6 — log,, 2401

je m prirodni broj.

Brojevni izraz pojednostavi i zapisi u obliku logaritma logsg 7, pri ¢emu

Prvo rjeSenje.
Uo&imo najprije da je 49 = 72 i 2401 = 74. 1 bod
Primjenjujuci svojstva logaritama pojednostavnimo zadani brojevni izraz.

= = 1 bod
| 143 — 1 2

_ 1081 0814 7 1 bod
1 14°

_ 19814 i 1 bod
log, 4 -
|

_ 108146 1 bod
log,, 28

= log,g 56 1 bod

Drugo rjeSenje.
Uoc¢imo najprije da je 49 = 72 i 2401 = 74 1 bod
Primjenjujuci svojstva logaritama pojednostavnimo zadani brojevni izraz.

6 —log, 2401 6 —4logy, 7 3 —2logy, 7

= = 1 bod
4 log,, 49 4—2log, 7T 2 —log,7 °
3 2 32
_ logi 14 _ 1+l(;g72 1 bod
" log, 14 " 1+log; 2
3+3log; 22
_ Tiiegz 1+3log;2 ! bod
~ 212log;2-1
ﬁ 1+ 2log, 2
1 .23 1
_ 0g7(7-27) _ 087 56 1 bod
log,(7-22)  log;28
= log,g 56 1 bod
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Trece rjesenje.
Uo&imo najprije da je 49 = 72 i 2401 = 74.
Primjenjujudi svojstva logaritama pojednostavnimo zadani brojevni izraz.

_ 2logyg 7 3logog 14—21logog 7

o logog 14 logyg 14
_logog 7 T 2logog 14—logyg 7
logog 14 logog 14

210gyg 14 —10gog 7 logyg 142 — logyg 7
 logyg(14% : 7%)  logyg 56

logyg(142:7)  logyg 28
= log,g H6

Zadatak B-3.2.

Rijesi nejednadzbu |cos z| < cosx + 2sinx na intervalu [0, 27).

Rjesenje.

Rijesimo nejednadzbu na zadanome intervalu rastavljanjem na dva slucaja.
1. slucaj: cosx > 0

cosx < cosx + 2sinx

sinx >0

Uz uvjet cosz > 0, slijedi da je x € {O, ;r]

2. slucaj: cosx <0

—cosx < cosx +2sinx

—2sinz < 2cosz/ : (—2)

sinx > —cosz/ :cosz <0
tgr < —1
T 3T
Uz uvjet cosz < 0, slijedi da je = € <2, 4].
Skup rjeSenja pocetne nejednadzbe unija je rjeSenja dobivenih u dvama slucajevima:
3T
x € |0, ]
4

Zadatak B-3.3.

Zadan je pravokutni trokut ABC' s pravim kutom u vrhu C' i hipotenuzom duljine
6 cm. Na hipotenuzi AB oznacena je tocka P, a na kateti BC tocka (Q tako da vrijedi
|BP| =|QC| =1 cm. Ako je <BPQ = 90°, odredi |PC.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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Prvo rjeSenje.
B

1 cm

A

Neka su a, b i ¢ = 6 cm duljine stranica trokuta ABC, a x trazena duljina duzZine PC.

Trokuti ABC' i QBP sli¢ni su po K-K poucku o sli¢nosti trokuta jer su oba trokuta
pravokutna, a kut u vrhu B im je zajednicki.

Prema tome, duljine odgovarajuéih stranica tih trokuta u istome su omjeru:
1 a

a—1 6
Slijedi da je a®> —a —6 = 0, pri ¢emu je a pozitivan broj jer predstavlja duljinu stranice
trokuta.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe zakljucujemo da je a = 3 cm.

3
Kako je trokut ABC' pravokutan, vrijedi da je cos f = 6= 7o

Primijenimo poucak o kosinusu na trokut PBC"
2? = |BP|* + |BCJ|* — 2 |BP|-|BC| - cos 3.

?=12+3"-2.1.3.-=14+9-3=7

1
2
Kona¢no je |PC| = /7 cm

Drugo rjeSenje.
Neka su a, bi ¢ = 6 cm duljine stranica trokuta ABC, a  trazena duljina duZine PC.

Trokuti ABC' i QBP sli¢ni su po K-K poucku o sli¢nosti trokuta jer su oba trokuta
pravokutna, a kut u vrhu B im je zajednicki.

Prema tome, duljine odgovarajucih stranica tih trokuta u istome su omjeru:
1 a

a—1 6
Slijedi da je a®> —a—6 = 0, pri ¢emu je a pozitivan broj jer predstavlja duljinu stranice
trokuta.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe zaklju¢ujemo da je a = 3 cm.

Tada je b = V62 — 32 = /27 = 3v/3 cm.

Kako je trokut ABC' pravokutan, vrijedi da je cosa =

W3 3
o 2

Primijenimo poucak o kosinusu na trokut APQ:

x? = |AP]* + |AC|* — 2 - |AP| - |AC]| - cos a.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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2 3
<ﬁ:5ﬁ+@¢3 —25~&@~é_:25+m—45:7
Konacno je |PC| = /7 cm.
Zadatak B-3.4.
Kolika je najveca moguca povrsina kruznoga isjecka ¢iji opseg iznosi 40 cm?

Prvo rjeSenje.

Opseg kruznoga isjecka polumjera r, srediSnjega kuta « i pripadnoga kruznog luka
roT

duljine [ iznosi 0 = 2r + 1 = 2r + —— = 40.

180°
Izrazimo najprije mjeru kuta « iz dobivene jednakosti.
180°
a= (40 — 2r)
T

Sada mozemo izraziti povrsinu kruznoga isjecka u ovisnosti o njegovome polumjeru 7.

r2ar r2m 180° r
p— - : 40 — 2r) = — (40 — 2r) = 20r — r?
360° ~ 360° 1o\ =5l r)=20r-r

Uoc¢imo da je P(r) kvadratna funkcija s varijablom r koja maksimalnu vrijednost pos-

tize za rg = — =10 cm.

2-(-1)
Maksimalna vrijednost funkcije P, odnosno najve¢a moguca povrsina kruznoga isjecka
zadanoga opsega iznosi: P(10) = 20 - 10 — 10? = 200 — 100 = 100 cm?.

Drugo rjeSenje.

Opseg kruznoga isjecka polumjera r i pripadnoga kruznog luka duljine [ iznosi:

o=2r+1[1=140.

Povrsina kruznoga isjecka polumjera r i pripadnoga kruznog luka duljine [ iznosi:
r-l

pP=--.
2

Sada mozemo izraziti povrsinu kruznoga isjecka u ovisnosti samo o njegovome polu-
mjeru r tako da u formulu za povrsinu uvrstimo [ = 40 — 2r.

r-l  r(40 —2r)

2 2
Maksimalna vrijednost funkcije P, odnosno najveca mogucéa povrsina kruznoga isjecka
zadanoga opsega iznosi:
4-(=1)-0-20* —400
4-(—1) 4

pP= = 20r —r?

Py = =100 cm?.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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Zadatak B-3.5.

U rac¢unalnoj igri nalazi se magicni cvjetnjak u kojemu su 2024 cvijeta. Igrac¢ u svakome
potezu moze iz cvjetnjaka ubrati 4, 9 ili 10 cvjetova. Ako igra¢ ubere 4 cvijeta, prije
sljedec¢ega poteza u cvjetnjaku naraste 1 novi cvijet, ako ih ubere 9, narastu 3 nova
cvijeta, a ako ih ubere 10, narastu 4 nova cvijeta. Novi cvjetovi nec¢e narasti ako igrac
u posljednjem potezu uspije ubrati sve cvjetove iz cvjetnjaka.

Moze li igrac¢ ubrati sve cvjetove iz cvjetnjaka? Obrazlozi odgovor.

Prvo rjeSenje.
Ako igra¢ ubere 4 cvijeta, pri sljede¢em su potezu u cvjetnjaku 3 cvijeta manje.
Ako igrac¢ ubere 9 cvjetova, pri sljedeé¢em je potezu u cvjetnjaku 6 cvjetova manje.

Ako igra¢ ubere 10 cvjetova, pri sljede¢em je potezu u cvjetnjaku takoder 6 cvjetova
manje.

Ako igra¢ x puta ubere 4 cvijeta, y puta 9 cvjetova, a z puta 10 cvjetova, prije sljedecega
poteza u cvjetnjaku preostaje 2024 — 3x — 6y — 62 cvjetova.

Igrac ¢e uspjeti ubrati sve cvijetove ukoliko prije posljednjega poteza u cvjetnjaku pre-
ostane 4, 9 ili 10 cvjetova.

1. moguénost: 2024 — 3z — 6y — 62 =4
3(z + 2y + 22) = 2020

Buduéi da broj 2020 nije djeljiv s 3, prije posljednjega poteza ne mogu preostati 4
cvijeta.

2. moguénost: 2024 — 3x — 6y — 62 =9
3(z + 2y +22) = 2015

Buduéi da broj 2015 nije djeljiv s 3, prije posljednjega poteza ne moze preostati 9
cvjetova.

3. moguc¢nost: 2024 — 3z — 6y — 6z = 10
3(z +2y +22) = 2014

Buduéi da broj 2014 takoder nije djeljiv s 3, prije posljednjega poteza ne moze preostati
10 cvjetova.

Prema tome, igra¢ nikada ne¢e moci ubrati sve cvjetove iz cvjetnjaka.

Drugo rjeSenje.
Ako igra¢ ubere 4 cvijeta, pri sljedeéem su potezu u cvjetnjaku 3 cvijeta manje.
Ako igra¢ ubere 9 cvjetova, pri sljedeé¢em je potezu u cvjetnjaku 6 cvjetova manje.

Ako igra¢ ubere 10 cvjetova, pri sljedeéem je potezu u cvjetnjaku takoder 6 cvjetova
manje.

Uocimo da se broj cvjetova u cvjetnjaku prije novoga poteza uvijek umanji za vise-
kratnik broja 3.

Broj 2024 pri dijeljenju s brojem 3 daje ostatak 2.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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Bududi se nakon svakoga poteza (osim posljednjega ako je mogué) broj cvjetova umanji
za visekratnik broja 3, broj preostalih cvjetova u cvjetnjaku prije novoga poteza uvijek
¢e biti broj koji pri dijeljenju s brojem 3 daje ostatak 2.

Broj 9 nema ostatak pri dijeljenju s brojem 3, dok brojevi 4 i 10 pri dijeljenju s brojem
3 daju ostatak 1.

Nemoguce je da prije posljednjega poteza u cvjetnjaku preostane 4, 9 ili 10 cvjetova
jer niti jedan od tih brojeva pri dijeljenju s 3 ne daje ostatak 2. Prema tome, igrac¢
nikada nece uspjeti ubrati sve cvjetove iz cvjetnjaka.

Trece rjesenje.
Ako igra¢ ubere 4 cvijeta, pri sljede¢em su potezu u cvjetnjaku 3 cvijeta manje.
Ako igra¢ ubere 9 cvjetova, pri sljede¢em je potezu u cvjetnjaku 6 cvjetova manje.

Ako igra¢ ubere 10 cvjetova, pri sljede¢em je potezu u cvjetnjaku takoder 6 cvjetova
manje.

Uoc¢imo da se broj cvjetova u cvjetnjaku prije novoga poteza uvijek umanji za vise-
kratnik broja 3.

U slucaju da igra¢ moze ubrati sve cvjetove iz cvjetnjaka, u posljednjem potezu mora
ubrati tocno 4, 9 ili 10 cvjetova.

Da bi igra¢ u posljednjem potezu mogao ubrati 4 cvijeta, broj cvjetova u cvjetnjaku
ukupno se trebao smanjiti za 2024 — 4 = 2020, no to nije moguce jer broj 2020 nije
visekratnik broja 3.

Da bi igrac¢ u posljednjem potezu mogao ubrati 9 cvjetova, broj cvjetova u cvjetnjaku
ukupno se trebao smanjiti za 2024 —9 = 2015, no to nije moguce jer broj 2015 takoder
nije visekratnik broja 3.

Da bi igrac¢ u posljednjem potezu mogao ubrati 10 cvjetova, broj cvjetova u cvjetnjaku
ukupno se trebao smanjiti za 2024 — 10 = 2014, no ni to nije moguce jer ni broj 2014
nije visekratnik broja 3.

Prema tome, igra¢ nikada nece uspjeti ubrati sve cvjetove iz cvjetnjaka.
Napomena: Za odgovor bez obrazlozenja ucenik dobiva 0 bodova. Ako ucenik odgovor

obrazlozi tvrdnjom da broj 2024 nije visekratnik broja 3, moze dobiti najvise 2 boda
jer se u posljednjem koraku broj cvjetova ne mora umanjiti za visekratnik broja 3.

Zadatak B-3.6.

Ako za realne brojeve x i y vrijedi da je 2sin(xz — y) = siny cos x, dokazi da jednakost
sin 2y

——— vrijedi za sve z i y za koje su izrazi definirani.
5 — cos 2y

tg(z —y) =

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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Prvo rjeSenje.

Raspisimo zadanu tvrdnju koriste¢i adicijsku formulu za sinus razlike.
2sin(x — y) = siny cosx

2(sinx cosy — cosxsiny) = siny cos

2sinz cosy = 3sinycosx

2tgr = 3tgy

t x—§t
g =9 gY

Dobivenu jednakost uvrstimo u adicijsku formulu za tangens.

tgxr —tgy
1+tgx-tgy

Stey—tgy _ 3tgy
1+5tgy-tgy 1+ 35te’y

sin y

tg(r —y) =

2cosy
2cos? y + 3siny

2 cos? y

2siny cos? y __sinycosy

- 2cosy (2cos?y + 2siny +sin’y) 2+ sin’y

_ 2sinycosy  sin2y
44 2sin’y 44 2sin’y

Buducdi vrijedi da je:

5—cos2y =95 — (cosz — sin? y)
=05 — (1—251n2y)
=4 + 2siny,

sin 2y

zakljucujemo da je tg(z —y) = R Sto je i trebalo dokazati.
— cos 2y

Drugo rjeSenje.

Raspisimo zadanu tvrdnju koriste¢i adicijsku formulu za sinus razlike.
2sin(z — y) = siny cosx

2(sinz cosy — coszsiny) = siny cos x

2sinxcosy = 3sinycosx

3sinycosw
Iz posljednje jednakosti mozemo izraziti sinz: sinz = %
cosy

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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Raspisimo tangens razlike koriste¢i adicijske formule za sinus i kosinus razlike:

sin(z —y)  sinzcosy — cosxsiny

tg(x —y) = = . 2 boda
glr =) cos(r —y) cosxcosy -+ sinzsiny
3sinycosx
Uvrstimo sinx = % i pojednostavnimo dobiveni izraz. Slijedi da je:
cosy
?’Si;f%-cosy—cosxsiny Lsinycosz
tg(zr —y) = . Tegemr = P 2 boda
COS.’L’COS:y—FW'SIDy Cosx(cosy—FWJ)
1 . .
= sin sin y cos
-y TRYCRY 1 bod
cosy + S50y ;J 2cos?y + 3sin“y
2 sin y cos sin 2
D Lo R N - 1 bod
4cos?y+6sin“y  4cos?y + 6sin”y
sin 2
- 2 . 2 1 bod
5 — cos?y + sin“y
in 2
= 1 bod
5 — cos2y
Zadatak B-3.7. PR
Na slici je prikazan paralelogram ABCD ¢ija je kraca stranica :
AB duljine 2 cm, a duljina visine na tu stranicu iznosi 12 cm.
Vrhom D paralelograma prolazi pravac p koji je okomit na pravac
E— 3
CD, a sa stranicom AD zatvara kut a tako da vrijedi sina = £
Odredi obujam tijela nastaloga rotacijom paralelograma ABC'D 7 A B
oko pravca p.
Prvo rjesenje.
Rotacijom paralelograma oko pravca p nastaje Suplji krnji stozac, odnosno krnji stozac
sa Supljinom oblika stosca. Na skici je prikazan osni presjek toga krnjeg stosca. 1 bod

Neka je tocka E sjeciste pravca p i pravca BC, a tocka S pravca p i pravca AB.
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Promotrimo pravokutni trokut ADS.

Uoc¢imo najprije da vrijedi |DS| = 12 cm.

Uz oznake kao na skici vrijedi da je sina = % = ?, odnosno r = gb. 1 bod

Primjenom Pitagorina poucka na taj trokut mozemo odrediti r i b.

122:b2—r2:b2—(3b>2:1662 paje b= 15 cm. 1 bod
5 25

Slijedi da je r = gb =9 cm. 1 bod

Kako bismo izracunali obujam dobivenoga rotacijskoga tijela, od obujma stosca radi-
jusa baze |BS| = r 4+ 2 = 11 c¢cm trebamo oduzeti obujam maloga stosca (dopunjka)
radijusa baze |C'D| = 2 cm i obujam Supljine radijusa baze |AS| =r =9 cm. 1 bod

Za izracunavanje volumena potrebno je jos odrediti visine sva tri stosca.

Primijetimo da su <<SDA i <DEC kutovi s paralelnim kracima, sto znaci da je
<DEC = a.
2 3 10

@ = 5 odnosno |CE| = 3 cm. 1 bod

1072 61 8 8 44
Slijedi da je |DE|:\/<3) —22 =[S = Cemi|SE| =124 - = & em 1 bod

Izra¢unajmo volumen velikoga stosca i volumen maloga stosca (dopunjka).
1 44 5324 3

U trokutu C'ED tada vrijedi da je sina =

‘/stoiac = g : 11277' ? = Tﬂ' cm
1 g 32
‘/dopunjak = g : 227T : g = 577 CmS 1 bod
1
Volumen supljine iznosi Viupijina = 3 9% - 12 = 3247 cm?®. 1 bod
Konac¢no, volumen trazenoga rotacijskog tijela iznosi:
V' = Vitozac — Vdopunjak - ‘/éupljina = 2647 cm?. 1 bod

Drugo rjeSenje.

Rotacijom paralelograma oko pravca p nastaje suplji krnji stozac, odnosno krnji stozac
sa Supljinom oblika stosca. Na skici je prikazan osni presjek toga krnjeg stosca. 1 bod

c
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Neka je tocka S sjeciste pravca p i pravca AB. Promotrimo pravokutni trokut ADS.

3
Za kut a toga trokuta vrijedi da je sina = £
.. . . .9 2 9 2 2 16
Slijedi da je sin” o + cos”™ o = % + cos” o = 1, odnosno cos” a = %
4
Bududi je « siljasti kut, zakljucujemo da je cosa = £ 1 bod
i 3
Nadalje, vrijedi da je tga = e _ 2 1 bod
cosae 4
Uoc¢imo da vrijedi |DS| = 12 cm iz ¢ega slijedi da je tga = % =7 odnosno vrijedi
da jer =9 cm. 1 bod

Kako bismo izracunali obujam dobivenoga rotacijskoga tijela, od obujma krnjega stosca
radijusa veée baze |BS| = r + 2 = 11 cm i radijusa manje baze |C'D| = 2 c¢cm trebamo
oduzeti obujam Supljine radijusa baze |[AS| =r =9 cm. 1 bod

h
Volumen krnjega stosca radijusa baza r; i 9 dan je formulom V' = % (7’% + rirg + r%),

pri ¢cemu je h duljina visine toga krnjeg stosca. 2 boda
m-12 3
Vi{rnji stozac — (121 + 22+ 4) = 58871 cm 1 bod
1
Volumen Supljine iznosi Viupijina = 3 9?7 - 12 = 3247 cm?®. 1 bod
Konacno, volumen trazenoga rotacijskog tijela iznosi:
V= Vkrnji stozac — ‘féupljina = 2647 cm?. 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
26. veljace 2024.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.
2n% — 40n + 175
n — 10

Odredi sve prirodne brojeve n za koje je razlomak prirodan broj.
Rjesenje.
Uocimo da vrijedi:

2n? — 40n + 175 B 2n? — 40n + 200 — 25 ~ 2(n— 10)? — 25

2 bod
n—10 n—10 n—10 o
25
=2n—20 — . 1 bod
" n — 10 ©
Dobiveni ¢e izraz biti prirodan broj ako je razlomak 5 cijeli broj, sto je moguce
jedino ako je nazivnik n — 10 djelitelj broja 25. Dakle,
n—10 € {1, £5,+25}. 1 bod
Iz uvjeta da je n € N slijedi:
n € {5,9,11,15,35}. 1 bod
Za svaki od dobivenih brojeva n treba josS provjeriti je li polazni razlomak, odnosno
5
izraz 2n — 20 — 10’ prirodan broj. Direktnom provjerom dobivamo da je konac¢no
n J—
rjeSenje
n € 49,15,35}. 1 bod

Napomena: Ucenik moze pocetni razlomak transformirati i na neki drugi nacin, pri-
mjerice:
2n* —40n +175  2n® —20n — 20n +200 — 25  2n(n — 10) — 20(n — 10) — 25
n—10 B n—10 B n—10
25
n—10

=2n — 20 —
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Zadatak B-4.2.

Koliko ima kompleksnih brojeva z takvih da je |z| = 1 i razlika 2% — 2% je realan
broj?

Rjesenje.
Ako je |z| = 1, broj z mozemo zapisati u trigonometrijskom obliku

z=-cosp+1siny, 0<p<2m.

Tada je
2% = cos(5lp) + isin(5lp) = cos(120¢) + isin(120¢),
a
2" = cos(4!p) +isin(4lp) = cos(24¢) + i sin(24¢p),
te

22 — 2% = cos(120¢) — cos(24¢) + i (sin(120¢) — sin(24¢)) .
Ova ¢e razlika biti realan broj ako je imaginarni dio jednak 0, odnosno ako vrijedi
sin(120p) — sin(24¢) =0
ili
sin(120¢p) = sin(24¢).

Posljednja ¢e jednakost biti to¢na ako vrijede sljede¢e dvije moguénosti:
120p = 24¢ + 2km, k € Z,

ili
120 =7 — 249 + 2km, k € Z,

odnosno

_ %n

7796

ili 2+ 1)

+ D)m

= 7.
v 1 "€

Buduéi da mora vrijediti 0 < ¢ < 27 iz prve jednakosti slijedi da je

2%
o= 5 0<k<96, keZ,
96
2% + 1
¢:(]LR”:—05<k<M3akeZ

Takvih cijelih brojeva k£ ima 96 + 144 = 240, sto je i trazeni broj kompleksnih brojeva
z.

Napomena: Priznati sa svim bodovima i ako u¢enik jednadzbu sin(120¢) —sin(24¢) = 0
rijesi nekom drugom metodom.
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Zadatak B-4.3.
1

Za koje je realne parametre b i ¢ prirodna domena funkcije f(x) = Vo Ty
—10x T+ c

2x — 1
jednaka skupu A = {x € R| log 1 290 3 > 0}?

— 3z
Rjesenje.
—1
Rijesimo prvo nejednadzbu log 1 > 0.
— 3z
: : : . 2T — y o 12
Logaritam je definiran ako je ——— > 0, a Sto vrijedi za = € <, > 1 bod
2 -3z 23
Zatim redom slijedi
| 20 — 1 50
0 —
53190 3¢ ’
2z — 1 _ (1)0
2 —3x 2/ 7
20 — 1
—-1<0
2 — 3z ’
ST — 3
<0
2 — 3w ’
3 2
x€<—oo,5>u<3,oo,>. 1 bod
) : A ) . 13
Zbog uvjeta da je x € <2, 3> rjeSenje polazne nejednadzbe je x € <2, 5>. 1 bod
1
Prirodna domena funkcije f(z) = jest skup svih realnih brojeva za
V—1022 + bz + ¢
koji vrijedi —1022 + bx + ¢ > 0. 1 bod
Ako su z; i x5 rjeSenja jednadzbe —1022 + bz + ¢ = 0, onda je rjeSenje nejednadzbe
—102? + bz + ¢ > 0 interval (1, z5), pa mora biti x; = 27 To = £ 1 bod
Koristeé¢i Vieteove formule izracunat ¢emo trazene parametre:
b 1 3
T+ X9 10:> 0 (2+5> s
c 1 3
. = — e —1 e — e — = —9.
Ty - Xo 10 =c 0 5§ 3
Dakle, trazeni su parametri b = 11, ¢ = —3. 1 bod
1 3
Napomena: Trazene parametre mozemo na kraju dobiti i ako uvrstimo x; = g 2= R

u—10z2+ bz + ¢ = 0:

2
1
) thes =0,

1 1

2 2
x —3:>—10(3>2—|—b §—i—c—O
75 5 50
Rjesavanjem sustava 3b + 5c = 18, b+ 2¢ = 5 slijedi da je b= 11, ¢ = —3.
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Zadatak B-4.4.

Ana ima naocale s crnim, smedim, zelenim, crvenim, Zutim i plavim okvirom. Subotom
i nedjeljom uvijek nosi naocale s crnim ili smedim okvirom. Od preostalih pet dana
najmanje tri puta nosi zeleni okvir, dok ostale dane nosi naocale s crvenim, zutim ili
plavim okvirom. Na koliko razli¢itih nac¢ina Ana moze sloziti tjednu kombinaciju boja
naocala? Ana ne mijenja okvir naocala tijekom dana.

Rjesenje.
Za subotu i nedjelju Ana moze odabrati naocale na 2 - 2 = 4 nacina.

Za preostalih 5 dana razlikujemo sljedecée slucajeve:

1. Zeleni okvir nosi to¢no tri dana.
Tada prvo odabiremo tri dana za zeleni okvir Sto mozemo napraviti na (g) =10
nacina. Za preostala dva dana biramo crvene, zute ili plave okvire sto mozemo
napraviti na 32 = 9 nacina. Dakle, u ovom slucaju imamo ukupno 9 - 10 = 90

kombinacija boja po danima.

2. Zeleni okvir nosi to¢no Cetiri dana.
Cetiri dana za zeleni okvir mozemo odabrati na (i) = 5 nacina, a za peti dan
boju okvira mozemo izabrati na 3 nacina, sto je ukupno 5 -3 = 15 nacina.

3. Zeleni okvir nosi to¢no pet dana.
Ovaj slucaj ima samo jednu moguéu kombinaciju.

Prema navedenom, za sredisnjih pet dana Ana ima na raspolaganju: 90+ 15+ 1 = 106
kombinacija, odnosno ukupno ima na raspolaganju 4 - 106 = 424 tjedne kombinacije.

Zadatak B-4.5.

Pravac cija je jednadzba 3z 4 4y — 24 = 0 sijece os apscisa u tocki A, a os ordinata u
tocki B. Na duzini AB odabrana je tocka S. S razli¢itih strana duzine AB konstruirani
su jednakostraniéni trokuti SCA i SDB. Izracunaj povrsinu ¢etverokuta ADBC.
Prvo rjeSenje.
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Sjecista pravca s koordinatnim osima dobivamo uvrstavanjem x = 0 i y = 0. Slijedi:
y=0=x=8= A(8,0),

r=0=y=6= B(0,6).

Tada je |AB| = V82462 = 10. Iz <SCA = <SDB = 60° slijedi da je AC||BD.
Zakljucujemo da je cetverokut ADBC' trapez, a buduéi da su trokuti BCS i ADS
sukladni (po poucku SKS), trapez je jednakokracan.

Ako je |AS| = a, |BS| = b, tada su osnovice trapeza |AC| = |AS| = a, |BD| = |BS| =
b.

Visina trapeza jednaka je zbroju visina jednakostrani¢nih trokuta SC'A i SDB, od-

nosno vrijedi
mﬂ+b%§ (a+ D)3

2 2 2

V=171 + Uy =

Tada je trazena povrsina jednaka

(a+by  (a+b)*V3 |ABPV3
;= 1 = = 25V/3.

pP—

Napomena: Ucenik ne mora navoditi koordinate tocaka A i B kao ni osnovice trapeza
ako ih je oznacio na slici.

Ucenik za predvideni 1 bod mora obrazloziti zasto je cetverokut ABC' D trapez. Priz-
nati i ako ne navede da je jednakokracan jer se ne koristi za izrac¢un povrsine.

Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju dolazimo do sjecista s koordinatnim osima: A(8,0) i B(0,6),
te do zakljucka da je |AB| = 10.

Bududi da su trokuti SCA i SDB jednakostrani¢ni, pravac C'D sijece pravac AB pod
kutom od 60°, odnosno 120°, pa su tocke C', S i D na istom pravcu.

Duzine AB i C'D su dijagonale &etverokuta ABCD duljine a + b.

Tada povrsinu cetverokuta ABCD mozemo rac¢unati po formuli

1 1
P=d,-dy-sin<(dy,d2) = §(a+ b)?sin 60° = 3 100? — 25V/3.

Zadatak B-4.6.

Kvadratu K povrsine 1 opisan je krug, a krugu je opisan kvadrat Ky ¢ije su stranice
usporedne stranicama pocetnog kvadrata K. Podrucje izmedu kvadrata K; i Ky
obojeno je sivom bojom. Zatim kvadratu K, opet opiSemo krug, a njemu na isti nacin
opisemo kvadrat Kj3. Podrucje izmedu kvadrata Ky i K3 ostavimo neobojeno. Taj
postupak ponavljamo sve dok ne bude 2024 sivo obojenih i 2025 neobojenih podrucja
(K brojimo u neobojena podrucja). Kolika je povrsina svih sivo obojenih podruéja, a
kolika povrsina svih neobojenih podrucja?
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Rjesenje.

Na slici je prikazano prvih nekoliko koraka u bojenju podrucja izmedu dva kvadrata:

Ukupno je 2024 + 2025 = 4049 podrucja koja su obojena ili neobojena, a broj konstru-
iranih kvadrata jednak je 4049.

Neka su aq, as, . .., aso49, redom duljine stranica kvadrata Ky, Ko, ..., K449, a
P, Py, ..., Py njihove povrsine. Polumjere kvadratima opisanih kruznica oznacit
¢emo redom 71,79, ..., T4048-

Tada je povrsina obojenog podrucja jednaka zbroju P, — P+ Py — P3+- - -+ Pyoas — Paoa7,
a povrsina neobojenog podrucja zbroju Py + P3 — Py + Ps — Py + - - - + Pyos9 — Pioss-

Duljine stranica kvadrata su redom:

a1:1,

ag = 2ry = Glﬂ: \/57
as = 27“2 = CL2\/§ = 2,
ay = 27“3 = CL3\/§ = 2\/5,

Duljine stranica kvadrata ¢ine geometrijski niz kojemu je kvocijent ¢ = v/2, a; = 1 te
op¢i ¢lan
n—1
an = (V2)" 1 =2,

Tada je povr§ina kvadrata K, jednaka P, = (a,)* = 2"'. Ocito povrsine kvadrata
¢ine geometrijski niz kojemu je kvocijent jednak gp = 2.

Povrsina obojenog podrucja Py jednaka je
Po=Po—Pi+Py—Ps+--+ Pyss — Paoar = —Pr+ Po— Ps+ Py+ - - — Pyoar + Paoas-

Uocimo da je zbroj obojenih povrsina jednak zbroju 4048 c¢lanova geometrijskog niza

kojemu je kvocijent go = —qp = —2, a prvi ¢lan —P; = —1. Stoga vrijedi
(=2)"" -1 1 0
Po=—-1-—F——=—-(27""—-1).

Povrsina neobojenog podrucja Py jednaka je

Py =Py +Ps—Po+ Py —Py+- -+ Pyoag — Pyous = Pr — Po+ Py — Py - - — Pyoas + Piouo.
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Kao i kod zbroja obojenih povrsina, zakljucujemo da je zbroj neobojenih povrsina

jednak zbroju 4049 ¢lanova geometrijskog niza kojemu je kvocijent qy = —qp = —2, a
prvi ¢lan P, = 1. Stoga vrijedi
(=2)" 1 1 4049 L4049
Pv=1 -~~~ —__(_-9 —1)=—-(2 1).
N G 3( ) 3( +1)

Napomena: Ucenici dobivaju 1 bod za odredivanje ukupnog broja konstruiranih kva-
drata, po 1 bod za odredivanje zbroja obojenih i neobojenih podrucja, odnosno koje
je zadnje obojeno i neobojeno podrucje u trazenom zbroju. Tri boda za uocavanje
geometrijskih nizova (duljina stranica i povrs§ina), navodenje kvocijenta i opéeg ¢lana
tih nizova. Na kraju dobivaju po 2 boda za izracunavanje ukupne obojene i neobojene
povrsine.

Ucenici mogu zbroj obojenih i neobojenih povrsina ra¢unati i na druge nacine, primje-

rice mogu racunati povrsinu po podruc¢jima:

Po=(Py—Pi)+ (Py— Ps) + -+ + (Paous — Paoar) =1+ 4416+ --- + 274 =

42024 _ 1
1-ﬁ:§(24048—1),
Py = Py+(Ps— Py)+ (Ps— Py)++ -+ (Pioso — Paous) = 14+ (2+8+16+- - - 421%) =
1+24§ﬁil:1+g@““—m:1@““+n.
4-—-1 3 3

Takoder, ucenik moze zakljuciti da je ukupna povrsina neobojenih dijelova jednaka
polovici ukupne povrsine obojenih dijelova plus povrsina pocetnog kvadrata pa na taj
nacin izracunati neobojenu povrsinu. Isto vrijedi i ako obojenu racuna kao dvostruku
neobojenu (bez pocetnog kvadrata). U svakom od tih slucajeva dobiva sve predvidene
bodove za izracun povrsina.

Zadatak B-4.7.

Laura izraduje skulpturu od kocaka. Svaka skulptura s oznakom .S, sastoji se od n
razli¢itih kocaka ¢ije su duljine bridova redom prirodni brojevi 1, 2, 3, ... do n. Tako
skulptura S; sadrzava jednu kocku ¢iji je brid duljine 1, Sy sadrzava dvije kocke ¢ije su
duljine bridova 1 i 2, i tako dalje redom. Laura tvrdi da je ukupni obujam skulpture
S, uvijek jednak kvadratu zbroja n razli¢itih prirodnih brojeva. Odredi kojih je to n
brojeva i dokazi Laurinu tvrdnju.

Rjesenje.

Neka je V,, obujam skulpture .S,, sastavljene od niza kocaka ¢ije su duljine bridova 1,
2, ... don. Ocito je V,, = 13 + 23+ 3%+ ... + n? pa je Laurina tvrdnja ekvivalentna
tvrdnji:

Zbroj kubova prvih n prirodnih brojeva jednak je kvadratu zbroja nekih n razli¢itih

prirodnih brojeva.

Kako bismo odredili koji su to prirodni brojevi redom ¢emo racunati obujme Laurinih
skulptura:
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V=120 =0 =80 = (1+2)",
Va= 1342843 =1, +3=36=6= (1+2+3)°,
Vi=Va+4°=100=10%= (1+2+3+4)%

1 bod
Tvrdimo da je obujam skulpture S,, jednak kvadratu zbroja prvih n prirodnih brojeva
za sve n € N:
Vo=1 42243+ 40’ =(1+2+3+ - +n)% 2 boda
L o : . . n(n+1) o o
Buduc¢i je zbroj prvih n prirodnih brojeva jednak Laurina ¢e tvrdnja biti
dokazana ako dokazemo tvrdnju:
2
1
T, : 13+23+33+---+n3:<"(n;)> : 1 bod

Tvrdnju dokazujemo koriste¢i princip matematicke indukcije. Provjerimo prvo bazu
indukcije odnosno vrijedi li tvrdnja za n = 1. Tvrdnja vrijedi jer je

2
13— (1(12+1)) . 1 bod

Pretpostavimo da tvrdnja 7T, vrijedi za neki prirodni broj n. 1 bod
Pokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za sljede¢i prirodni broj, odnosno za n + 1. Dakle,
treba dokazati:

2
1 2

T 13+23+33+---+n3+(n—|—1)3=<(n+ )2(”+ )> : 1 bod

Krenemo li od lijeve strane i primijenimo pretpostavku na zbroj prvih n kubova dobi-

vamao:

n(n+1

2
13+23+33+---+n3+(n+1)3:< 5 )> +(n+1)°=

(n+1)
4

(n+1)?

-(n2+4(n+1)>: (n+1)(n+2)>2'

.(n2+4n+4):< 5

Time smo pokazali da za neki proizvoljan n tvrdnja 7}, povlaci da vrijedi i tvrdnja
T,.+1, pa buduéi da T, vrijedi za n = 1, ona vrijedi za sve prirodne brojeve. 2 boda
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Zadatak 4.2
Dio rjesenja gdje se prebrajaju rjesenja treba zamijeniti s:

<p=2:—6niligo=(2’;z)n,kez 1 bod

Budu¢i da mora vrijediti 0 < ¢ < 2m iz prve jednakosti slijedi da je

_Zkrr 0<k<96 kel
$=96 "= o
_ (zl+1)1r’_0_5 <k<1435k€eZ.
144

Od broja 240 treba oduzeti sva zajednicka rjeSenja iz prethodnih izraza za ¢, $to je za sve neparne
brojeve k manje od 96, pa je konac¢an broj rjeSenja jednak 240 — 48 = 192.
2 boda
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