ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. ozujka 2020.
4. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi naéin:

a) 30 djece 2 BODA
b) 9djece 2 BODA
c) 18-12=6djece 3 BODA
d) 15-6+3=93djece 3 BODA

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nadin:

vanilija vvvvv 30 vanilija 30
¢okolada vvv 18 ¢okolada 18
jagoda vvvv 24 jagoda 24
banana V‘ 9 banana 9
malina v v 12 malina 12

3 BODA

a) Iz tablice je vidljivo da sladoled od vanilije najvise voli 30 djece. 1 BOD

b) Iz tablice je vidljivo da sladoled od banane najvise voli 9 djece. 1BOD
c) Iz tablice je vidljivo da sladoled od ¢okolade najvise voli 18 djece, a sladoled od malina 12

djece, pa je trazena razlika 18 — 12 = 6. 2 BODA

d 30+18+24+9+12=093 3 BODA

.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

2. Prvi nadin:
Ako prva ura svakih 45 minuta zakasni jednu minutu, znaci da za 90 minuta zakasni dvije minute, a
za 180 minuta zakasni 4 minute. Kako je 180 minuta = 3 sata, znaci da za 3 sata zakasni 4 minute.

2 BODA
U 12 sati ¢e kasniti 4 minute, u 15 sati ¢e kasniti 8 minuta, u 18 sati kasnit ¢e 12 minuta, u 21 sat ¢e
kasniti 16 minuta, u pono¢ ¢e kasniti 20 minuta. 2 BODA
Prvu uru mora namjestiti na 9:20. 2 BODA
Ako druga svakih 30 minuta pozuri jednu minutu, znac¢i da za jedan sat pozuri 2 minute. 1 BOD
0d 9 sati do pono¢i je 15 sati pa ¢e ukupno pozuriti 30 minuta. 1 BOD

Drugu uru treba namjestiti na 8:30. 2 BODA
cevnineene. UKUPNO 10 BODOVA
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Drugi nadin;

Izmedu 9 sati ujutro i ponoc¢i ima 15 sati, odnosno 15 - 60 = 900 minuta. 2 BODA
Za to vrijeme prva ¢e ura kasniti 900 : 45 = 20 minuta, 2 BODA
pa ju Marija treba namjestiti na 9:20. 2 BODA
Za isto vrijeme, druga ¢e ura pozuriti 900 : 30 = 30 minuta, 2 BODA
pa ju Marija treba namjestiti na 8:30. 2 BODA

.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

3. Prvi nadin:
Ako zbroj brojeva podijelimo s 5 dobit ¢emo srednji od trazenih brojeva.

20295:5=4059 2 BODA
Oduzimanjem i dodavanjem zadane razlike 2 020 dobiju se drugi i ¢etvrti broj u nizu

trazenih brojeva (naznacena radnja) 1BOD
4 059 —2 020 = 2 039, 1 BOD
4059 + 2 020 = 6 079. 1 BOD
Daljnjim oduzimanjem i dodavanjem zadane razlike 2 020 dobiju se prvi i peti broj u nizu

trazenih brojeva. (naznacena radnja) 1 BOD
2039 -2020 =19, 1 BOD
6 079 + 2 020 = 8 099. 1 BOD
Prvi broj je 19. 1BOD
Ostali brojevi su 2 039, 4 059, 6 079, 8 099. 1BOD

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Drugi na¢in:
Odnos medu brojevima moze se prikazati graficki.

i Najmanji broj oznacen je s a.
(moze i bez oznake)

u 2020

. 2020 2020 > Zbroj svih brojeva je 20 295.

u 2020 2020 2020

i 2020 2020 2020 2020 _ 3 BODA

i i _/

Broj 2 020 se javlja 10 puta kao pribrojnik.

2020 - 10 = 20200 1 BOD

Da bismo izracunali vrijednost broja a, potrebno je od 20 295 oduzeti 20 200.

(naznaceno oduzimanje) 1 BOD
20 295 - 20200 =95 1 BOD

Broj a se kao pribrojnik javlja pet puta, $to se moze graficki prikazati na sljede¢i na¢in:
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Zelimo li dobiti vrijednost jednog broja, moramo 95 podijeliti s 5.
(naznaceno dijeljenje)

95:5=19 1 BOD
Najmanji traZeni broj je 19. 1 BOD
Ostali traZeni brojevi su 2 039, 4 059, 6 079, 8 099. 2 BODA

............................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Tredi nacin:
Prikazimo graficki prvi brojs [ | .

Sada su trazeni brojevi oblika:

2020
2020 2020
2020 2020 2020
2020 2020 2020
1. broj 2. broj 3. broj 4. broj 5. broj
3 BODA
odnosno:
4040 6060 8080
1. broj 2. broj 3. broj 4. broj 5. broj
1 BOD

Kako je zbroj tih pet brojeva 20 295, onda je

- -3 -3 -1 [

N -
—
20 295 — 2020 — 4040 — 6060 — 8080 = 95.
2 BODA
Toznasidaje [ | jednako 95:5=19. 1BOD
Prvi broj je 19. 1 BOD
Ostali trazeni brojevi su 2 039, 4 059, 6 079, 8 099. 2 BODA

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
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Cetvrti nadin:
Oznacimo prvi broj s X.
Uzastopnim pribrajanjem broja 2020 dobiju se izrazi koji opisuju preostala Cetiri broja.

Drugi broj jednak je x + 2 020. 1BOD
Treéi broj jednak je x + 4 040. 1BOD
Cetvrti broj jednak je x + 6 060. 1 BOD
Peti broj jednak je x + 8 080. 1BOD
Zbrajanjem svih brojeva dobije se 5x + 20 200 = 20 295. 1BOD
Na temelju svojstava racunskih radnji 5x = 20 295 — 20 200. 1 BOD
Vrijednost broja x =95 : 5. 1BOD
Najmanji trazeni broj je x = 19. 1BOD
Preostali brojevi su redom 2 039, 4 059, 6 079, 8 099. 2 BODA

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
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1BOD
Kako je sirina Sume jednaka zbroju duljine puta do kucice i Sirine kuc¢ice svake zivotinje, onda su
Zekina i Jezeva kucica Siroke 550 — 475 =75 m, 1BOD
a Vukova i Lijina kucica Siroke su 550 — 450 = 100 m. 1 BOD
Sada je Sirina Medine kucice 550 — (75 + 75 + 100 + 100) = 200 m. 1BOD
Medo do svoje kuéice treba prijec¢i 550 — 200 = 350 m. 1 BOD
Kako Medo prijede 1 metar za 1 sekundu, do kucice ¢e trebati 350 sekundi. 1 BOD
Vuku i Liji treba dvostruko manje vremena od Mede, 350 : 2 = 175 sekundi. 1BOD
Liji ¢e do kucice trebati 175 sekundi = 2 minute i 55 sekundi. 1BOD
Zec i Jez trebaju dvostruko vise vremena od Mede, 350 - 2 = 700 sekundi. 1 BOD
Jezu ¢e do kucice trebati 700 sekundi = 11 minuta i 40 sekundi. 1 BOD

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena:
Ucenik moze rezultat zapisati samo u sekundama ili u minutama i sekundama. U svakom slucaju,
toCan rezultat nosi 1 BOD.

. Prvi naéin:.
Znamo da Luka nema plavi ru¢nik. Kako Luka nema natikace br. 44 onda nema ni zeleni ruénik, jer
osoba koja nosi natikace br. 44 ima zeleni ru¢nik.

Dakle, Luka ima crveni ru¢nik. 2 BODA
Osoba s crvenim ru¢nikom nema natikace br. 43, dakle Luka nema natikace br. 43, a kako nema ni
natikace br. 44, onda zakljuCujemo da Luka ima natikace br. 45. 2 BODA
Kako Ro¢ nema natikace br. 43, a nema ni br. 45 jer ih ima Luka, onda Ro¢ ima natikace br. 44.

2 BODA
Kako osoba s natikacama br. 44 ima zeleni ru¢nik, Rocev ru¢nik je zelene boje. 1BOD
Kona¢no, Marko ima natikace br. 43 i plavi ru¢nik. 2 BODA
To znaci da su danas Ro¢ i Marko izgubili stvari na bazenu. 1BOD

............................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
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Drugi nacin:

Neka je Z oznaka za zeleni ruénik, P za plavi ru¢nik i C za crveni ruénik.

Neka je 43 oznaka natikaca br. 43, 44 oznaka natikaca br. 44 i 45 oznaka natikaca br. 45.
Popunit ¢emo tablicu znakovima ,,+“ i ,,-“ na sljede¢i nacin: ako osoba nesto posjeduje popunit
¢emo odgovarajuce mjesto u tablici znakom*“+*, a ako ne posjeduje znakom ,,-*.

Ovaj integram prati zakljucivanje kao u 1. nacinu rjeSavanja.

43 44 45 Z P

Roc¢
Luka - - -
Marko -

+ |0

2 BODA

43 44 45 Z P

Roc
Luka - - + - -
Marko - -

+|1 O

2 BODA

Roc - +
Luka - - + - -
Marko + - - -

o
w

o

~
P
o1

N

0

+ O

2 BODA

Ro¢ - + - + -
Luka - - + - - +
Marko + - - - -

1BOD

Roc
Luka
Marko
Z
P + - -
C - - +

1
+
+

1

+ 1
]
]
1
+
1

1
+
1

2 BODA

Kako su danas izgubljeni zeleni ru¢nik i natikace broj 43, znaci da su danas Roc¢ i Marko izgubili
stvari na bazenu. 1BOD
veveerenreenene. UKUPNO 10 BODOVA
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Treéi nacin:

Neka je Z oznaka za zeleni rucnik, P za plavi ru¢nik i C za crveni ru¢nik.

Neka je 43 oznaka natikaca br. 43, 44 oznaka natikaca br. 44 i 45 oznaka natikaca br. 45.
Popunit ¢emo tablicu znakovima ,,+“ 1 ,,-“ na sljede¢i nacin: ako osoba nesto posjeduje popunit
¢emo odgovarajuce mjesto u tablici znakom*“+*, a ako ne posjeduje znakom ,,-*.

Ovaj integram se popunjava prema uvjetima koji su zadani.

43 44 45 Z P C
Ro¢ -
Luka - -
Marko
Z - + -
P -
C - -

2 BODA
Iz tablice se sad moze ocitati da plavi ru¢nik ima osoba koja nosi natikace br. 43 i da crveni ru¢nik
ima osoba koja nosi natikace br. 45.

43 44 45 Z P C
Roc¢ -
Luka - -
Marko
Z - + -
P + - -
C - - +

2 BODA
Plavi ru¢nik ima osoba koja nosi natikace br. 43, a Ro¢ ne nosi natikace br. 43, znac¢i da Ro¢ nema
plavi ruénik. Znaci da plavi ru¢nik ima Marko. Zeleni ru¢nik ima osoba koja nosi natikace br. 44.
Marko ima plavi, a ne zeleni rucnik, pa prema tome Marko ne nosi natikace br. 44.

43 44 45 Z P C
Ro¢ - -
Luka -
Marko - - + -
Z - + -
P + - -
C - - +
2 BODA
Ro¢ nosi natikace br. 44 i1 ima zeleni ru¢nik.
43 44 45 Z P C
Roc - + - + - -
Luka - -
Marko - - + -
Z - + -
P + - -
C - - +
1 BOD

Sada se jos moze ocitati: Luka ima crveni ru¢nik i nosi natikace br. 45, Marko nosi natikace br. 43.
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43 44 45 z P C
Ro¢ - + - + - -
Luka - - + - ¥
Marko + - - B n ;
z - + -
P + - -
C - - +
2 BODA
Kako su danas izgubljeni zeleni ru¢nik i natikace broj 43, znaci da su danas Ro¢ i Marko izgubili
stvari na bazenu. 1 BOD

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Cetvrti natin:

Najprije sparimo ruc¢nike i natikace istog vlasnika.

Poznato je da onaj koji ima natikace broj 44 ima zeleni rucnik.

Takoder je poznato da onaj koji ima natikace broj 43 nema crveni ru¢nik.

Prema tome, vlasnik natikaca broj 43 nema ni zeleni ni crveni ruénik, nego plavi. 2 BODA
Zakljucujemo da onda vlasnik natikac¢a broj 45 ima crveni rucnik. 2 BODA
Sada se vidi da Luka, koji nema ni plavi ru¢nik, ni natikace broj 44, mora imati crveni rucnik i
natikace broj 45. 2 BODA
Ro¢ nema natikace broj 43, pa slijedi da on ima natikace broj 44 i zeleni ru¢nik, 2 BODA
a Marko (preostale) natikace broj 43 i plavi ru¢nik. 1BOD
Kako su danas izgubljeni zeleni ruénik i natikace broj 43, znaci da su danas Ro¢ i Marko izgubili
stvari na bazenu. 1 BOD

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Rjesenje bez postupka/objasnjenja bodovati s 1 BODOM.



ZUPANIJSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
4. ozujka 2020.

5. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. 1z rastava na proste faktore 8 =2 - 2 - 2, vidi se da ¢e umnozak znamenaka nekog
Cetveroznamenkastog broja biti 8 ako su znamenke tog broja 2,2, 2,1; 4,2,1,1 ili 8,1,1,1 (ubilo
kojem poretku).

Zbroj iznosi 8 samo ako su znamenke 4, 2, 1, 1. 2 BODA
Kombiniranjem redoslijeda znamenaka mogu se dobiti sljede¢i brojevi:
1124, 1142, 1214, 1241, 1412, 1421, 2114, 2141, 2411, 4112, 4121, 4211. 4 BODA

(Napomena: Ako u¢enik nema svih 12 brojeva, svake 3 napisane kombinacije bodovati s
1 BODOM.)

Trazenih brojeva ima 12. 1 BOD
Najveci je 4211, a najmanji 1124. 2 BODA
Njihova razlika je 3087. 1BOD

............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
2. Ako su koli¢nici A i B prirodni brojevi, onda je 2a4b djeljivs 15, a 3c8d djeljiv s 18. 1BOD
Kako je 15 =5 -3, broj 2a4b mora biti djeljivis5is 3. 1 BOD

Zbog djeljivosti s 5 znamenka b moze biti 0 ili 5.
Za b =0, zbog djeljivosti s 3, znamenka a moze biti 0, 3, 6, 9.

Dakle, broj moze biti 2040, 2340, 2640, 2940. 1BOD
Za b =5, zbog djeljivosti s 3, znamenka a moze biti 1, 4, 7.
Broj moze biti 2145, 2445, 2745. 1 BOD

(Napomena: Ucenik ne mora ispisivati sve brojeve. Ako iz napisanih vrijednosti znamenaka
zakljuci da je najmanji broj 2040, takvo rjeSenje bodovati s maksimalna 3 BODA.)

Kako je 18 =2 -9, broj 3c8d mora biti djeljivis2is9. 1 BOD
Zbog djeljivosti s 2 znamenka d moze biti 0, 2, 4, 6, 8,

a onda je, zbog djeljivosti s 9, znamenka ¢ (redom) 7, 5, 3, 1, 8.

Broj moze biti 3780, 3582, 3384, 3186, 3888. 2 BODA
(Napomena: Ni ovdje uéenik ne mora ispisivati sve brojeve. Ako iz napisanih vrijednosti
znamenaka zakljuci da je najveci broj 3888, takvo rjeSenje bodovati s (nova) maksimalna 3 BODA.)

Najmanji moguci broj A dobit ¢emo ukoliko najmanji broj oblika 2a4b djeljiv s 15 podijelimo s 15,
a najve¢i moguci broj B ukoliko najveci broj oblika 3c8d djeljiv s 18 podijelimo s 18.

A=2040:15=136 1BOD
B =3888:18=216 1BOD
Trazeni zbroj iznosi A + B = 136 + 216 = 352. 1BOD

............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

3. Zadatak mozemo rijesiti pomoc¢u Vennovog dijagrama.
Kako 5 ucenika uopce ne voli sladoled,
broj ucenika koje trebamo rasporediti u skupove je 97 — 5 = 92 ucenika. 1BOD
Podatak da 9 uéenika voli sva tri okusa smjestimo u presjek sva tri skupa. 1 BOD
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Nakon toga rasporedimo one koji su se odlucili za dva omiljena okusa sladoleda.

Znamo da 25 ucenika voli sladoled od ¢okolade i vanilije. Od tih 25 ucenika, njih 9 voli sva tri
okusa, pa zaklju¢ujemo da preostalih 25 — 9 = 16 voli sladoled od ¢okolade i vanilije. 1 BOD
Kako 16 ucenika voli sladoled od vanilije i jagode, a 9 ih voli sva tri okusa,

zakljucujemo da preostalih 16 —9 = 7 voli sladoled od vanilije i jagode. 1BOD
Buduéi da 17 ucenika voli sladoled od ¢okolade i jagode, a kako ih 9 voli sva tri okusa,
zakljucujemo da preostalih 17 — 9 = 8 voli sladoled od ¢okolade i jagode. 1 BOD
Dobivene brojeve upiSemo u Vennov dijagram.

25-9=16

— 17-9=-8

Broj ucenika koji voli samo sladoled od vanilije ozna¢imo s X.
Prema uvjetima zadatka tada je i broj ucenika koji vole samo sladoled od jagode jednak boju X, a
broj uc¢enika koji vole samo sladoled od ¢okolade je 2x. 1 BOD

25-9=16

C
~ 17_9-8
J
1z grafickog prikaza vidimo da vrijedi:
X+X+2x+7+9+8+16=92 2 BODA
4x +40=92
4x =52
x=13
Broj ucenika koji vole samo sladoled od vanilije je 13. 2 BODA

(Napomena: Ukoliko u¢enik umjesto jednadzbe koristi graficki prikaz za odredivanje nepoznate

veli¢ine, bodovati u skladu s predloZzenim rjeSenjem.)
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
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4. Prvi na¢in:
Zadatak rjeSavamo unazad, odnosno promatramo iznos kuna nakon sto je Ana dala kune Ivanu i Maji.
U tom trenutku Ivan ima dva puta vise novca od Ane, a Maja tri puta vise od Ane.
Ako iznos Aninog novca ozna¢imo s X, tada oni imaju:

Ana ....xkn

Ivan ... 2x kn

Maja ... 3x kn 1BOD
Zajedno je to 6x kuna. 1BOD
Iz 6x = 432, 1 BOD
izraCuna se

X =432 :6=72kune. 1 BOD
U tom trenutku, Ana ima 72 kune, Ivan 144 kuna, a Maja 216 kuna. 3 BODA
Budu¢i da je Ana dala Ivanu 18, a Maji 43 kn, na pocetku je imala

72 + 18 + 43 = 133 kune. 1 BOD
Ivan je imao 144 — 18 = 126 kuna. 1BOD
Maja je imala 216 — 43 = 173 kune. 1BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nadin:

Neka je A iznos Aninog novca, | lvanovog, a M Majinog novca.

Kad bi Ana dala Ivanu 18 kn, a Maji 43 kn, imala bi (A — 61) kn.

Ivan bi imao (I + 18) kn, i vrijedilo bi:

I+18=2"-(A-61), odnosno 1 BOD
[+18=2-A-122,

[=2-A-122-18

I[=2-A-140. 1BOD
Nakon $to dobije novac od Ane, Maja bi imala (M + 43) kune, te vrijedi:
M +43 =3 - (A -61), odnosho 1 BOD

M+43=3-A-3-61
M+43=3-A-183
M=3-A-183-43

M=3"-A-226. 1 BOD
Svi zajedno imaju 432 kune, tj. A+ 1+ M = 432.
A+(2-A-140)+ (3 - A—226) =432 1 BOD

6 - A—140—-226 =432
6 A=432+140 + 226

6-A=798

A=798:6

A =133 3 BODA
Tada je:

1=2-A-140=2-133-140=126 1BOD
M=3-A-226=3-133-226=173 1BOD

Ana ima 133 kune, Ivan 126 kuna, a Maja 173 kune.
............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

5. Stranicu kvadrata ozna¢imo s a, a povrsinu lika s P.
Podijelimo dobiveni lik na tri dijela ¢ije su povrSine P1, P2 i Ps.
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|
9 cm P P
|
|
e
a Py
21 cm
Povrsina Py iznosi P; =21 ¢cm - 9 cm = 189 cm?. 2 BODA
Tada je P2 + P3 = P — P; = 369 cm? — 189 cm? = 180 cm?, 2 BODA
Vrijedi:
P, =21a,
P;=9a, paje
P, + P; = 21a + 9a = 30a. 2 BODA
Iz 30a = 180 izracuna se
a=180:30=6¢cm. 2 BODA
Povrsina kvadrata iznosi 36 cm?. 2 BODA

............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA



ZUPANIJSKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
4. ozujka 2020.

6. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1 (1 f+13-1—3j: (1l+£):18£ -
25 511 11) 7274
:(E.LZ.Z_EJ; (LE)E 1BOD
25 511 11)\274) 3

(2,89 3173 3BODA
5 55 11) (4 55
=@ : 2L 3 BODA
55 220
56 220
55 21
= 32 = 10E 2 BODA
3 3
Najveci prirodni broj manji od vrijednosti zadanog izraza je 10. 1 BOD
............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
2. Uz oznake:

|ABAC| =, |4CBA| =41 |4ACB| =7,
najmanji kut trokuta AABC je « , zatim je y =a +20°, a najveci je [ = 2-(a + 20°) =20 +40°.

2 BODA
1z o + B+ y =180° dobivamo jednadzbu:
a+a+20°+2a+40°=180°
4o =120°
a=30°
Slijedi:
7 =30°+20° =50°
B =20 +40°=100° 3 BODA
Skica:
C
D
@ Y

A

B 1BOD
Trokut ABCD je jednakokragan, pa vrijedi da je |[DC| =|DB|. 2 BODA
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U trokutu AABD je kut nasuprot stranici AD veéi od kuta nasuprot stranici DB, pa je |DB|<|AD],
aiz toga slijedi da je |DC|<|AD|. 2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ako je uc¢enik samo napisao koja je stranica manja, bez jasnog obrazlozenja, takav
odgovor nosi 1 BOD.

3. U pravokutniku ABCD oznatimo |AB|=a i |[BC|=b.

Kako je Sirina pravokutnika % duljine pravokutnika, vrijedi b = %a, odnosno a=4b.

Tada je povrsina pravokutnika Py, =ab=4b-b. 1BOD
Tada vrijedi:

4b-b=144,

b-b=36,

b=6 cm, odnosno a =24 cm. 1 BOD

Kako su osjencani Cetverokuti sukladni, odredimo povrsSinu jednog od njih. Oznacimo taj ¢etverokut
s MNED.

D N

M

Povrsina tog Cetverokuta jednaka je razlici povrsina dvaju trokuta, tj.

PMNED = PMND - PEND : 1BOD

D K N

M

Oznacimo s MK visinu trokuta AMND.

Kako je duljina stranice ND trecina duljine stranice a pravokutnika, a duljina visine MK je Sirina
pravokutnika ABCD, vrijedi:

|ND|=%-24=80m, 1 BOD
|MK| =6 cmi 1 BOD
Punp szs;;zz‘l cm?. 1 BOD
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E

Ozna¢imo s EH visinu trokuta AEND.

Kako tocka E pripada simetrali stranice BC odnosno AD , onda je duljina duzine EH polovina
Sirine pravokutnika ABCD, tj.

|EH|=§=30m. 1 BOD
< da [NDJ-[EH| _8-3 2

To znaci da je Pgp = 5 T3 =12 cm”. 1BOD

Sada je Pyen = Puno — Penp =24 —-12=12 cm?® pa je 1BOD

ukupna osjen¢ana povrsina 3-12 =36 cm?. 1 BOD

............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Za odredivanje povrSine AEND moze se koristiti ¢injenica da trokuti AEND i AMND
imaju zajednicku osnovicu ND , a za duljine odgovarajucih visina vrijedi
|MK|:|AD|,|EH|:%|AD| pa je |EH|:%|MK|.

Stoga vrijedi: Peyp = % Punp = 2—24 =12 cm?,

. Oznac¢imo iznos Josipovog novca s J, Markovog s M, Franjinog s F i Lukinog s L.

Vrijedi:

M+F+L=85kn

J+F+L=90kn

J+M+L=88kn

J+M+F=94kn 2 BODA
Zbrajanjem svih jednakosti dobije se:

3-(J+M+F+L)=357kn, odnosno 2 BODA
J+M+F+L=119kn 1 BOD
Sad se lako izra¢una da Josip ima 119 — 85 = 34 kn, 1 BOD
Marko 119 — 90 = 29 kn, 1 BOD
Franjo 119 — 88 = 31 kn 1BOD
i Luka 119 — 94 = 25 kn. 1 BOD
Tocan iznos za plac¢anje racuna imaju Franjo i Luka. 1 BOD

............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

. Oznacimo s x planiranu svotu zarade.

Tada je zarada poduzeca X +%X . gx : 1 BOD

.1 . 23
Poduzece dijeli e zaradene svote, pa mora ostati 2 zaradene svote.

Dakle, ostaje §-§x=§x. 2 BODA
24 7 21

% X je za jedan milijun veéi iznos od planirane svote, pa vrijedi g X =X+1000000.

Dalje slijedi da je:
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3x:1000 000, 2 BODA
21

2
x=1000000:—,

21

21
x=1000000- > =10500000 kn.
Planirana svota iznosi 10 500 000 kuna. 2 BODA
Svota za podjelu zaposlenicima iznosi 2—14 g -10500 000 =500 000 kn. 2 BODA

Broj zaposlenika tog poduzeca dobivamo dijele¢i ukupnu svotu podijeljenu svim zaposlenicima
iznosom od 12 500 kuna (iznosom kojeg je dobio svaki zaposlenik), tj. 500 000 : 12 500 = 40.

Poduzeée ima 40 zaposlenika. 1 BOD
UKUPNO 10 BODOVA
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4. ozujka 2020.

7. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi nadin:
Velika kazaljka opise puni krug (360°) za jedan sat pa u jednoj minuti opiSe luk od

360°: 60 = 6°. 1BOD
Mala kazaljka opise puni krug (360°) za 12 sati pa u jednoj minuti opise luk od

360°: (60 - 12) = 0.5°. 1BOD
AKo s x ozna¢imo minute od 18 sati do Dorinog izlaska onda je do tada velika kazaljka opisala (6X)°,
a mala (0.5x)°. 1BOD
Vrijedi 110° = 180° — (6x)° + (0.5x)° 1BOD
Dakle, od 18 sati do Dorinog izlaska je proslo x :121§1 minuta. 1BOD
AKo s y ozna¢imo minute od 18 sati do Dorinog ulaska u ku¢u onda je do tada velika kazaljka opisala
(6y)°, a mala (0.5y)°. 1BOD
Vrijedi 110° = (6y)° — 180° — (0.5y)°. 1BOD
Dakle, od 18 sati do Dorinog povratka ku¢i je proslo y = 521§1 minuta. 1BOD
522—12§=40 1BOD

11 11
Od Dorinog izlaska do povratka u kucu proteklo je 40 minuta. 1BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nacin:
Velika kazaljka opise puni krug (360°) za jedan sat pa u jednoj minuti opise luk od

360°: 60 = 6°. 1BOD
Mala kazaljka opise puni krug (360°) za 12 sati pa u jednoj minuti opise luk od

360°: (60 - 12) = 0.5°. 1BOD
Ako s x ozna¢imo minute od 18 sati do Dorinog izlaska onda je do tada velika kazaljka opisala (6x)°,
a mala (0.5x)°, pa je razlika opisanog kuta bila (6x)° — (0.5x)° = (5.5x)°. 1BOD
Vrijedi 180°— 110° = (5.5x)°. 1BOD
Dakle, od 18 sati do Dorinog izlaska je proslo X :12% minuta. 1BOD
Ako sy ozna¢imo minute od 18 sati do Dorinog ulaska u ku¢u onda je do tada velika kazaljka opisala
(6y)°, a mala (0.5y)°, pa je razlika opisanog kuta bila (6y)° — (0.5y)° = (5.5y)°. 1BOD
Vrijedi 180° + 110°= (5.5y)°. 1BOD
Dakle, od 18 sati do Dorinog povratka kuci je proslo y = 52% minuta. 1BOD
522—123:40 1BOD

11 11
Od Dorinog izlaska do povratka u kucu proteklo je 40 minuta. 1BOD

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
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2. Oznac¢imo s X;, X, I X, dio livade koji ¢e u jednoj minuti pokositi Dinko, Hinko i Vinko redom.
Tada je:

1
+X, =— 1BOD
X +X 36
1
Xy +Xg =— 1BOD
45
X; + —i 1BOD
3t X% 50
Zbrajanjem svih jednadzbi dobivamo
1 1
2(X + X, + X;)=—, 0dnosSN0 X, + X, + X, = — . 1BOD
(% + X +X3) 15 XEX+X 30
Sada je
_t 1 1 1BOD
30 45 90
=t t_1 1BOD
30 60 60
ot Lt 1 1BOD
30 36 180
Dakle, za pokositi cijelu livadu Dinku je potrebno 90, Hinku 60, a Vinku 180 minuta. 1BOD
Svatko od njih ¢e pokositi tre¢inu livade, pa ¢e Dinku za to trebati 30, Hinku 20, a Vinku 60 minuta.
2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

3. Neka je x broj kilograma riZe prve klase koju je prodava¢ uzeo.

No, onda je prodavac uzeo 2x kg rize druge klase 1BOD
i (x +0.8) kg rize trece klase. 1BOD
Pojedina¢na masa slomljenih zrna je redom:

u 1. vre¢i 0.006-x kg, 1BOD
u 2. vre¢i 0.015-2x kg, 1BOD
u 3. vrec¢i 0.08-(x+0.8) kg, 1BOD
a usmjesi 0.033-(x+2x+x+0.8). 1BOD
Vrijedi:

0.006x +0.015- 2x+0.08- (x +0.8) =0.033-(4x +0.8) 1BOD
0.132x — 0.116x = 0.064 — 0.0264 1BOD
0.016x = 0.0376

X = 2.35kg 1BOD
Iz vrece s prvom klasom rize prodavac je uzeo 2.35 kg rize. 1BOD

............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nadin:
Neka je x broj kilograma riZe prve klase koju je prodavaé uzeo.

No, onda je prodavac uzeo 2x kg rize druge klase 1BOD
i (x + 0.8) kg rize trece klase. 1BOD
Pojedinacna masa Citavih zrna je redom:

ul.vre¢i 0.994-x kg, 1BOD
u 2. vreéi 0.985-2x kg, 1BOD
u 3. vre¢i 0.92-(x+ 0.8) kg, 1BOD
a usmjesi 0.967-(x+2x+x+0.8) kg. 1BOD
Vrijedi:

0.994x+0.985-2x+0.92-(x+0.8) =0.967 - (4x+0.8) 1BOD



Zupanijsko natjecanje, 7. razred

3.884x —3.868x = 0.7736 — 0.736 1BOD
0.016x = 0.0376

x =2.35 kg 1BOD
Iz vre¢e s prvom klasom rize prodavac je uzeo 2.35 kg rize. 1BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

. Prvi nadin:
Skica: 1BOD

Neka je |AB|=a, |BC|=b.

Dijagonale paralelograma se raspolavljaju, pa mozemo oznaciti

|SB|=|SD|=x i [SA|=|SC|=Yy.

Ako je opseg trokuta ACDS za 5.6 cm manji od opsega trokuta ABCS, vrijedi jednakost

X+y+b=x+y+a+5.6, 1BOD
tji. b=a+5.6. 1 BOD
Razmjer |BM| :{|[MC|=7 :4 moZemo zapisati kao |BM|=7k, [MC|=4k , pa je
b=|BM|+|MC|=11k . 1BOD
Oznagimo li |/BAD| =2« onda je |/BAM|=a, jer je AM simetrala kuta ~/BAD .

Susjedni kutovi u paralelogramu su suplementarni, pa je |4MBA| =180° -2« . 1BOD
Iz navedenog slijedi da je mjera treceg kuta AABM, |AAMB| =c.

Stoga je AABM jednakokragan s duljinama krakova |AB|=|BM|=a =7k . 1BOD
Uvrstavanjem u jednakost b =a + 5.6 dobijemo 11k =7k + 5.6, tj. k=1.4. 1 BOD
Slijedi:

a=7k=9.8cm, 1 BOD
b=11k=15.4cm. 1 BOD
Opseg paralelograma ABCD je

0=2a+2b=19.6 +30.8=50.4cm. 1 BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
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Drugi nacin:
Skica: 1 BOD

A B
Neka je |AB|=a, |BC|=b.
Dijagonale paralelograma se raspolavljaju, pa mozemo oznaciti
|SB|=|SD|=x i |[SA/=|SC|=Yy .
Ako je opseg trokuta ACDS za 5.6 cm manji od opsega trokuta ABCS, vrijedi jednakost

X+y+b=x+y+a+5.6, 1BOD

ti. b=a+56. 1 BOD

Razmjer |[BM| :|[MC|=7 :4 mozemo zapisati kao |[BM | =111b, IMC| :%b. 1 BOD

Oznatimo li | /BAD| =2« onda je | /BAM|=«, jer je AM simetrala kuta /BAD .

Susjedni kutovi u paralelogramu su suplementarni, pa je |<MBA =180° -2« . 1 BOD

Iz navedenog slijedi da je mjera treceg kuta AABM, |4AMB| =a.

Stoga je AABM jednakokracan s duljinama krakova |AB| =|BM| =a. 1BOD

Kako je |[BM| = b, slijedi a=--b. 1 BOD

11 11

Uvrstavanjem u jednakost b =a + 5.6 dobijemo b :ib+ 5.6, odnosno b =15.4cm. 1 BOD
- 7 7

Slijedi a=—b=—:15.4=9.8 cm. 1BOD

11 11

Opseg paralelograma ABCD je
0=2a+2b=19.6 +30.8=50.4cm. 1BOD
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

5. Na kuglicama su svi prirodni brojevi b <10 000, pa ¢emo prebrojati jednoznamenkaste,

dvoznamenkaste, troznamenkaste, ¢etveroznamenkaste i peteroznamenkaste brojeve s trazenim
svojstvom.
Broj je djeljiv s 5 ako mu je znamenka jedinica 5 ili 0.

a) Ako je 1<b <9, onda samo broj 5 zadovoljava uvjete pa imamo samo 1 jednoznamenkasti broj s
traZzenim svojstvom. 1 BOD

b) Ako je 10<b <99, onda je b=xO0 ili b=x5. Ako je broj dvoznamenkast, onda je x =0, a kako
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znamenke moraju biti razlic¢ite, dvoznamenkastih brojeva oblika x0 ima 9, 1BOD

a dvoznamenkastih brojeva oblika X5 ima 8. 1BOD
Ukupno je 17 dvoznamenkastih brojeva koji ispunjavaju zadane uvjete.

c) Ako je 100<b <999, onda je b=xy0 ili b=xy5.
Za troznamenkaste brojeve oblika xy0 stoticu biramo iz skupa {1....,9}, adeseticuiz skupa {1,...,9}

bez odabrane znamenke stotica, pa troznamenkastih brojeva oblika m koji ispunjavaju zadane
uvjete ima 9-8=72. 1BOD

Za troznamenkaste brojeve oblika xy5 stoticu biramo iz skupa {1,...,9} bez znamenke 5, a deseticu
iz skupa {0,1,...,9} bez znamenke 5 i odabrane znamenke stotica, pa troznamenkastih brojeva oblika
xy5 koji ispunjavaju zadane uvjete ima 8-8=64. 1 BOD
Ukupno je 72 + 64 = 136 troznamenkastih brojeva koji ispunjavaju zadane uvjete.

d) Ako je 1000<b <9999, onda je b=xyz0 ili b=xyz5.

Za &etveroznamenkaste brojeve oblika xyz0 tisucicu biramo iz skupa {1,...,9}, stoticu iz skupa
{1....,9} bez odabrane znamenke tisuéica, a deseticu iz skupa {1,...,9} bez odabranih znamenki

tisuéica i stotica pa Setveroznamenkastih brojeva oblika xyz0 koji ispunjavaju zadane uvjete ima
9-8-7=504. 1BOD
Analogno, za Getveroznamenkaste brojeve oblika xyz5 tisucicu biramo iz skupa {1.. .,9} bez
znamenke 5, stoticu iz skupa {0,1,...,9} bez znamenke 5 i odabrane znamenke tisucica, a deseticu iz
skupa {0,L...,9} bez znamenke 5 i odabranih znamenki tisu¢ica i stotica, pa ¢etveroznamenkastih

brojeva oblika xyz5 koji ispunjavaju zadane uvjete ima 8-8-7 =448.. 1BOD
Ukupno je 504 + 448 = 952 ¢etveroznamenkastih brojeva Koji ispunjavaju zadane uvjete.

e) Jedini peteroznamenkasti broj 10 000 ne zadovoljava uvjete zadatka. 1 BOD
Dakle, povoljnih ishoda dogadajaje 1 + 9 + 8 + 72 + 64 + 504 + 448 = 1 106, 1BOD
pa je vjerojatnost da je od mogucih 10 000 kuglica izvu¢ena kuglica s trazenim svojstvom jednaka

1106 553

p=——"=—"""-0.1106=11.06%. 1BOD
10000 5000

Napomena: Vjerojatnost moze biti izraZzena u bilo kojem od navedenih oblika zapisa.
.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
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8. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi nadin:
Neka je x prvi u nizu 50 uzastopnih parnih prirodnih brojeva.

1. broj X

2. broj X+2

3. broj X+4

50. broj X +98

Aritmeticka sredina tog niza parnih brojeva iznosi:

x+x+2+x+4+~--+x+98:50x+50-49 1 BOD

50 50
=X+ 49. 1 BOD

Neka je y prvi u nizu 41 uzastopnih neparnih prirodnih brojeva.

1. broj y

2. broj y+2

3. broj y+4

41. broj y +80

Aritmeticka sredina tog niza neparnih brojeva iznosi:

y+y+2+y+4+--~+y+80241y+41-40 1 BOD

41 41
=y + 40. 1 BOD

Kako su aritmeti¢ke sredine jednake, slijedi X + 49 =y + 40, odnosno x + 9 =y. 1 BOD
Najveci paran broj u nizu parnih brojeva je x + 98, a srednji po veli¢ini neparan broj u nizu neparnih
brojeva je y + 40. 1BOD
Razlika kvadrata tih brojeva iznosi 7 595:

(x+98)° —(y+40)° =7595, odnosno

(x+98)° —(x+49)* =7595. 1BOD
Dalje je:

(x + 98 + x +49)(x +98 — x — 49) = 7 595,

(2x + 147) - 49 =7 595,

(Napomena 1: Umjesto rastavom razlike kvadrata moze i kvadriranjem:

X2 +196X +9 604 — (x* +98x + 2 401) =7 595 .)

98x + 7 203 = 7 595.
Rjesavanjem jednadzbe dobivamo X = 4. 1BOD
Daljejey =x+9=13. 1 BOD
Parni brojevi su 4, 6, 8, 10, ... ,1001 102, a neparni 13, 15,17, 19, ... ,91193. 1 BOD

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 2: To¢no odredena aritmeticka sredina (parnih ili neparnih brojeva) na bilo koji nacin nosi
2 BODA.
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Drugi nadin:
Neka je 2n prvi u nizu 50 uzastopnih parnih prirodnih brojeva, ne N .

1. broj 2n

2. broj 2n + 2
3. broj 2n+4
50 broj 2n + 98

Aritmeticka sredina tog niza parnih brojeva iznosi:
2n+2n+2+2n+4+---+2n+98 100n+50-49

1 BOD
50 50
=2n+49. 1 BOD
Neka je 2k + 1 prvi u nizu 41 uzastopnih neparnih prirodnih brojeva, k e N .
1. broj 2k+1
2. broj 2k + 3
3. broj 2k +5
41. broj 2k + 81
Aritmeticka sredina tog niza neparnih brojeva iznosi:
2k +1+2k +3+2k +5+---+2k +81 82k +41-41
= 1BOD
41 41
=2k +41. 1BOD
Kako su aritmeticke sredine jednake, slijedi 2n + 49 = 2k + 41, odnosno n + 4 = k. 1 BOD
Najveci paran broj u nizu parnih brojeva je 2n + 98, a srednji po veli¢ini neparan broj u nizu neparnih
brojeva je 2k + 41. 1BOD
Razlika kvadrata tih brojeva iznosi 7 595:
(2n+98)° —(2k +41)° = 7595, odnosno
(2n+98)° —(2n+49)* =7595. 1BOD
Dalje je:
(2n + 98 + 2n +49)(2n +98 — 2n — 49) = 7 595,
(4n+ 147) - 49 =7 595,
(Napomena 1: Umjesto rastavom razlike kvadrata moze i kvadriranjem:
4n? +392n+9 604 — (4n? +196n + 2 401) =7 595, )
196n + 7 203 = 7595.
Rjesavanjem jednadzbe dobivamo n = 2. 1 BOD
Daljejek=n+4=6. 1BOD
Parni brojevi su 4, 6, 8, 10, ... ,1001 102, a neparni 13, 15,17, 19, ..., 911 93. 1 BOD

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 2: To¢no odredena aritmeticka sredina (parnih ili neparnih brojeva) na bilo koji nacin nosi
2 BODA.

2. Prvi nacin:
Neka je, nakon bacanja kocke tri puta, ishod prikazan uredenom trojkom (a, b, c).
Broj svih uredenih trojki (svih ishoda) iznosi 6 - 6 - 6 =216. 2 BODA
UmnoZak a - b - ¢ videkratnik je broja 10, tj. umnozak je oblika 10k, k {12,...,21}.
Visekratnici 70, 110, 130, 140, 170, 190 i 210 ne mogu biti trazeni umnosci jer na stranama kocke ne
postoje brojevi 7, 11, 13, 171 19.
Visekratnici 160 1 200 se ne mogu posti¢i bacanjem kocke tri puta.
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Dakle, traZzeni umnoSci mogu biti 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 90, 100, 120, 150 i 180. 1 BOD
Ako su brojevi na kockama razli¢iti, tada imamo 6 moguénosti tj. 6 razlicitih uredenih trojki
(npr.10=1-2-5=1-5-2=2-1-5=2-5-1=5-1-2=5-2"-1).

Ako su dva broja na kockama jednaka, tada imamo 3 moguénosti tj. 3 razli¢ite uredene trojke
(npr.20=2-2-5=2-5-2=5-2-2).

Tri broja na kockama ne mogu biti jednaka, a da umnozak bude visekratnik broja 10.

Popis svih mogucih dobrih rastava i broja moguénosti za svaki od njih dani su u tablici.

Potpuno popisani svi moguci rastavi, njih 15, neovisno o tome je li dobro izracunat broj mogucnosti za

te rastave. 1BOD
umnozak brojevi na dva broja na
kockama su kockama su
razliciti jednaka
10 (1,2,5) 6 moguénosti
20 (1,4,5) 6 mogucénosti (2,2,5) 3 mogucénosti
30 (1,5, 6) 6 moguénosti
(2,3,5) 6 moguénosti
40 (2,4,5) 6 mogucénosti
50 (2,5,5) 3 moguénosti
60 (2,5, 6) 6 moguénosti
(3,4,5) 6 moguénosti
80 (4,4,5) 3 moguénosti
90 (3,5, 6) 6 moguénosti
100 (4,5, 5) 3 moguénosti
120 (4,5, 6) 6 moguénosti
150 (5, 5, 6) 3 moguénosti
180 (5, 6, 6) 3 moguénosti
ukupno 54 mogucénosti 18 moguénosti
3 BODA 2 BODA
Broj povoljnih trojki (povoljnih ishoda) je 72.
Vjerojatnost iznosi p=——-= 1 . 1BOD
216 3

.................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1:
Uceniku treba priznati 2 BODA i ako je za broj svih uredenih trojki (svih ishoda) samo zapisano
6:6-6.

Napomena 2:

Za prebrojavanje mogucénosti za sve moguce rastave predvideno je 5 BODOVA.

Ako ucenik nije popisao sve moguce rastave ili nije to¢no prebrojao sve mogucnosti, parcijalne bodove
treba dodijeliti na nacin da se za svaka 3 dobro napisana rastava i prebrojane mogucnosti za te rastave
dobiva po 1 BOD.

Drugi nacin:
Neka je, nakon bacanja kocke tri puta, ishod prikazan uredenom trojkom (a, b, c).

Broj svih uredenih trojki (svih ishoda) iznosi 6 - 6 - 6 =216. 2 BODA
Umnozak a - b - ¢ je djeljiv s 10 ako i samo ako je jedan od dobivenih brojeva jednak 5 i jedan od
preostala dva broja paran (tj. jednak 2, 4 ili 6). 1BOD
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Broj povoljnih slu¢ajeva dobit ¢emo zbrajanjem mogucnosti dobivanja:

a) jedne petice i dva parna broja,

b) jedne petice, jednog parnog broja i jednog neparnog broja koji nije 5,

c) jednog parnog broja i dvije petice.

Pod a) za svaki parni broj imamo po 3 moguénosti, a kako 5 moze biti bilo koji od brojeva a, b, ¢, ovdje

imamo 3% - 3 =27 moguénosti. 2 BODA
Pod b) parni broj biramo na 3 naéina, a neparni na 2, a broj rasporeda (permutacija) je 6, $to daje
326 =36 mogucnosti. 2 BODA
Pod c) parni broj je jedan od brojeva 2, 4 ili 6 (to su 3 mogucnosti), a kako taj broj moze biti bilo koji
od brojeva a, b, ¢, imamo ukupno 3 - 3 = 9 moguénosti. 2 BODA
Broj povoljnih ishoda je 72.
Dakle, vjerojatnost iznosi p = 12 = 1 . 1BOD
216 3

.................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Treéi nacin:

Neka je, nakon bacanja kocke tri puta, ishod prikazan uredenom trojkom (a, b, c).

Broj svih uredenih trojki (svih ishoda) iznosi 6 - 6 - 6 =216. 2 BODA
Prebrojat ¢emo slucajeve kada umnozak a - b - ¢ nije djeljiv s 10. To ¢e se dogoditi ako nijedan od
brojeva nije djeljiv s 5 i ako nijedan nije paran, odnosno ako

a) nijednom nije pao broj 5, a takvih je 5 - 5 - 5 = 125 moguénosti (na raspolaganju su samo brojevi

1,2,3,4i6), 2 BODA
b) nijednom nije pao parni broj, sto daje 3 - 3 - 3 = 27 mogucénosti (jer je pri svakom bacanju kocke pao
neki od brojeva 1, 3ili 5). 2 BODA

Medutim, pod a) i b) dvostruko brojimo situacije kada nije pao ni broj 5 niti paran broj (kao $to je npr.
slucaja =1, b =3, c = 1). Takvih slu¢ajeva ima 2 - 2 - 2 = 8 (jer su na raspolaganju samo brojevi 1 i 3).
Od zbroja brojeva mogucénosti pod a) i b) treba oduzeti broj moguénosti koje smo dvostruko brojali,

dakle, postoje 125 + 27 — 8 = 144 moguénosti da umnozak NE bude djeljiv s 10. 2 BODA

Zato je u 216 — 144 = 72 slucaja umnozak djeljiv sa 10. 1 BOD

Dakle, vjerojatnost iznosi p = 12 = 1 . 1 BOD
216 3

.................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

3. Prvi nadin:

B

Trokut ADEC je jednakostranican trokut, pa je |4EDC| = |4CED| = |4DCE| =60°.

Kutovi ZEDC i ZADN su vr$ni kutovi, pa je | ZEDC|=|ZADN|=60°.

Trokut AAND je pravokutan trokut i | ZADN|=60°, pa je | ZNAD|=30°.

Pravac AD je simetrala kuta ZNAC i |/NAD|=|~/DAC|=30°, pa je |/NAC|=60°. 1 BOD
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Trokut AANC je pravokutan trokut i | Z/NAC|=60°, pa je | ZACN|=30°.

|Z<ACN|=30° i | /DCE|=60°, pa je | Z/ACB|=90°. 1 BOD
Dakle, trokut AABC je pravokutan trokut. Slijedi da je |ACBA| =30°. 1BOD
Neka je stranica jednakostrani¢nog trokuta ADEC duljine x.

Povrsina trokuta ADEC je 43 cm?, pa je XIZ\/§ =43 cm2.

Rje§avanjemjecgladibe slijedi da je x =4 cm. 1 BOD

B
Dva kuta (uz stranicu AC) u trokutu AADC su veli¢ine 30°, pa je trokut AADC jednakokracan trokut s
osnovicom AC.

Duzina CF je kateta pravokutnog trokuta ACFD (odnosno visina jednakostrani¢nog trokuta stranice
duljine x), pa je

|CF|=g\/§=2\/§ cm. 1BOD

Slijedi da je |AC| = 2|CF|=4+/3 cm. 1BOD

Dva kuta (uz stranicu AB) u trokutu AABE su veligine 30°, pa je trokut AABE jednakokracan trokut s
osnovicom AB.

Dakle, slijedi da je |BE|=|AE|=2x=8 cm. 1 BOD
Zato je |BC|=|BE|+|EC| =12 cm. 1 BOD
Duljine kateta trokuta AABC su 12 cm i 43 cm, 1BOD
pa je njegova povrSina P = 12 ;Jg =243 cm2. 1 BOD

................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Duljina duzine CF moze se izradunati i izradunom duljine duzine DF i potom
primjenom Pitagorinog poucka na trokut ACFD.
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Drugi nacin:

B

Trokut ADEC je jednakostrani¢an trokut, pa je |4EDC| = |4CED| = |4DCE| =60°.
Kutovi ZEDC i ZADN su vr$ni kutovi, pa je | ZEDC|=|ZADN|=60°.

Trokut AAND je pravokutan trokut i | ZADN|=60°, pa je | ZNAD|=30°.

Pravac AD je simetrala kuta Z/NAC i |/NAD|=|£DAC|=30°, pa je |Z/NAC|=60°. 1 BOD
Trokut AANC je pravokutan trokut i | /NAC|=60°, pa je | ZACN|=30°.

| ZACN|=30° i | ~DCE| =60°, pa je |/ACB|=90°. 1BOD
Dakle, trokut AABC je pravokutan trokut. Slijedi da je |/CBA|=30°. 1 BOD

Neka je stranica jednakostrani¢nog trokuta ADEC duljine x.
2
Povrsina trokuta ADEC je 43 cm?, pa je XZ\@ =43 cm2.
Rjesavanjem jednadzbe slijedi da je x =4 cm. 1 BOD

Dva kuta (uz stranicu E) u trokutu AADC su veli¢ine 30°, pa je trokut AADC jednakokra¢an trokut s
osnovicom AC, odakle slijedi da je |AD|=|CD|=x . Kako je DN Kkateta pravokutnog trokuta AAND

nasuprot kutu veli¢ine 30°, onda je |DN| jednaka polovini duljine stranice x jednakostrani¢nog trokuta.
|DN|:§:2 cm, 1BOD

odnosno |CN|=|CD|+|DN|=6 cm. 1 BOD
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A N B
Trokut ACAN je pravokutan trokut, pri ¢emu je kateta CN nasuprot kutu veli¢ine 60° (odnosno visina

jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom AC ), paje

|CN|=@J§,U. |Ac|=%-6=4J§ cm. 1BOD

Trokut ACNB je pravokutan trokut, pri ¢emu je kateta CN nasuprot kutu veli¢ine 30° (polovina

stranice jednakostrani¢nog trokuta), pa je |BC| = 2|CN| =12 cm. 1 BOD
Duljine kateta trokuta AABC su 12 cm i 443 cm, 1 BOD
pa je njegova povrSina P = 12 ;ﬁ = 24«/§ cm2, 1 BOD

................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
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Treéi nadin:

B

Trokut ADEC je jednakostrani¢an trokut, pa je |4EDC| = |4CED| = |4DCE| =60°.
Kutovi ZEDC i ZADN su vr$ni kutovi, pa je | ZEDC|=|ZADN|=60°.
Trokut AAND je pravokutan trokut i | ZADN|=60°, pa je |<NAD|=30°.

Pravac AD je simetrala kuta Z/NAC i |/NAD|=|£DAC|=30°, pa je |Z/NAC|=60°. 1 BOD
Trokut AANC je pravokutan trokut i | /NAC|=60°, pa je | ZACN|=30°.

| ZACN|=30° i | ~DCE| =60°, pa je |/ACB|=90°. 1BOD
Dakle, trokut AABC je pravokutan trokut. Slijedi da je |/CBA|=30°. 1 BOD

Neka je stranica jednakostrani¢nog trokuta ADEC duljine x.
2
Povrsina trokuta ADEC je 43 cm?, pa je XZ\@ =43 cm2.
Rjesavanjem jednadzbe slijedi da je x =4 cm. 1 BOD

Er

(skica s docrtanim osnosimetri¢nim jednakostraniénim trokutima) 1 BOD
Trokuti ADEC i AD'DC su jednakostrani¢ni trokuti sa stranicom duljine X, a trokut AE'BE je
jednakostrani¢an trokut sa stranicom duljine 2X. 1BOD

(Napomena: Za taj 1 BOD dovoljno je to naznaciti na skici.)
Povrsina trokuta AABC jednaka je zbroju povrsina jednakostrani¢nih trokuta ADEC, AD'DC i AE'BE,
0dnosno za povrsinu P trokuta AABC vrijedi P =Py + Pypc + Pege - 2 BODA

2
Tada je P=2-4J§+%J§, 1 BOD

odnosno P = 8J§+16J§ )
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Povriina trokuta AABC je P =24+/3 cm2 1 BOD
................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

4. Prvi nacin:
A=nd+6n?+8n=nn?+6n+8) =nm?+6n+9-1)=n((n+3)2-1) = 1 BOD
=nn+3-1Dn+3+1)=n(n+2)(n+4) 1 BOD

a) Brojevi n,n + 2 i n + 4 daju razlicite ostatke pri dijeljenju s 3 pa je (to¢no) jedan od njih djeljiv s 3.
2 BODA
(Barem) jedan od faktora umnoska je djeljiv s 3 pa je i umnozak djeljiv s 3. 1 BOD

b) Ako je A djeljiv s 3is 32, tada je A djeljivs 96 (3 - 32 =96, 3 i 32 su relativno prosti brojevi).

1BOD
Pokazano je da je A djeljiv s 3 za svaki prirodni broj n. Treba pokazati za koje je prirodne brojeve n broj
A djeljiv s 32.
Ako je n neparan, faktori n,n + 2 i n + 4 su neparni, pa je A neparan i ne moze biti djeljiv s 32.

1BOD
Od tri uzastopna parna broja, barem jedan je djeljiv s 4.
Ako je ndjeljivs 4,tj. n = 4k, k € N, tada je
A =4k(4k + 2)(4k + 4) = 32k(2k + 1)(k + 1), pa je broj A djeljiv s 32. 1 BOD
Ako jen+2djeljivs4,tj.n+ 2 = 4k, k € N, tada je
A = (4k — 2)4k(4k + 2) = 16(2k — 1)k(2k + 1).
Ako je k neparan, tada su i faktori 2k — 1, 2k + 1 neparni, pa A nije djeljiv s 32. 1 BOD
Ako je k paran, tada je A djeljiv s 32. 1BOD
Prirodni brojevi n za koje je A djeljiv s 96 su svi brojevi oblika n = 4k, k € N i svi brojevi oblika
n =4k — 2,q9djeje k € N ik je paran broj.
i
Neka je k = 2m, m € N. Tada je n = 4k — 2 = 8m — 2. Broj n je prirodan broj koji pri dijeljenju s 8
daje ostatak 6.
Prirodni brojevi n za koje je A djeljiv s 96 su svi brojevi koji su djeljivi s 4 i svi brojevi koji pri
dijeljenju s 8 daju ostatak 6.
................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1:
Ako ugenik trinom n? + 6n + 8 rastavlja na faktore rjeSavanjem kvadratne jednadzbe
n? + 6n + 8 = 0, to¢an rastav zadanog broja A treba bodovati s 2 BODA.

Napomena 2:

Broj A moze se rastaviti i na sljedeéi nacin:
A=nd+6n?+8n=n3+4n’+2n2+8n=n*(n+4)+2n(n+4) = 1 BOD
=m*+2n)(n+4)=n(n+2)(n+4) 1BOD
Napomena 3:

U a) dijelu zadatka djeljivost brojem 3 moze se obrazloziti na sljedeéi nacin:
Broj n, s obzirom na djeljivost brojem 3, moze biti oblika 3k, 3k + 1 ili 3k + 2.

Nekajen = 3k, k € N. Tada je A = 3k(3k + 2)(3k + 4) pa je A djeljivs 3. 1BOD
Nekajen =3k + 1,k € Ny. Tadaje A = 3k +1)(3k+3)(3k+5) =3Bk +1)(k+1)(3k+5)
pa je A djeljiv s 3. 1 BOD
Nekajen =3k + 2,k € Ny. Tadaje A = 3k +2)(3k +4)(3k +6) =3Bk +2)(Bk +4)(k + 2)
pa je A djeljiv s 3. 1 BOD
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Drugi nacin:
A=n3+6n%+8n

a) S obzirom na djeljivost brojem 3, n moze biti oblika 3k, 3k + 1 ili 3k + 2.
Neka jen = 3k, k € N. Tadaje A = (3k)3 + 6(3k)? + 8- 3k = 27k3 + 54k? + 24k =
3(9k3 + 18k? + 8k) pa je A djeljivs 3.
ili A= (3k)®+6(3k)?+8-3k =27k3+ 54k? + 24k, svi su pribrojnici djeljivi s 3 pa je i zbroj
djeljiv s 3. 1 BOD
Nekajen=3k+ 1,k € N, TadajeAd= Bk +1)>+6(Bk+1)>+8-Bk+1)=27k3+81k? +
69k + 15 = 3(9k3 + 27k? + 23k + 5) pa je A djeljiv s 3.
ilid=GBk+1)3+63Bk+1)2+8-(3k+1)=27k3+81k? + 69k + 15, svi su pribrojnici djeljivi
s 3 pa je i zbroj djeljiv s 3. 1 BOD
Nekajen=3k+ 2,k € Ny. TadajeA= 3k +2)>+6(Bk+2)>+8- Bk +2)=27k3+
108k? + 132k + 48 = 3(9k3 + 36k? + 44k + 16) pa je A djeljivs 3.
ilid=Gk+2)3+63Bk+2)?+8-(3k+2)=27k3®+ 108k? + 132k + 48, svi su pribrojnici
djeljivi s 3 pa je i zbroj djeljiv s 3. 1 BOD

b) Ako je A djeljiv s 3 i s 32, tada je A djeljiv s 96 (3 - 32 = 96, 3 i 32 su relativno prosti brojevi).
1 BOD
Kako je 6n? + 8n paran broj, tada je A paran ako i samo ako je n3 paran, odnosno ako i samo ako je n
paran.
Dakle, ako je n neparan tada A nije djeljiv s 32. 1 BOD
Za parne brojeve n, promotrimo sljedece slucajeve:
Nekajen = 4k, k € N. Tadaje A = (4k)3 + 6(4k)? + 8- 4k = 32(2k3 + 3k? + k) pa je A djeljiv
s 32. 1 BOD
Nekajen =8k —2,k € N. Tadaje
A=(8k—-2)3+6(8k—2)2+8-(8k—2)
=8((4k)3—3-(4k)?>+ 3 -4k — 1) + 24((4k)?> — 8k + 1) + 16(4k — 1)
= 32(16k3 — k)
pa je A djeljiv s 32. 2 BODA
Nekajen =8k + 2,k € N,. Tadaje
A=Bk+2)3+6(8k+2)>+8-(8k+2)=
=8((4k)>+3-(4k)*> +3 -4k +1)+24((4k)> +8k+1) + 16(4k + 1) =
=32(16k% 4+ 24k?* + 11k + 1) + 16
pa A nije djeljiv s 32. 2 BODA
................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

5. Prvi nadin:

Vrijedi mn+2m-—2n—4+4+4=2020. 1 BOD
Nadalje je mn+2)—2(n+2)+4=2020, 1 BOD
odnosno (m—=2)(n+2)=2016. 1 BOD
Broj n + 2 je djelitelj broja 2 016. 1BOD
Rastavimo broj 2 016 na proste faktore: 2016 =2-2-2-2-2-3-3-7=25.32.7, 1 BOD
Svaki djelitelj broja 2 016 je oblika 2% - 3% - 7¢, gdje je

a€{0,1,2,3,4,5}, b €{0,1,2}, c € {0,1}. 1 BOD
Broj prirodnih djelitelja broja 2 016 jednak je 6 - 3 - 2 = 36. 2 BODA

Djelitelji broja 2 016 koji ne zadovoljavaju uvjete zadatka su brojevi 1 i 2 jer ako je

n+2=1in+ 2 = 2, tada n nije prirodan broj, a u ostalim je slu¢ajevima broj n prirodan

pa postoje 34 prirodna broja n koji zadovoljavaju uvjete zadatka. 1BOD
Za svaki takav n jednoznaé¢no je odreden prirodni broj m koji zadovoljava polaznu jednadzbu jer je ona

10
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2016

n+2
Dakle, postoje 34 uredena para (m, n) prirodnih brojeva zadovoljavaju jednadzbu
mn +2m —2n = 2 020. 1BOD
................................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

ekvivalentnas m=2+

Napomena: Ukoliko u¢enik zna da je broj djelitelja broja 2 016 = 25 - 32 - 7! jednak
G+1DR+1)(A+1)=6-3-2 =36, bodovati s 3 BODA.

Drugi nacin:

Rjesavanjem polazne jednadzbe po m dobivamo m(n + 2) = 2n + 2020. 1BOD
Nadalje je m= 2n+2020 : 1 BOD
n+2
odnosno m=2+ 2016 . 1 BOD
n+2
Broj n + 2 je djelitelj broja 2 016. 1BOD
Rastavimo broj 2 016 na proste faktore: 2016 =2-2-2-2-2-3-3-7=25.32.7, 1 BOD
Svaki djelitelj broja 2 016 je oblika 2¢ - 3% - 7¢, gdje je
a€{0,1,2,3,4,5}, b €{0,1,2},c € {0,1}. 1 BOD
Broj prirodnih djelitelja broja 2 016 jednak je 6 - 3 - 2 = 36. 2 BODA
Djelitelji broja 2 016 koji ne zadovoljavaju uvjete zadatka su brojevi 1 i 2 jer ako je
n+2=1in+ 2 = 2, tada n nije prirodan broj, a u ostalim je slucajevima broj n prirodan
pa postoje 34 prirodna broja n koji zadovoljavaju uvjete zadatka. 1BOD
Za svaki takav n jednoznaéno je odreden prirodni broj m koji zadovoljava polaznu jednadzbu jer je ona
. 2016
ekvivalentnas m=2+ .
n+2
Dakle, postoje 34 uredena para (m, n) prirodnih brojeva zadovoljavaju jednadzbu
mn+ 2m — 2n = 2 020. 1 BOD

................................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ukoliko ugenik zna da je broj djelitelja broja 2 016 = 25 - 32 - 71 jednak
5+1)(2+1)(1+1)=6-3-2 =36, bodovati s 3 BODA.

Treci nadin:

Vrijedi mn+2m-—2n—4+4=2020. 1BOD
Nadalje je mn+2)—2(n+2)+4=2020 1 BOD
odnosno (m—-2)(n+2)=2016. 1 BOD
Broj n + 2 je djelitelj broja 2 016. 1BOD
Rastavimo broj 2 016 na proste faktore: 2016 =2-2-2-2-2-3-3-7=25.32.7, 1 BOD
Prirodni djelitelji broja2 016 su: 1, 2, 3,4, 6, 7, 8,9, 12, 14, 16, 18, 21, 24, 28, 32, 36, 42, 48, 56, 63,
72,84, 96, 112, 126, 144, 168, 224, 252, 288, 336, 504, 672, 1 008 i 2 016, ima ih 36. 3 BODA
Uslucajun+2 =1 i n+ 2 = 2 broj n nije prirodan.

Za preostalih 34 slucaja n je prirodni broj. 1 BOD

Inace, iz preostalih slucajeva slijedi da n moze biti:

1,2,4,5,6,7,10, 12, 14, 16, 19, 22, 26, 30, 34, 40, 46, 54, 61, 70, 82, 94, 110, 124, 142, 166, 222,

250, 286, 334, 502, 670, 1 006 i 2 014.

Za svaki takav n jednoznacno je odreden prirodni broj m koji zadovoljava polaznu jednadzbu jer je ona
2016

ekvivalentnas m=2+ .
n+2

11
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12

Inace, odgovarajuci broj m redom moze biti:

674, 506, 338, 290, 254, 226, 170, 146, 128, 114, 98, 86, 74, 65, 58, 50, 44, 38, 34, 30, 26, 23, 20, 18,
16, 14, 11,10, 9,8,6,5,41i 3.

Dakle, postoje 34 uredena para (m, n) prirodnih brojeva zadovoljavaju jednadzbu

mn + 2m — 2n = 2 020. 1 BOD
................................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1:
Ukoliko u¢enik, nakon rastava broja 2 016 na proste faktore (i ostvarivanja prvin 5 BODOVA), krene
raspisivati rjeSenja jednadzbe i ne nade sva rjeSenja, moze dobiti maksimalno 3 od 5 BODOVA, i to:
o 3 BODA, u slucaju da nade 30 ili vise rjeSenja,
e 2 BODA, u slucaju da nade 15 ili viSe rjesenja,
e 1 BOD, u slucaju da nade 5 ili vise rjeSenja.

Napomena 2:
Iz (m — 2)(n + 2) = 2 016 mozemo zaklju¢iti i da je m — 2 djelitelj broja 2 016 = 25 - 32 -7,
Tada imamo 36 prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju taj uvjet, ali za to¢no 34 takva prirodna broja m
postoji prirodan broj n za koji je n =—2+&12 ,tf.zam—2=2016im — 2 = 1008 broj n nije
m

prirodan, dok je, u svim ostalim sluéajevima, n prirodan broj.
Bodovanje rjesenja, u tom je slucaju, u osnovi, istovjetno gore prikazanom.



