ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — B varijanta
28. veljace 2017.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Odredite sve cijele brojeve x za koje izraz x* — 10122 +100 ima negativnu vrijednost.
Rjesenje.

Rjesavamo nejednadzbu 2% — 10122 + 100 < 0 u skupu cijelih brojeva.

Lijevu stranu nejednadzbe rastavimo na faktore:
z* — 101z* + 100 < 0

z* — 10022 — 22 + 100 < 0
2? (2* —100) — (2% — 100) < 0

(z* = 1) (2> — 100) < 0 2 boda
(z — 1)(z + 1)(z — 10)(z + 10) < 0. 1 bod
Koriste¢i tablicu predznaka mozemo dobiti rjesenje u skupu R: (—10, —1) U (1, 10). 2 boda
Cijeli brojevi iz dobivenih intervala su {—9, -8, -7, —6, =5, —4, -3, —2,2,3,4,5,6,7,8,9}.
1 bod

Zadatak B-1.2.

Neka je n prirodan broj i neka je

A=0.1"-0.01"-0.001" - 0.0001™ - ...-0.00...01".
————

199 nula

Broj A~! ima 140701 znamenku. Odredite broj n.

Rjesenje.

A=10""-10"2".1073" . 1074 . ... . 107200 = 1 (1+2H3+..4200) 1 bod
Tada je A~L = 107%™ = 1(20100n, 2 boda
Ovaj broj ima u svom dekadskom zapisu vodec¢u znamenku jedan i 201007 nula.

Slijedi 20100n + 1 = 140701. 2 boda
Tada je n = 7. 1 bod
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Zadatak B-1.3.

Tangente povucene iz tocke B na kruznicu polumjera r dodiruju kruznicu u tockama A
i C. Odredite povr§inu lika omedenog tangentama BC', BA i manjim kruznim lukom
AC, ako mjera kuta <ABC iznosi 60°.

Rjesenje.

Trazena povrsina je jednaka povrsini ¢etverokuta ABC'S umanjenoj za povrsinu kruz-
nog isjecka. PovrSina tog ¢etverokuta jednaka je dvostrukoj povrsini pravokutnog tro-
kuta ABS, koji je polovica jednakostrani¢nog trokuta (kutovi su mu 30°, 60° i 90°).

1 bod

Odatle duljine stranice trokuta ABS su |AS| =7, |AB| = Lg/g = /3. 1 bod
-rvV3

2-PAABS:2'T g\/_:TZ\/é. 1 bod
Kut <ABC = 60° pa je sredisnji kut kruznog isjecka <ASC = 120°. 1 bod
Povrsina kruznog isjecka ¢iji je sredisnji kut 120° je treé¢ina povrSine danog kruga,
odnosno P, = 3 r2r. 1 bod
Trazena je povisina P = r?y/3 — £ r?7. 1 bod

Zadatak B-1.4.

U svako polje tablice 4 x 4 upisan je jedan broj. Za svako je polje zbroj brojeva u
njemu susjednim poljima jednak istom prirodnom broju = (dva polja su susjedna ako
imaju zajedni¢ku stranicu). Odredite broj x tako da zbroj svih brojeva u tablici iznosi
282.

Prvo rjesenje.

Oznacimo polja ovako:

=2 —| o =
Z|—| ™|
eliIsiie!
vl Ralflas|Nw
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Trazeni ¢emo zbroj izrac¢unati grupiranjem brojeva iz polja u disjunktne skupine. 1 bod

Grupirat ¢emo redom za neko polje iz tablice njemu susjedne ¢lanove i paziti da ne
brojimo dvaput isti broj:

A+B+C+D+E+F+G+H+I1+J+K+L+M+N+O+P
=(A+F+C)+(B+D+G)+(E+J+M)+(H+K+P)+(I+N)+(L+0O) 3boda
=rz4+zrx+zr+x+r+2=0x 1 bod

Iz uvjeta zadatka slijedi 6x = 282, odnosno x = 47. 1 bod

Drugo rjesenje.

Uz isti pocetak kao u prvom rjeSenju, grupiranje ¢lanova moze se i drugacije napraviti,
primjerice:

A+B+C+D+FE+F+G+H+I1+J+K+L+M+N+O+P
=B+E)+(C+H)+(D+G+L)+(A+F+1)+(M+J+0)+(N+K+P) 3boda
=rx+rx+r+r+r+x=06x 1 bod
Iz uvjeta zadatka slijedi 62 = 282, odnosno x = 47. 1 bod

Napomena: Zadatak se boduje sa 6 bodova ako je ucenik ispisao to¢nih 16 jednadzbi sa
16 nepoznanica i dobio to¢an rezultat. Ako je u tom sustavu napravio neku pogresku,
sustav to¢nih jednadzbi bodovati s 2 boda, a zamjenu zbroja brojeva u susjednim
poljima s x s 1 bod. Ako je samo jedna racunska greska, bez koje bi ucenik svojim
postupkom dosao do to¢nog rjeSenja, oduzeti 1 bod.

Zadatak B-1.5.

Odredite dvije posljednje znamenke broja 72016217
Rjesenje.
Broj 72016 ozemo zapisati na sljedeé¢i nacin:
720162017 — 772016:2016-2016-----2016 1 bod
Eksponent danog broja je djeljiv s 8 jer je 2016 djeljiv s 8 pa vrijedi:
720162017 _ 8z (74)29[: 2 boda

gdje je x neki cijeli broj. Dalje slijedi

72016 — (7428 — (2400 + 1) = (2400 + 4800 + 1)* = (100y + 1)° 1 bod

pri ¢emu i y oznacava neki cijeli broj.

Zadnje dvije znamenke danog broja su 01. 2 boda
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Napomena: Ucenici mogu promatrati potencije broja 7 i zakljuciti da uvijek zavrSavaju
redom na 7,9,3 i 1, a kako je eksponent danog broja djeljiv s 4, mora imati zadnju
znamenku 1. (3 boda)

Kako je 72016*"" — 74k — 9401 - ..2401 - 2401, dani ¢e umnozak zasigurno zavrsiti s 0
na predzadnjem mjestu (Sto vrijedi preostala 3 boda), §to je potrebno obrazloziti kao
u prvom rjeSenju. Priznati i ako je ucenik obrazlozio koristeé¢i dio pismenog mnozenja
sa zadnjim brojem 2401.

Zadatak B-1.6.

Tri su brata rodena jedan za drugim s istom razlikom u godinama. Kad se najmladi
brat rodio, najstariji je imao Sest godina manje nego Sto srednji ima danas. Razlika
kvadrata broja godina najstarijega i najmladega brata je 432. Koliko godina ima svaki
od tri brata danas?

Rjesenje.
Oznacimo broj godina srednjeg brata s x, a razliku u godinama s a. Tada najmladi
brat ima x — a godina, a najstariji x + a.

Kada se najmladi rodio, najstariji je imao = + a — (z — a) = 2a godina, §to je za 6
manje od x.

20=2x—-6=>2=2a+6
(x+a)? — (z—a)? =432
ar = 108

a(2a + 6) = 108
a’>+3a—54=0
a’+9a —6a — 54 =0
ala+9)—6(a+9)=0
(a+9)(a—6)=0

a=26

Razlika u godinama je 6.
r=2a+6=18
Najmladi brat ima 12 godina, srednji brat 18 godina, a najstariji 24 godine.

Zadatak B-1.7.

U trokutu ABC duljina stranice AC iznosi 5cm, a duljina stranice BC je 6.5cm. Na
stranici AB odabrana je tocka D tako da su kutovi <ACD i <ADC sukladni, a njihova
mjera iznosi 75°. Odredite duljinu duzine C'D i duljinu duzine AB.
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Rjesenje.

Uo¢imo da je trokut AC'D jednakokracan, odnosno |[AD| = 5cm. 1 bod
Povucimo visinu CN iz vrha C na stranicu AB. Trokut ANC ima kutove 30°, 90°,

60° i pola je jednakostrani¢nog trokuta AC'C’ kojemu je duljina stranice 5 cm. 1 bod
Slijedi [ON| = 2.5¢cm, |[AN| = 53 cm. 2 boda
Po Pitagorinom poucku je

INB|*> = |BC|? — |CN|* = 6.5 — 2.5 = 36 pa je [NB| = 6 cm. 2 boda
Tada je |AB| = |[AN| + [NB| = (% +6) cm 1 bod
IND| = |AD| - |AN| = (5 — 22) cm. 1 bod
Duljinu x = |CD| ¢emo izrac¢unati iz pravokutnog trokuta C'N D, takoder koristeéi

Pitagorin poucak.

9
5f> O 25—25\F+ 1 _50—25\/5

|CD|* = |CNJ|*+ |[NDJ* = 2.5* + (5 —— T

|CD| = /50 — 25v/3 cm (5to se moze zapisati i kao 5v/2 — /3 ili % (\/5 — 1)) 2 boda
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — B varijanta
28. veljace 2017.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.

Koliko ima cijelih brojeva a za koje su oba rjesenja jednadzbe (z — 20)(z + 17) =
pozitivni realni brojevi?

Ta
Prvo rjesenje.

1 1
(x —20)(x +17) = ;a & 2® — 3z — 340 — ;a = 0.

Oba rjesenja jednadzbe ¢e biti pozitivni realni brojevi ako su ispunjeni sljedeéi uvjeti:
1.D>0<9+4(340+ 1a) > 0= a > —1369.
2. x1 + 22 > 0, a kako je x1 + x9 = 3 to vrijedi za svaki realan broj a.
3. x1w5 > 0= —340 — 1a > 0= a < —1360.

Dakle, za a € [—1369, —1360) oba rjesenja dane jednadzbe su pozitivni realni brojevi,
a u tom intervalu ima 9 cijelih brojeva.

Drugo rjesenje.
Dana je jednadzba ekvivalentna s 22 — 3z — 340 — ia = 0. Diskriminanta ove kvadratne
3+ V1369 +a . 3 — 1369 + a
1 To = .
2 2

Kako dana jednadzba mora imati pozitivna realna rjeSenja, rjeSavamo sljedeci sustav
nejednadzbi:

jednadzbe je D = 1369 + a, a rjeSenja z1 =

(1) D =1369 +a > 0.

@) 3+ V1369 +a -0 3 — /1369 +a
1
2 2

Iz (1) slijedi @ > —1369.

Prva nejednadzba u (2) je ispunjena za sve realne brojeve a.

> 0.

Iz druge slijedi:
3—V1369+a >0 V1369 +a <3 1369+a <9 & a < —1360.

Dakle, za a € [—1369, —1360) oba rjesenja dane jednadzbe su pozitivni realni brojevi,
a u tom intervalu ima 9 cijelih brojeva.
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Zadatak B-2.2.

Izra¢unajte aritmeticku sredinu svih ¢etveroznamenkastih brojeva zapisanih znamen-
kama 1, 3, 5, 7, ako su sve znamenke upotrjebljene i to samo jednom.

Rjesenje.
Postoji 4 - 3 -2 -1 = 24 takva Cetveroznamenkasta broja. 1 bod

Primjerice, ako je znamenka 1 na prvom mjestu imamo 6 razlic¢itih brojeva s danim
svojstvom: 1357,1375,1537,1573,1735,1753.

Analogno se mogu ispisati preostali brojevi.

Vazno je uociti da ¢e se na mjestu tisucica, stotica, desetica i jedinica svaka od cetiri
znamenke pojaviti to¢no 6 puta. 2 boda

Zbroj svih takvih brojeva je:

6(1000 + 3000 + 5000 -+ 7000) + 6(100 + 300 + 500 + 700) + 6(10 -+ 30 + 50 4+ 70) + 6(1 + 3+ 5+ 7)
= (6000 + 600 + 60 + 6)(1 +3+5+7) = 6666 - (1+ 3 + 5+ 7) = 6666 - 16. 2 boda

Aritmetic¢ka sredina traZenog niza brojeva je % = 4444. 1 bod

Napomena: Trazeni zbroj mozemo izra¢unati na sljedeéi nacin:
Ako zbrojimo sve znamenke na mjestu jedinica dobit ¢emo 6(1 4+ 3+ 5+ 7) = 96.
Isti zbroj dobijemo zbrajanjem desetica, stotica i tisudica.

Zato je ukupan zbroj svih 24 brojeva jednak 96 + 960 4+ 9600 4+ 96000 = 106656.

Zadatak B-2.3.

Dora, Magdalena i Luka igraju ”igru rijec¢i”. Dora je zapocela igru tako da je rekla
jednu rije¢. Magdalena je ponovila ono §to je rekla Dora i dodala novu rije¢. Luka je
ponovio rijec¢i koje su Dora i Magdalena izgovorile, te dodao novu rijec. 1 tako su dalje,
redom Dora, Magdalena i Luka nastavili igru sve dok jedna osoba nije pogrijesila. Ta
je osoba, doSavsi na red za igru, uspjesno ponovila 10 rijeci, a onda zaboravila koja je
sljedeca, tako da nije nastavila recenicu. Odredite tko je pogrijesio i koliko je ukupno
rije¢i trebao tocno ponoviti da bi se igra mogla nastaviti, ako je ukupan broj to¢no
izrecenih rijec¢i za vrijeme ove igre bio 4960.
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Rjesenje.
Neka je n broj rijedi koje je trebala izgovoriti osoba koja je pogrijesila (ponoviti n — 1
rije¢ i dodati jednu novu).
Dora, Magdalena i Luka su redom toc¢no izgovorili 1,2,...,n — 1 rije¢i prije nego je
netko pogrijesio i rekao 10 od ukupno n rijeci koje je trebao rec¢i da se igra nastavi.
Tada je ukupan broj rije¢i 1 +2+34---+n— 1+ 10 = 4960.
Odatle je

(1+n—-1)(n-1)

2
n* —n —9900 =0
n* — 100n + 99n — 9900 = 0
(n —100)(n +99) = 0.

— 4950 =0

Pozitivno rjeSenje ove jednadzbe je n = 100.

Dakle, osoba koja je pogrijesila trebala je to¢no ponoviti 99 rijeci, odnosno izgovoriti
ukupno 100 rijeci.

Kako je 100 = 33 - 3 + 1 zaklju¢ujemo da je Dora osoba koja je pogrijesila.

Zadatak B-2.4.

Medu kompleksnim brojevima koji zadovoljavaju uvjet |z —4 — 4i| = V2 odredite onaj
koji ima najmanju apsolutnu vrijednost i onaj koji ima najvec¢u apsolutnu vrijednost.
Rjesenje.

z=x+yi,z,y €R. Iz |z — 4 — 4i| = v/2 dobivamo (z — 4)> + (y — 4)% = 2.

Skicirajmo skup rjeSenja u kompleksnoj ravnini.

Apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = = + yi, =,y € R predstavlja udaljenost
tocke Z(z,y) od ishodista. Stoga na danoj kruznici trazimo najblizu i najudaljeniju
tocku od ishodista. One se nalaze na pravcu OS koji prolazi kroz ishodiste i srediste
kruznice, odnosno na pravcu y = x. Oznacimo ih sa Z; i Z,. Ukoliko je T'(a,b),a # b
proizvoljna tocka na kruznici, zbog nejednakosti trokuta vrijedi:

0S| < |OT |+ TS| < |0OZ|+7r < |OT|+r < |02 < |OT).
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To znaci da je tocka Z; najbliza ishodistu.

Tocka Z, ima najveéu udaljenost od ishodista jer je OZ, stranica nasuprot najveceg

kuta u trokutu OZ,T (<OTZy = <OTZ; + 90°). 1 bod
Trazene kompleksne brojeve dobivamo rjeSavanjem sustava jednadzbi
— 4)? —4)2 =2
{(x Pty —4) | bod
y==
RjeSenja tog sustava su (3,3) 1 (5,5). 2 boda

Kompleksan broj koji zadovoljava uvijet |z — 4 — 4i| = v/2 i ima najmanju apsolutnu
vrijednost je z; = 3431, a onaj koji ima najvecu apsolutnu vrijednost je broj z, = 545:.

1 bod
Napomena: Jedan bod ucenik moze dobiti:
e ako je samo tofno nacrtao kruznicu direktno iz uvijeta |z — 4 — 4i| = /2, bez
njezine jednadzbe.
e ako nema skice, a napisana je jednadzba kruznice.
e ako ima i jedno i drugo.
Ucenici ¢e intuitivno sa slike zakljuciti da se rjeSenja nalaze na pravcu y = x. Ako
se ucenik pozove na nacrtanu sliku na kojoj se vidi da je usporedivao udaljenost s jos
nekom tockom, da su najmanja i najveca udaljenost upravo u tockama Z; i Z,, ne
treba inzistirati na detaljno navedenom argumentiranju. Ukoliko ima samo nacrtani
pravac y = x, bez ikakvog komentara, a sve ostalo je to¢no izra¢unato, oduzeti 1 bod.
Zadatak B-2.5.
Na stranici AB trokuta ABC dana je to¢ka D. Neka su T} i T» redom teziSta trokuta
CAD i CDB. Odredite duljinu duzine 7175 ako je |AB| = 6 cm.
Rjesenje.
Neka su P; i P, redom polovista duzina AD i DB.
1 bod
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Teziste trokuta dijeli teziSnicu trokuta u omjeru 2 : 1 rac¢unajuci od vrha trokuta pa

vrijedi
|CTy | _ |CT>| _ 2
|C Pyl |C Py 3

Prema poucku SKS o sli¢nim trokutima, trokuti C'T7T5 i C' P, P, su sli¢ni s koeficijentom
sli¢nosti % (imaju zajednicki kut, a stranice koje zatvaraju taj kut su proporcionalne).

Tada je {F 5 = 2 = [T\ Ta| = 2| PPy,
[PLPy| = |PD| + | DPy| = 152 4 1571 = 147,
|T1T2’ = %’P1P2| = %|AB| = 2cm.

Zadatak B-2.6.

Za koje vrijednosti koeficijenta ¢ nultocke 1, x5 funkcije f(x) = 2*+z+c zadovoljavaju
223 273

jet =17
u 2 + To + 2 -I— I
Rjesenje.
Primjenom Vieteovih formula dobivamo x; + x5 = —1, x129 = c.

223 273
2+ i) 24 i

Pomnozimo li jednakost = —15s (24 21)(2 + 23) dobivamo

4(a 4+ 23) + 2(x] + 25) + 2(21 + 22) F 2129 +4 = 0. (*)
Svaku zagradu u ovom izrazu prikazat ¢emo pomocu zbroja i umnoska nultocaka kako

bismo mogli primijeniti Vieteove formule.

23+ a3 = (2 4+ 22)° — 3z129(2) + 22) = —1 + 3c. (**)
77+ 25 = (23 + 13)% — 2(1172)?
o+ x5 = [(z1 + 22)° — 2x1x2}2 —2(x129)* = 2¢% —4dc+ 1. (**%)

Uvrstimo 1i (¥*) 1 (¥**) u (*) dobivamo 4> +5c=0=c¢; =0icy = —

o

Zadatak B-2.7.

Neka je ABC' D paralelogram sa stranicama duljina |[AB| = a cm i |[BC| = bcm (a > b)
i Siljastim kutom «. Povr§ina cetverokuta koji nastaje kao presjek simetrala unutarnjih
kutova paralelograma iznosi 48cm?, a sin § = % [zrac¢unajte razliku a — b.
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Rjesenje.

1 bod
U trokutu AVD je <VAD = ¢ i <ADV = 1%=2 — 90° — 2 Stoga je trokut AV D
pravokutan, a kut <UV X = 90°. Iz istog razloga su i ostali kutovi ¢etverokuta XY UV
pravi kutovi, pa je taj ¢etverokut pravokutnik. 1 bod
Iz trokuta AV D je |DV| = bsin§, |AV| = bcos 5. 2 boda
Iz trokuta DXC je |DX| = asin §. 1 bod
Iz trokuta ABU je |AU| = acos §. 1 bod
Tada su duljine stranica pravokutnika:
VX|=asin§ —bsin§ = (a—0b)sin§ i |[VU|=acos§ —bcos§ = (a —b)cos §. 1 bod
Povr§ina pravokutnika je P = [V X|-|VU| = (a — b)*sin § cos §. 1 bod
Kako je sin § = %, slijedi cos § = /1 — (%)2 = %. 1 bod
Trazenu razliku racunamo iz:
8= (a—0b)?2-2= (a—b)?=100= a—b=10cm. 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — B varijanta
28. veljace 2017.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.
Rijesite nejednadzbu
8sin x cos x cos 2x > 1.

Rjesenje.

4-2-sinxcosx-cos2zx > 1<

4-sin2x-cos2x > 1<

1
2sindx > 1 < sindx > 3

Posljednja nejednakost vrijedi ako je 4z € <% + 2km, %” + 2k7r> ke,

odnosno,x€< —i—%’r,g—z %>,/{:€Z.

Zadatak B-3.2.(*vidi ispravak rjeSenja na kraju dokumenta)
Neka jo A = cos 3 + cosH LB sin d + sm?h

cos 3 — cosd cosb —cos 7
Odredite realni broj = tako da je A+ Bz = 0.

Rjesenje.
3 5  2cos?Pcos3:®  2cosdcos(—1)  2cosdcosl
4 Cos3+cos Bl S cos co.s( ) _ 2cosdcosl ctgdctg 1
cos3 —cosh  —2sin?sin 35 —2sindsin(—1)  2sin4sinl
sin5+sin7  2sin 2 cos 27 2sin6cos(—1)  cosl
B = = S 7 = P = =ctgl
cosb—cos7 —2sin®Fsin25T  —2sin6sin(—1) sinl

Iz A+ Bx = 0 slijedi ctgdctgl + xctgd =0=z = —% = —ctgl.
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Zadatak B-3.3.
Odredite sve prirodne brojeve n za koje je n® — 10n? + 28n — 19 prost broj.
Rjesenje.
Dani ¢emo izraz rastaviti na faktore:
n® —10n* +28n — 19 =
=n®—n">—9n”+19n+9n — 19 =
=n*n—1)—-9nn—-1)+19(n—1) =
=(n —1)(n* —9n + 19) 2 boda

Ovaj umnozak moze biti prost broj samo ako je jedan od faktora 1, a drugi faktor prost

broj. 1 bod
Akojen—1=1=n=2. Tadajen® —9n +19 =4 — 18 + 19 = 5 &to je prost broj. 1 bod
Akojen?—9n+19=1,tadajen* —9n+18=0= (n—3)(n—6) =0

=n=23ilin=6. 1 bod

Za ove brojeve je prvi faktor 3 — 1 = 2, odnosno 6 — 1 = 5, §to su prosti brojevi. 1 bod

Prema tome, rjeSenje su brojevi 2,3 i 6.

Zadatak B-3.4.

Dokazite da je razlika kvadrata duljina stranica paralelograma uvijek manja od umno-
ska duljina dijagonala tog paralelograma.

Prvo rjesenje.

Neka su a i b (a > b) duljine stranica, e i f (e > f) duljine dijagonala paralelograma
ABCD. Siljasti kut izmedu stranica a i b ozna¢imo s «.

Po poucku o kosinusu je €2 = a? + b* + 2abcos a, f2 = a® + b* — 2abcos a. 2 boda
e f = /(a2 +b)2 — (2abcos a)? = vVa' + 2a20? + bt — 4a2b? cos? a 1 bod
Kako je cos? o < 1, izraz —4a?b? cos> a > —4a®b?, pa je 1 bod
at + 2a%* + bt — 4ab? cos® a > at + 2a%b? + bt — 4a%b?,
te vrijedi e - f > va* + 2a2b? + b* — 4a2b? odnosno 1 bod

e-f>1/(a? —b2)2=a* - b 1 bod
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Drugo rjesenje.

Neka su a, b duljine stranica paralelograma i neka je a > b, duljina veée dijagonale neka
je e, a manje f, te neka je ¢ Siljasti kut izmedu dijagonala.

2 2
U trokutu ABS vrijedi: a* = (g) + (“;) -2 g : ‘; - cos (m — ). 1 bod

2

o e (F\ e f

U trokutu BC'S vrijedi: b° = (§> + (2) 2. 55 cosy. 1 bod
Kako je cos (m — ¢) = — cos ¢, oduzimanjem gornjih jednakosti imamo: 1 bod
a? —b? = ef cos . 1 bod
Kut ¢ je siljasti, pa je 0 < cosp < 1 §to nam daje 1 bod
a* —b* < ef, $to smo i trebali dobiti. 1 bod

Zadatak B-3.5.

Izracunajte umnozak rjeSenja jednadzbe 2016 - '082017% — 22016,

Rjesenje.

Izracunajmo logaritam po bazi 2017 od obje strane jednadzbe.
10g2017(2016 - x'°820177) = logyg, 7 (27'%) =

Uvedimo supstituciju ¢ = logy,; 7. = t* — 2016t + logyg;7, 2016 =0 (%) . 1 bod
Iz t = logyy 7 x slijedi x = 2017, 1 bod
pa je umnozak rjeSenja pocetne jednadzbe

T - Ty = 20171 - 20172 = 201712, 1 bod
Iz jednadzbe (%) prema Viéteovim formulama ra¢unamo t; + to = 2016, 1 bod
pa je traZeni umnozak jednak 20172016, 1 bod

Zadatak B-3.6.

Tijekom novogodisnjeg slavlja neodgovorna je osoba ispalila dva hica. Jednim je hicem
lakse ozlijeden sluc¢ajni prolaznik. Forenzicari moraju otkriti s kojeg su mjesta ispaljena
ta dva hica. Otkrili su u zidu obliznje zgrade trag metka (crna toc¢ka) koji se odbio

5V'3
i pogodio prolaznika —— metra udaljenog od zida. Prema tragu, zakljucili su da je

putanja metka zatvarala 60° sa zidom i da se metak pod istim kutom odbio. Drugi
je metak ostao u zidu 1 metar udaljen od traga prvog metka, a njegova je putanja
zatvarala 45° sa zidom. Metak je u odnosu na pocinitelja s iste strane kao i prolaznik.
Koliko je prolaznik bio udaljen od pocinitelja? (Putanje oba metka su u istoj ravnini,
paralelnoj s plo¢nikom, a zid je okomit na plo¢nik.)
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Rjesenje.

Pprolaznik)

PC
Iz pravokutnog trokuta PCB racunamo: sin60° = :PB: = |PB| = 5.

<DAB = 180° — (120° + 45°) = 15°.

Sada iz trokuta ADB koriste¢i poucak o sinusima mozemo izra¢unati |AB].

|AB|  |BD|
sin45°  sin 15°
2 3
sin 15° = sin(45° — 30°) = sin45° cos 30° — cos 45° sin 30° = \é_ : \g_ -
2
_ Y25
4
: o V2
1-sin45 5= 2
|AB| = ———— = 2 — ili V341
sin 15 %(\/5_1) V3-1

Nadalje, iz trokuta BAP pomoc¢u poucka o kosinusu slijedi:
|AP> =|AB|* + |PB|? — 2|AB| - |PB]| - cos 60°
=(V3+1)2+25—2-(vV3+1)-5-05
=4+2V3+25-5V3 -5

|AP| = /24 — 33

Zadatak B-3.7.
Neka su «, i v kutovi trokuta. Ako je

sin? v 4 sin? 8 — sin® _ 3
sin 3 sin ~y Y

odredite kut a.
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Prvo rjesenje.

Neka su a, b i ¢ stranice trokuta, redom nasuprot kutova a, 3 i . Primijenimo poucak
0 sinusima.

a a
= 2R = si = —
sin o A 2R’
b b
=2R inf=—
sin = sinf 2R’
c c
= 2R = si = —.
sin 7y DY

Tada pocetna jednakost prelazi u

c? b? a?
+ —
4R2 b4R20 4R? _ V3=
2R 2R
C2 + b2 — CLQ _ \/g
be

Slijedi ¢ + b*> — a® = v/3be.

) ' b2 4 2 — g2
Prema poucku o kosinusu coso¢ = ——

2bc
COS (¥ = \/gbc = @
2 2
= a = 30°.

Drugo rjesenje.

Zapisimo o = 7w — (B + ).

sin?«y + sin? 8 — sin® a B sin? v + sin? 8 — sin® (8 + )
sin 3 sin vy B sin 3 sin vy

sin®y + sin? 8 — sin? B cos? 7y — sin? v cos? B — 2sin B'sin 7 cos 3 cos ¥ B

sin /3 sin

Ako u brojniku grupiramo prvi i ¢etvrti pribrojnik, te drugi i treéi pribrojnik, dobivamo

sin? v sin? B + sin? v sin? 5 — 2sin B sin vy cos 3 cos y B

sin /3 sin vy

2sin B sin y(sin §sin~y — cos 5 cosy)

= -2
sin 3 sin y cos (f+7)

5
Iz uvjeta zadatka slijedi —2cos (8 + ) = \/g, = [0+ = g

Mjera trazenog kuta « je % = 30°.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE

4. razred — srednja skola — B varijanta

28. veljace 2017.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.

Realni brojevi z, y su rjeSenja sustava jednadzbi

2v/2x cost + 3ysint = 62
22z sint — 3y cost = 0.

Za koje je vrijednosti parametra t € (0, 7) umnozak zy jednak 37

Rjesenje.

2v/2z cost + 3ysint = 63/2 / - cost
2V2zsint — 3ycost =0/ - sint

2V 2z cos® t + 3ysintcost = 6v/2 cost
2v/2x sint — 3ycostsint = 0.

Zbrajanjem ovih dviju jednadzbi dobijemo x = 3 cost.

Primijetimo da vrijedi cost # 0, jer u protivnom je x =01 x -y # 3.

Nakon toga iz druge jednadzbe slijedi:

6v/2costsint — 3ycost =0/ : 3cost

y:2\/§sint
z-y=3=3cost-2v2sint = 3
2
=>&@$n%:3:>mmt:i;.

I 4 __ 37 T 3T
Dakle, 2t = 7 ili 2t = =}, odnosno ¢ € {g, <

Zadatak B-4.2.
Odredite koeficijent uz a* u izrazu 2+a+ (a+ 1)+ (a +1)3 + - -
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Prvo rjesenje.

Izraz predstavlja zbroj geometrijskog niza kod kojeg je ay =1, ¢ = a + 1.

L+ @+ +(a+1)’+ @+ 1)+ +(a+ 1?7 = .

Koeficijent uz a* bit ¢e onaj koji u izrazu (a + 1)?°'8 stoji uz a’, a to je
2018 \  (2018\ (2018
2017 —4) \2013) \ 5 )

Drugo rjesenje.

Koeficijenti uz a* se pojavljuju u izrazima (a+1)*, (a+1)°,..., (a+1)*'" i to su redom

brojevi:

o) () ) ams)

Koriste¢i svojstvo (kfl) + (Z) = ("Zl) ra¢unamo trazeni zbroj.
0
5 N 5 N 6 N 7 N 8 - 2016 N 2017\
0 1 2 3 4 2012 2013)
—’_/
6 N 6 N 7 N 8 - 2016 N 2017\
1 2 3 4 2012 2013/

N 2016 N 2017\
2012 2013/
2016 N 2016 2017 2017 N 2017\ (2018
2011 2012 2013 2012 2013/  \2013

(2017)
2012

2018 2018
Trazeni je zbroj jednak < ) ( )

Pritom na pocetku primijenimo (g) = (5)

2013
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Trece rjesenje.

Ucenici su mogli promatrati Pascalov trokut i uociti da je trazeni zbroj jednak zbroju
binomnih koeficijenata koji su na dijagonali u Pascalovom trokutu:

4\ (5\ (6 2017 2017
=1 1 126 + - - - . 1bod
<0>+<1>+<2>+ +<2013> +5+4 15+ 35+ 70 + 126 + +<2013) 0

:\l 5 10 10 5 1

< - 2 boda

Uocavamo da je zbroj prvih k danih koeficijenata na oznacenoj dijagonali jednak k-tom
koeficijentu u sljede¢em redu Pascalovog trokuta, Sto je posljedica svojstva zbrajanja

2013
ili (2018>. 3 boda

2018
binomnih koeficijenata. Iz toga se lako zakljucuje da je trazeni zbroj jednak ( )

5

Zadatak B-4.3.
Niz brojeva definiran je s a,, = n* — 360n? + 400. Izracunajte zbroj svih ¢lanova toga
niza koji su prosti brojevi.
Rjesenje.
Opéi ¢lan mozemo prikazati u sljede¢em obliku:

an = n* — 360n% + 400 = (n* + 40n* + 400) — 400n>

= (n® 4+ 20)% — (20n)* = (n* — 20n + 20)(n? + 20n + 20). 2 boda

Ovaj izraz ¢e biti prost broj jedino ako je jedna od zagrada za neki prirodan broj n
jednaka jedan, a druga je za taj isti n jednaka nekom prostom broju.

Ako je n? —20n + 20 = 1, onda je n* — 20n + 19 = 0. Ta jednadzba ima dva pozitivna

rjeSenja, n = 11in = 19. 1 bod
Zan = 1izraz n? + 20n + 20 = 1 + 20 + 20 = 41, a to je prost broj. 1 bod
Zan =19 izraz n? + 20n + 20 = 192 + 20 - 19 + 20 = 761, a to je prost broj. 1 bod
Ako je n? +20n + 20 = 1, onda je n? 4+ 20n + 19 = 0. Ta jednadzba ima negativna

rjeSenja, pa su jedini prosti ¢lanovi niza 41 1 761. Njihov je zbroj 802. 1 bod
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Zadatak B-4.4.

Duljina stranice kvadrata ABC'D iznosi 2, a to¢ka P je poloviste stranice C'D. Tocka
S je sjeciste kruznice sa srediStem P polumjera 1 i kruznice sa sredistem B polumjera
2. Odredite udaljenost tocke S od pravca AD.

Prvo rjesenje.

A B

Smjestimo 1li kvadrat u koordinatni susav tako da je ishodiste u tocki A, a apscisa
pravac AB, traZzena je udaljenost apscisa tocke S.

Vrhovi kvadrata s A(0,0), B(2,0), C(2,2) i D(0,2), a totka P ima koordinate (1, 2).
Koordinate tocke S dobit ¢emo kao presjek kruznica, odnosno rjeSenje sustava jed-
nadzbi:
(=2 +y*=4
(z—1)°+(y—2°=1

v+ —4x =0
2+ =2 —4dy+4=0.

Oduzimanjem jednadzbi sustava slijedi y = %az + 1.
Iz prve jednadzbe sustava tada dobivamo:
21 —3r+1=0=z=2iliz=2%

x = 2 je apscisa to¢ke (', a trazena apscisa tocke S, odnosno njena udaljenost od pravca
AD je 2.
5
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Drugo rjesenje.

D P C
E

XS >
A B

Neka je kut o = <PBC. Kako je |PS| = |PC| =11 |BS|=|BC| =2, trokuti PSB i
PCB su sukladni te je kut <SBC = 2a.

Iz trokuta PBC je |BP| = /22 + 12 = /5, sina = %, cos v = %
Iz trokuta SBE je sin2a = 277‘”
1.2 _ 2

Odnosno, 2sinacosa=1—§ = =2 —4sinacosa = 2—4'% vkt

Napomena: Ista se jednadzba kao i u prvom rjeSenju moze dobiti koriste¢i Pitagorin
poucak u pravokutnim trokutima ST P i SRB, gdje je to¢ka T noziste okomice iz S na
CD, a to¢ka R noziste te okomice na AB.

Zadatak B-4.5.(*vidi ispravak rjeSenja na kraju dokumenta)

U trokutu ABC je a = |BC| = /2lem, b = |AC| = 4cm i o = <BAC = 120°.
Na stranici BC odredite tocku D tako da obujam rotacijskog tijela nastalog rotacijom
trokuta ABD oko stranice AB bude jednak obujmu rotacijskog tijela nastalog rotacijom
trokuta AC'D oko stranice AC. U kojem omjeru toc¢ka D dijeli stranicu a?

Rjesenje.

Obujam koji nastaje pri rotaciji trokuta ABD oko pravca AB je
_rirh  rim(c—h)  riem

3 3 3

Vi
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r3bm

Analogno, V, = je obujam koji nastaje pri rotaciji trokuta AC'D oko pravca AC.

1 bod

riem ribm 13 ¢ ..
= = ==-1ii — =
3 3 2 b 1y

Po poucku o kosinusu izracunamo duljinu stranice c.

21=164+c+4c=*+4c—5=0= c= lem. 1 bod

A b 2,,7“2 E 1
daje = = - =21i 2= - =", 1 bod
SaneT2 c 1 17“1 b 2 °

Iz pravokutnih trokuta DEB i CF D ra¢unamo trazeni omjer:

Vi=Vy= (*) 1 bod

oo

r1 .
Xz sin B 71 S1n
L sin B _ 1 8 1 bod

= rosin 3

Y siny

Zatim primijenimo poucak o sinusu i omjer (*):
r  rysiny  rpec oo 1211

Yy resinfB  re-b 1o 4 1 4 2
Dakle, tocka D dijeli stranicu a u omjeru 1 : 2.

1 bod

Zadatak B-4.6.

U kut o upisan je beskonacan niz kvadrata.
Svakom je kvadratu upisan cvjeti¢ s Cetiri jednake latice

kao na slici. Dva nasuprotna vrha kvadrata su na krako-
vima kuta, a preostala dva na simetrali kuta o. Duljina
stranice pocetnog, najvec¢eg kvadrata iznosi 2. Odredite
mjeru kuta « ako je zbroj povrsina svih upisanih cvjeti¢a <«
3(m —2).

Rjesenje.

Povrsina jedne latice pocetnog cvjeti¢a je dvostruka povrSina kruznog odsjecka od

cetvrtine kruga:
2 2

. _2(_)_7’?< 9 1 bod
lat — 4 9 —271' . o}
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Povrsina pocetnog cvjetica je Py = 4P, = 2ri(m — 2) = 2(7 — 2).

Trokut V.SA; je pravokutan, pa je <V A;S = 90° — 5,

a kut <AA,C1 = 90° — § —45° = 45° — 2.

Analogno zaklju¢ujemo i za niz kutova u pravokutnim trokutima koji slijede:
TA3A2Cy = <Ay A3C3 = - - - = 45° — 5.

Stoga su trokuti AAyACy, ANA3ACy, ANALA3Cs, ... sli¢éni s koeficijentom sli¢nosti

2rg _r2
2r1_r1<]"

. P . . . . 2
Ako su svi polumjeri latica u omjeru 22 < 1, njihove su povrSine u omjeru g = (T—Q> .
T1 T1

To znaci da povrSine cvjeti¢a ¢ine geometrijski red s kvocijentom ¢ < 1 ¢iji je zbroj

_ P
P—l—q‘
Tada je
2(r — 2) 2
(m—2) - 4=3=4=3

Iz pravokutnog trokuta AsA;C; imamo:

« 2r9 Ty 1 V3
tg4h° — =) = — = = = = — = —.
g(5 2> Vi V33

2’/“1 T1

%W—%:3m:>a=3m.

Zadatak B-4.7.

Neka je S skup svih kompleksnih brojeva za koje vrijedi |z| = Im(z + 2i). Prikazite
skup S u kompleksnoj ravnini i odredite povrsinu trokuta kojemu je jedan vrh tocka
P (0, %), a druga dva vrha su tocke skupa S koje su najblize tocki P.

Rjesenje.

Uvrstimo z = x + yi u |z| = Im(z + 2¢). Tada je

Va2 +y? = Im(z + yi + 210)
v* +yt = (y+2)*
r? =4y + 4.

Dakle, skup tocaka koje zadovoljavaju dani uvjet leze na paraboli y = %xQ —1.

f |

Y
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Odredimo koje su tocke T'(z,y) = (l’, i:cQ — 1) na paraboli najblize tocki P (O, %)
Udaljenost tocke T" od tocke P je

1 3 2 1 5\2 1 1 25
d = 2 22 1) = 2 T2 2 = gt 24 2%
\/x +<4$ 2 ) \/x +<4x 2) 167 "1 T

1, 1, 25

Trazimo z za koji funkcija f(z) = —2" — —2° + — poprima najmanju vrijednost.

16 4 4
a?=—L =2 1==+V2
y=q2>—1=—3.
1 1
Tocke parabole najblize toc¢ki P su: A (\/5, —2> iB (—\/_, —).
|AB| =22, v = |yp — ya| = 2.

p:|AB2|'U:2\/§
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Zadatak B-3.2.

Rjesenje

treba pisati kao §to je ozna¢eno zuto.( U originalu se pojavljuje na tri mjesta ctg 4 umjesto ctgl: kod
X 1 u nazivniku razlomka, pa naravno i u rjesenju)

9 .n5+7 57
sin5+sin7 _ <M, €05 2sin6cos(—1)  cosl
B= = 7 57" - - =——=ctgl 2 boda
C0s5-C0s7 5 0t T —2sin6sin(-1) sinl
2 2
Iz A+Bx =0 slijedi ctg4-ctgl+x-ct91:0:>x:—%'itglz—ctm. 2 boda
ctg
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