ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — B varijanta
27. veljace 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Za koje je vrijednosti realnog parametra a rjesenje jednadzbe

Ta+x)—16= (a+3)(a—3)+3(z +1)

negativno?
Rjesenje.
RjeSenje dane jednadzbe je
2 T7a+10
x = $. 2 boda
4
2 7a+10
Da bi bilo z < 0, mora biti aj+ <0, 1 bod
odnosno (a — 2)(a —5) <0, 1 bod
iz Cega slijedi a € (2,5) ili 2 < a < 5. 2 boda
Zadatak B-1.2.
Odredite zadnje tri znamenke broja
92015 _ 92013 | 92010,
Rjesenje.
Nakon izlu¢ivanja zajednickog faktora dobivamo:
22015 _ 22013 + 22010 — 22010(25 . 23 + 1) — 22010 .25 2 bOda
= 22098 . 22 95 = 22008 . 100. 1 bod
Potencije broja dva (veée od 1) imaju zadnju znamenku redom 2,4,8,6,2,4,8,6,.... 1 bod
Dakle, ako im je eksponent djeljiv s 4, zadnja znamenka je 6. Tada je zadnja znamenka
broja 229%® jednaka 6, a mnoZenjem sa 100 dobivamo da su zadnje tri znamenke 6, 0, 0.
2 boda
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Zadatak B-1.3.
Amgegzg,hﬁad#Okdmop

(a+c)b+d) ab  od
a+b+c+d a+b c+d

Prvo rjesenje.

Ako je % = 2, postoji neki k € R, k # 0, tako da je a = ke i b = kd.

Tada je

(a+c)b+d)  ab  ed  c(l+k)d1+Fk)  kckd  cd
at+b+c+d a+b c+d c(l1+k)+d(l+k) klctd c+d
cdl+k)  ked  cd
c+d c+d c+d
cd(l+k—k—1)
= =0.
c+d

Drugo rjesenje.

Ako je % = 2, onda je ad = be.

Pomnozimo brojnik i nazivnik prva dva razlomka u danom izrazu s d, a zatim primje-

nimo ad = be.

(a+c)(b+d) ab cd  (ad+ cd)(b+d) abd cd
a+b+c+d a+b c+d ad+bd+cd+d® ad+bd c+d
_ (be+cd)(b+d) bbc cd
T bet+bd+cd+d  be+bd c+d
c(b+d)(b+d) bc cd

T bctd) +dlctd) c+d c+d
_ clbd)(b+d) be cd

" (b+df(c+d)  c+d c+d
B bc—i—cd—bc—cd_o

c+d

Zadatak B-1.4.

Koliko ima pravokutnih trokuta kojima su duljine kateta cijeli brojevi a, b, a duljina

hipotenuze b+ 1, gdje je b < 100?
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Rjesenje.
Za pravokutni trokut vrijedi (b + 1)? = a® + b?, odnosno b* + 2b + 1 = a® + b?, iz Cega

2
1
slijedi 2b = a2 — 1, tj. b= 2 >

Kako je b < 100, vrijedi “1 < 100,a® < 201.

Kvadrati cijelih brojeva manji od 201 su 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196.

CL2—

Kako jebe N, iz b = slijedi da je a? neparan.

Tada je a € {3,5,7,9,11, 13}. Slijedi b € {4, 12,24, 40, 60, 84}
Dakle, ima 6 trokuta sa stranicama (a,b,b+ 1) i danim svojstvom:
(3,4,5), (5,12,13), (7,24, 25), (9, 40,41), (11, 60, 61), (13, 84, 85).

Zadatak B-1.5. (*vidi ispravak rjeSenja na dnu dokumenta)

Povrsina trokuta ABC iznosi 32 cm?. Na stranicama AB i BC odabrane su tocke M
i N takve da je |[AM|: |[MB|=|BN|:|NC|=3:1. Totka G je sjeciste pravaca AN
i CM. Odredite omjer povrsina likova AGC' i MBNG.

Rjesenje.

Odredimo povrsine trokuta ANC' i BCM.

1 1 1 1 1 1
Panc = Va0 =7 5Wa = EPABC = 1‘32 =8 cm?.
Analogno dobijemo
1 1 1
PAMB = 51}0 . ZC: ZPABC =8 cm2.

Ako trokuti ANC i1 AM B imaju istu povrsinu, tada trokut AGC'i ¢etverokut BNGM
imaju istu povrsinu, pa je trazeni omjer 1 : 1.
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Zadatak B-1.6. (*vidi dodatno rieSenje na dnu dokumenta)

Luka i Pero odlucili su posjetiti prijatelja i krenuti iz mjesta A u 170 km udaljeno
mjesto B. Luka je krenuo pjesice, a Peru je poveo voza¢ na motociklu. Nakon nekog
vremena vozac se vratio po Luku, a Pero je nastavio pjeSice, tako da su obojica stigla u
isto vrijeme u mjesto B. Oba pjesaka hodaju istom brzinom od 5 km/h, a motociklist
vozi brzinom od 85 km /h. Na kojoj se udaljenosti od mjesta B i poslije koliko vremena
vozac¢ zaustavio i vratio po Luku? Koliko je vremena trebalo da Luka i Pero stignu iz
mjesta A u mjesto B?

Rjesenje.

Kako su obojica stigli u isto vrijeme krecuci se istom brzinom znaci da su presli jednake
dijelove puta pjesSice i jednake dijelove na motoru.

Uvedimo neke oznake: s = udaljenost |AB| (od mjesta A do mjesta B).
|AD| = |CB| = z je dio puta koji je Luka, odnosno Pero presao pjeSice.
Tada je |AC| = |BD| =s—uz, |[CD| = s — 2.

Dok je Luka presao udaljenost |AD|, motociklist je presao udaljenost
|AC|+ |CD|=s—x+ s — 2z = 2s — 3.

Odatle je
r 25— 3z s 170
5 55 iTTET g Tk

Iz |AD| = 17 km slijedi da je |AC| = s — z = 153 km.
s—x 133

Vrijeme koje je motociklist vozio Peru je t 4o = = = 1 hi 48 min.

.. . . v x 17 ) )
Vrijeme koje je Luka ili Pero pesacio je top =tap = =5 = 3 hi24 min.
Vrijeme dolaska od mjesta A u mjesto B je tac + tep = % + % =5 h1i12 min.
Zadatak B-1.7.

[radunait 2015A — 2015B o i
zracunajte ako je
) 1008 )
A—12—|—22+32+ +1OO72 B—12—|—22+32—|— +10072
1 3 5 2013 7 3 5 7 2015
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Rjesenje.

Odredimo prvo razliku brojeva A i B:

A B_12+22+32+ +10072 (12+22+32+ +10072>_
1 3 5 2013 3 5 7 2015 )
12 N 22 12 N 32 922 - k2 (k —1) N 10072 10062 10072 2 bod
e — - - PN — PN — — frd oda
1 3 3 5 5 2%k —1 2k—1 2013 2013 2015
12 2-1)(2+1) (k—k+1)(k+k-1) (1007 — 1006)(1007 4 1006) 10072
1 3 o2k — 1 2013 2015
2 boda
=1+14+1+ +1 10072— 2 boda
- 2015
1007-1
2 . _ 2
1007 1007 _ 2015 - 1007 — 1007% _
2015 2015
1007(2015 — 1 1007 - 1
_ 007(2015 — 1007) _ 1007 - 1008 2 boda
2015 2015
Tada je
20154 — 20158 2015(A — B) 2015 1007 -1
015 0158 2015( ) 2015 1007 008:1007' 2 boda

1008 N 1008 T 1008 2015
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — B varijanta
27. veljace 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.
Za koji n € N vrijedi

Li' 4+ 262 + 3% + 4i* + - - + ni™ = 48 + 49i, ako jei = /—17

Prvo rjesenje.
Zbroj svaka Cetiri uzastopna pribrojnika s lijeve strane jednak je 2 — 2i. 1 bod
Zbrajajuci prvih 96 pribrojnika dobit ¢emo 24 - (2 — 2i) = 48 — 48i. 1 bod

Dakle, da bi pocetna jednakost vrijedila na lijevoj strani mora biti jos barem jedna
potencija broja ¢. No bez obzira koliko ih ima, mozemo pisati

24 - (2 —2i) +a+ bi = 48 4 491, 1 bod
48 + a + (—48 + b)i = 48 + 49.
Odatle je
484+ a =48 = a =0, 1 bod
—48+b=49=b=09T7. 1 bod

Zaklju¢ujemo da je na lijevoj strani 97 pribrojnika.

97. pribrojnik je 97i = 97:°7 | pa je trazeni n = 97. 1 bod

Drugo rjesenje.

Racunamo li potencije broja i, s lijeve strane dane jednakosti dobivamo

(1—2—-3i+4)+(Hhi—6—T7i+8)+ (91— 10— 11i + 12) + - - - + ni" = 48 + 49i

(2—-2) +(2—2i) +--- +ni" = 48 + 491, 1 bod
Kako je zbroj svaka cetiri uzastopna pribrojnika jednak 2 — 2i, zbroj na lijevoj strani
ovisi o tome koji ostatak pri dijeljenju s 4 daje broj n.
Dakle ;, imamo 4 moguénosti: n = 4k,n =4k + 1,n =4k + 2, n = 4k + 3.

Ako je n = 4k, tada je dana jednakost oblika k(2 — 2i) = 48 +49i, a takav k ne postoji.
1 bod
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Ako je n = 4k + 1, tada je
k(2 — 2i) + (4k + 1)i* T = 48 + 49i,
k(2 —2i) + (4k 4+ 1)i = 48 + 49i, a odatle je
2k =48, -2k + 4k + 1 =49 sto daje k =24 in = 97.
Ako je n = 4k + 2, tada je
k(2 — 2i) + (4k + 1)i + (4k + 2)i* = 48 + 49i, odnosno
2k — 4k — 2 =48, —2k + 4k + 1 = 49,
a takav k, koji zadovoljava obje jednakosti, ne postoji.
Ako je n = 4k + 3, tada je
k(2 — 2i) + (4k + 1)i + (4k + 2)i* + (4k + 3)i® = 48 + 49i, odnosno
2k — 4k — 2 =48, -2k + 4k + 1 — 4k — 3 = 49,

a takav k, koji zadovoljava obje jednakosti, ne postoji.

Zadatak B-2.2.

U pravokutnoj dvorani nalazi se tepih u obliku romba. Povr&ina tepiha iznosi 54 m? ,
a opseg 30 m. Vrhovi romba su to¢no u polovistima stranica pravokutnika. Odredite
dimenzije dvorane.

Rjesenje.

Uo¢imo da su dimenzije dvorane (stranice pravokutnika a i b) ujedno i dijagonale
romba.

o

L R D
Q

Ako je P = %b = b4, o = 4d = 30, tada su duljine stranica rjeSenje sljedeceg sustava
jednadzbi:

ab = 108

a® +b* = 225.
Pomnozimo li prvu jednad?bu s —2 i dodamo drugoj, slijedi (a — b)? = 9.
Mozemo uzeti da je a > b, pa je a = b+ 3 tj. b*> + 3b — 108 = 0.
Slijedi b= 9 te a = 12.

Dakle, dimenzije dvorane su 12 i 9 metara.
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Zadatak B-2.3.

Jednadzba y = 22 + bz + ¢ odreduje skup parabola kojima su nulto¢ke uzastopni cijeli
brojevi. Kojem skupu tocaka pripadaju tjemena ovih parabola? Odredite njegovu
jednadzbu.

Rjesenje.

Neka su x1 = n i xs =n+ 1, n € Z nultocke parabole iz zadanog skupa. Tada je
y=(@—n) - (z—(n+1)=2>—2n+ Da+n’®+n.

Izracunamo koordinate tjemena:

2n + 1 4-(n*+n)—(@4n*+4n+1) -1
Ty e 4 T4

Dakle, tjemena parabola iz danog skupa imaju istu ordinatu, pa se tjemena svih takvih

parabola nalaze na pravcu y = ’71.

Zadatak B-2.4.

Opseg pravokutnog trapeza je 20 cm, a kosinus njegovog Siljastog kuta iznosi
Koliko bi trebala iznositi visina trapeza kako bi on imao maksimalnu povrsinu? Kolika
je maksimalna povrsina?

“[S

Rjesenje.

<

N_____
o

sina =+/1 —cos?2a = %

Iz sina = 3 slijedi d =

v 3

sina ?U'
Tada iz danog opsega dobivamo
o=a+c+v+d=a+c=0—(v+d) =20- v
__ atc _ =5
Kako je povrSina trapeza kvadratna funkcija visine, maksimum postize u tjemenu

(20 = 34)-

Trapez ¢e imati maksimalnu povrsinu za visinu od 4 cm.

Maksimalna povrsina je 20 cm?.
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Zadatak B-2.5.

Zbroj dva peteroznamenkasta broja koji se podudaraju u prve tri znamenke iznosi
123422. Zadnje dvije znamenke jednog broja su 1,2, a drugog 1,0 tim redoslijedom.

Odredite te brojeve .

Prvo rjesenje.

Brojevi su oblika abcl2 i abcl0

abc12 = abc00 + 12.

abc10 = abc00 + 10.

Kako je zbroj tih brojeva 123422 slijedi:
abcl2 + abcl0 = 123422

abc00 + 12 + abc00 + 10 = 123422,

2 - abc00 + 22 = 1213422. Odatle je
abc00 = 61700.
Slijedia=6,b=1,¢c=7,

odnosno trazeni brojevi su 61712 1 61710.

Drugo rjesenje.
Neka je
x = 10000a + 10000 4 100c¢ + 12,

y = 10000a + 10006 4+ 100c + 10, a,b i ¢ su znamenke te a # 0.

Njihov je zbroj x + y = 20000a + 20000 + 200c¢ + 22,
odnosno 20000a + 20000 + 200c + 22 = 123422,
odnosno 20000a + 20000 + 200c = 123400.
Podijelimo li s 200 dobit ¢emo

100a + 10b + ¢ = 617.
Dakle,a=6,b=1ic=T.
Trazeni brojevi su 61712 i1 61710.

Zadatak B-2.6.
Rijesite jednadzbu

V16 + 8x + 22 + V16 — a2 =2 V16 — 8z + 22
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Rjesenje.

Danu jednadzbu pisemo u sljede¢em obliku:

D94+ 2)2+ (4 —x)(d+x) =2 24— x)2 1 bod

Podijelimo cijelu jednadzbu s *°%/(4 — z)? za x # 4 pa imamo:
”ﬂ 4+x %W4+I 2 boda
- x —x
Uvedimo supstituciju 2%/ = ¢. 1 bod
JednadZba tada prelazi u t? +t — 2 = 0. 1 bod
Rjesenja su t; = —2 ity = 1. 1 bod

4+ x 4 + 22017
2015 _ J—
4_x__2:>xl_m, 2 boda
4
Y 4+:c =1=29=0. 2 boda
-

Zadatak B-2.7.

U skupu A nalazi se m uzastopnih cijelih brojeva kojima je zbroj 2m, a u skupu B
nalazi se 2m uzastopnih cijelih brojeva kojima je zbroj m. Apsolutna vrijednost razlike
najvecih elemenata iz A i B iznosi 99. Odredite m, a zatim skupove A i B.

Rjesenje.
Neka je skup

A=a,a+1,a+2,a+3,...,a+m—1,
B=bb+1,0+2,b+3,....0+m—1,b+m,...,b+2m — 1. 1 bod

Vrijedi

at+a+14+a+24+a+3+---+a+m—1=2m,
b+b+14+b+24+b+34+ - +b+m—1+---+b+2m—1=m,
b+2m —1—(a+m—1)] =99, 1 bod

odnosno rjesavamo sustav jednadzbi

ma+(1+24+3+---4+m—1)=2m,
2mb+ (14+2+3 4+ +m—1+---+2m—1) =
b—a+m|=99. 1 bod
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Iz prve jednadzbe proizlazi

(I+m—-1)(m-1)

ma + 5 = 2m, 1 bod
2ma +m(m — 1) = 4m,

5 _
0= 1 bod

Iz druge jednadzbe sustava proizlazi

(1+2m—1)2m —1)

2mb + 5 =m,
Amb + 2m(2m — 1) = 2m,
4mb + 4m? = 4m,
b=1-—m. 1 bod
Tada iz trece jednadzbe slijedi
|b—a+m| =99,
5 —
1—m— 2" | =99,
|m — 3| = 198. 1 bod
Odatle je m = 201 ili m = —195. Kako je m > 0, rjeSenje je samo m = 201. Provjerimo
jesu li za taj m brojevi a i b cijeli. 1 bod
— 201
a:5 20 = —98,b = —200. 1 bod
A={-98,-97,-96,—-95,...,102},
B ={-200,—-199,—-198, —197,...,201}. 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — B varijanta
27. veljace 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.

Odpredite sve cijele brojeve x za koje vrijedi

log,(z 4+ 12) - log, 2 > 1.

Rjesenje.
Rjesenje dane nejednadzbe x mora zadovoljavati sljedec¢e uvjete:

r+12>0 i x>0, #1.

Kako je x € Z, tada iz prethodnih uvjeta slijedi da je z prirodan broj veéi od 1.

Danu nejednadzbu mozemo pisati u sljede¢em obliku

log(x 4-12) log2 <

log 4 logz =

log(x + 12)
log

L,
> 2.

Kako je logx > 0 za = > 1, danu nejednadzbu mozemo pomnoziti s log x.
Tada je

log(x + 12) > log(x?),
r+12 > 2%,
2> —x—12<0, odnosno = € [-3,4].

Uz uvjet x > 1, z € Z, rjeSenje je x € {2,3,4}.

Zadatak B-3.2.

Za kutove «, (i v siljastokutnog trokuta ABC' vrijedi tga : tgf : tgy =1:3: 12.

[zracunajte
sin o - sin 3 - sin 7.
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Rjesenje.

Kako su kutovi trokuta iljasti, to su njihovi tangensi istog predznaka i vrijedi:

tga+tgp
gy = tg[r — (a+ )] gla+ ) T tga g0
tgy —tgy-tga-tgf=—tga—tgp
tgy+tga+tgf =tga-tgls-tgy. 1 bod

Kako je tga :tg 8 :tgy =1:3:12, slijedi tga = k,tg § = 3k, tgy = 12k.
Tada uvrstavanjem u prethodnu jednakost dobivamo:

4 2
16k:36k3:k2:§—_—>k:§, 1 bod
te je
2
tgoz:g, tgf =2, tgy=_8. 1 bod
Slijedi
. tg o 2 n 3 tg B 2 ) tgy 8
Sl = = , Smp = —— == —=, SIny= = ,
V1+tgta V13 V1+tg? B V5 V1+tg?y V65
pa je

s 3 boda

sina - sin 8- siny =

Zadatak B-3.3.

Duljina stranice romba ABC'D iznosi 6 cm, a mjera kuta pri vrhu B iznosi 120°. Sve
tocke unutar romba koje su blize vrhu B nego ostalim vrhovima nalaze se unutar
peterokuta P. Odredite njegovu povrsinu.

Rjesenje.
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Pogledajmo podrucje omedeno simetralama duzina BA, BC' i BD. Toc¢ke na simetrali
duzine jednako su udaljene od njezinih rubnih tocaka, $to su u ovom slucaju vrhovi
A, C, D, pa su toc¢ke koje su blize vrhu B unutar peterokuta BEFGH. 2 boda

Povrsinu tog peterokuta dobijemo tako da od povrsine polovice romba oduzmemo dvije
povrsine trokuta AEF.
Rac¢unamo redom:

P.ompy = a°sin a 1 bod
|EF| =3-tg30° = V3 cm 1 bod
1 3v/3
PAEF:23‘EF’:\2/_CH12 1 bod
1 3v/3
P:2-62-sin120°—2-‘2/_:6\/§cm2. 1 bod

Zadatak B-3.4.

Odredite zadnju znamenku umnoska prvih sto prirodnih brojeva koji pri djeljenju s 5
daju ostatak 3.

Rjesenje.

Svi prirodni brojevi koji prilikom dijeljenja s 5 daju ostatak 3 mogu se zapisati u obliku

bk + 3, k € Ny.
Zapisimo umnozak prvih sto takvih brojeva:

3-8-13-18-23-28-33---(5k+3)---498

=(3-8)-(13-18)-(23-28)-(33-38)---((bk —2) - (5k +3))--- (493 - 498). 2 boda
Svaki od 50 umnozaka u zagradama zavrSava znamenkom 4. 1 bod
Zadnja znamenka naseg umnoska je zadnja znamenka potencije 4°°. 1 bod
Kako je 4°Y = 16%°, a potencije broja 16 uvijek zavrSavaju znamenkom 6, traZeni
umnozak zavrSava znamenkom 6. 2 boda

Zadatak B-3.5.
Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, a «, 3,7 redom nasuprotni kutovi. Ako je

t
a® + b* = 2015¢?, izracunajte - A
ctga + ctg B

Rjesenje.
Kako je sin(a + ) = sin(180° — 7) = sin~y, to pofetni izraz moZzemo pisati kao:

cosy

ctgy Siny cosysin asin 3
= _ = : : 2 boda
ctga + ctg % sin 7y siny
sina  sin 3
siny sinvy
212 _ 2

a+b>—c® a b

_ e — = 2 boda

2ab c c
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gdje smo u zadnjoj jednakosti primjenili poucak o sinusu i kosinusu.
Na kraju,
a? 4+ b —c?

=1 . 2
500 007 boda

Qle

é_ a® 4+ b? — 2 B 2015¢% — 2
c 2c2 N 2c2

Zadatak B-3.6.
Dva jednakokracna trokuta imaju isti opseg i povrsinu, a nisu sukladni. Duljine stranica
jednog trokuta su 29, 29, 40. Duljine stranica drugog trokuta su cijeli brojevi. Odredite
koji su to brojevi.
Rjesenje.
[zracunajmo prvo opseg i povrsinu danih trokuta
O=a+20=98 — s=149
P =/s(s —a)(s — )2 = V49 -9 -20% = 420. 1 bod

Neka su x duljina osnovice i y duljina kraka novog trokuta. Tada vrijedi

X

x+2y:98:y:49—§ 1 bod
420 = 1/49(49 — )(49 — y)? 1 bod
N 2
420 = 49(49 — 1) (5) 1 bod
120 = zv49 — .
Dakle, x i /49 — x su prirodni brojevi i djelitelji broja 120 = /49 —x < 7. 2 boda
Dijelitelji broja 120 manji od 7 su: 1,2,3,4,5,6. 1 bod
Provjerom dobivamo da je jednakost valjana samo za /49 —x = 31 1/49 —x = 5. 1 bod
Iz /49 — x = 3 dobivamo zadani trokut, a iz v/49 — z = 5 slijedi x = 24 1 y = 37. 1 bod
Tada trazeni trokut ima stranice 24, 37, 37. 1 bod

Zadatak B-3.7.
Odredite sve cijele brojeve n za koje jednadzba x3 — nz® + nz — (n* + 1) = 0 ima
cjelobrojno rjesSenje.
Rjesenje.
Neka je = cjelobrojno rjesenje dane jednadzbe. Tada je:

¥ —na? +nr—n?=1

2z —n)+nlx—n)=1

(x —n)(2*+n) =1 2 boda
Umnozak je jednak 1 jedino ako su oba faktora 1 ili —1. 1 bod

U prvom slucaju rjeSsavamo sustav
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Tada je
r=n+1= (n+1)°+n=1,

Sto nakon sredivanja daje jednadzbu
n? +3n = 0. 2 boda

Slijedi da su rjeSenje sustavan =01 x =1, odnosnon = -3 iz = —2. 2 boda

U drugom slucaju rjesavamo sustav

r—n=-—1

2 4+n=—-1.

Tada je
r=n—1= (n—1>%*+n=-1.

Nakon sredivanja dobivamo jednadzbu
n*—n+2=0, 2 boda

koja nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva. 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — B varijanta
27. veljace 2015.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.
1 1
Rijesite nejednadzbu (n+ ) < <n+ >

6 n—3
Rjesenje.
Zbog simetrije binomnih koeficijenata (ZJ_“;) jednako je (”Zl). 1 bod
Uvijet zadatka je n > 5. 1 bod
1 1
Nejadnadzba (ng— > < (nl— > prelazi u
1 —1 -2 — —4 1 -1 —2
(n+ Do = 1)(n =D = 8)n—4) _ (n+Dn(n —1)(n—2) Lbos
6! 41
Nakon skrac¢ivanja slijedi
(n—3)(n—4)
<1
30 ’
n? —7Tn —18 < 0. 1 bod
Rjesenje nejednadzbe je n € (—2,9), 1 bod
ali zbog pocetnih uvjeta to su samo prirodni brojevi n € {5,6,7, 8}. 1 bod
Zadatak B-4.2.
Osnovica AB jednakokra¢nog trokuta ABC nalazi se na pravcu x — 2y +20 = 0, a tre¢i
je vrh u tocki C(1,8). Ako je povrsina trokuta 15, odredite duljine njegovih stranica.
Rjesenje.
C
b b
\ 4
o a B
4 1 bod
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Visina trokuta je udaljenost tocke C' do pravca AB,

11— 16 + 20|
e Y-S
¢ Vit 4 V5

Neka je |AB| = a. Iz povrsine odredimo duljinu osnovice,

p="
2

2P 30
A N
v V5

Duljinu kraka mozemo izracunati po Pitagorinom poucku:

b= <gf+wﬂ:»@31325v5

Zadatak B-4.3.
Odredite sve x € Ri a € R za koje su brojevi

1— m, 2log, x, 1+ m
tri uzastopna ¢lana rastuceg geometrijskog niza.
Rjesenje.
Dani izrazi moraju zadovoljavati sljedece uvjete:
x>0, a>0,a#1, 1—log,z>0.
Dakle, za rjeSenje treba vrijediti:

O<zx<a, zaa>1
r>a, zal<a<l (%)

Primjenimo svojstvo geometrijskog niza:
(2log, z)? = (1 - m) (1 + /1 — log, x)
4log’x =1— (1 —log, x)

4log> x = log, .

Jedno rjesenje je log, z = 0, a to ne moze biti ¢lan rastuceg geometrijskog niza.

Drugo rjesenje

log, > =

v =a,

|

zadovoljava uvjet (*) jer
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Napomena: Priznati ako je uc¢enik umjesto raspisivanja i rjeSavanja uvjeta jednostavno
provjerio dobiveno rjesenje uvrstavanjem.

Zadatak B-4.4.

Zmamenke deveteroznamenkastog broja su medusobno razlicite i razlicite su od 0. Svake
dvije susjedne znamenke odreduju dvoznamenkasti broj koji je djeljiv sa 7 ili s 13.
Odredite taj deveteroznamenkasti broj.

Rjesenje.

Znamenke deveteroznamenkastog broja su a,b,c,d,e, f,g,h,i € {1,2,...,9} u nekom
poretku.

Dvoznamenkasti brojevi ab, be, cd, de, e f, fg, gh, hi moraju biti djeljivi sa 7 ili s 13.

Dvoznamenkasti brojevi koji su djeljivi sa 7 su: 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77,
84, 91, 98.

Dvoznamenkasti brojevi koji su djeljivi s 13 su: 39, 52, 65, 78, 91.

Brojevi 70 i 77 ne mogu se pojaviti medu znamenkama danog broja jer sve znamenke
moraju biti razli¢ite i razli¢ite od 0. Znamenka 7 se mora pojaviti jednom, a kako niti
jedan preostali broj ne zavrSava znamenkom 7, broj 78 mora biti na pocetku. 2 boda

Slijedi: 784 (84 jedini pocinje s 8), odnosno 7842 ili 7849. 1 bod

U slucaju da broj pocinje s 7842 sljedeca je znamenka 1 ili 6, odnosno 78421 ili 78426.
Pogledajmo svaku od tih mogucénosti:

78421 — 7842135 — 78421356 — ne moze

— 7842139 — ne moze 1 bod
78426 — 784263 — 7842635 — ne moze
— 784265 — ne mozZe. 1 bod

Za svaku od moguénosti gdje piSe ne moZe znamenke se u jednom trenutku pocinju
ponavljati.

Ostaje jos provjeriti sluc¢aj kada broj pocinje sa 7849:

7849 — 78491 — 784913 — 7849135 — 78491352 — 784913526
— 78491355 — ne moze

Dakle, jedina je moguénost broj 784913526. 1 bod

Zadatak B-4.5.

Komad papira ima oblik jednakostrani¢nog trokuta ABC' duljine stranice 15 cm. Papir
presavinemo tako da vrh A dode u tocku D na stranici BC te da je |[BD| = 3 cm.
Nastao je pregib EF, gdje je tocka E na AB, a totka F na AC. Odredite duljinu
pregiba |EF|.
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Rjesenje.

(o
15-y
F
/
/
%
/
/60°
A — em— — —
A X E 15-x B
Precizna slika s oznacenim sukladnim duZinama x,y : 2 boda
Primijenimo poucak o kosinusu na trokute CDF, BED i DEF. 1 bod

Iz ACDF slijedi:

y? = (15 —y)? + 122 —2-12- (15 — %) - cos 60°
y® =225 — 30y + y* + 144 — 180 + 12y

18y = 189
21
Iz ABED:
2 =(15-2)>+3*—2- (15— 1) -3 - cos60°
=7 1 bod
Iz ADEF":
22 = 2* + y* — 2xy cos 60°
21\2 21 1
2 2
— ) 9.7 22
z 7+<2) 7 57 3
,2':7—\/7 1 bod

2

Dakle, duljina pregiba |EF| iznosi %ﬁ cm.

Zadatak B-4.6.

U jednakokracni trokut osnovice duljine 14 cm i krakova duljine 25 cm upisan je krug.
Iznad njega upisan je drugi krug koji dodiruje oba kraka i prvi krug, iznad ovoga upisan
je trec¢i krug i tako dalje istim postupkom nastavljamo upisivati krugove. Ako sve
upisane krugove obojimo nekom bojom, koji ¢e dio povrsine trokuta ostati neobojan?
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Prvo rjesenje.

Po Pitagorinom poucku izracunamo duljinu visine na osnovicu.

v =|CP| =252 — 72 = 24cm.
Polumjer najvece upisane kruznice izra¢unamo iz P = s,

14 - 24 21
rH=———=—.

T 25425414 4
Promotrimo sliéne trokute ABC', A1B;CY, Ay ByCs...
Koeficijent sli¢nosti trokuta izra¢unamo iz omjera visina

_24—27“1_ 9

K 24 16

Analogno vrijedi i za ostale trokute.

Ako su trokuti sliéni s koeficijentom sli¢nosti k£, onda su povrsine upisanih krugova

81

: 2 _
proporcionalne s k* = .

Racunamo zbroj povrsina svih krugova

P 441
P=P +kP+kP+.. =—— = 16—
1k LSt
256
Neobojana povrsina je
14-24 1008 1008
- T =168 — Wcmz.

2 25
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Drugo rjesenje.

1 bod

Po Pitagorinom poucku izra¢unamo duljinu visine na osnovicu.
v=|CP|=+v252— T2 =24 cm. 1 bod

Trokuti APC, S1D1C, SoDsC, S3D5C,... su medusobno sli¢ni (svi kutovi su im suk-
ladni). Oznacimo |D1S;| = |PS;| = 7. 1z sli¢nosti trokuta APC' i S;D;C slijedi

T1 . l
24 — 7 25
21
rL = — cIm. 2 boda
4
Ozna¢imo |DySs| = ry. Iz sli¢nih trokuta APC' i Sy DoC' slijedi
T
24 —2ry — 1y 25
189
o = a cm. 1 bod
Analogno dobivamo i polumjer trece kruznice r3 = % cm. 1 bod

Povrsine krugova su %, r3m, r3m,

1 bod

One ¢ine geometrijski niz s kvocijentom ¢ =

‘ =3

=N b
|

o?m‘wﬁw

Provjerimo da su ti kvocijenti jednaki:

(16%3)2 (189-4)2_<
21-64)

(3)°
((}7 1)) (11072041.'12349)2 - (196>2 ! bod
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Izracunajmo razliku povrsine trokuta i povrsine svih krugova.

e (B)a 4417 4417 1008

2 1-(5)

P

16- (1 (%)) 16 - 35

Zadatak B-4.7.

Nulto¢ke polinoma p(z) = x* — 32% + ax + 3 su realni brojevi z1, 9, z3 koji ¢ine rastuci

aritmeticki niz. Odredite koeficijent a i nultoc¢ke zadanog polinoma.

Prvo rjesenje.

Polinom p(z) pisemo u faktoriziranom obliku:

22 =32  tar +3= (v — 1) (v — 32) (7 — x3) =

=2° — (z1 + 29 + 23)2° + (2129 + 173 + To23)T — D173

Po teoremu o jednakosti polinoma slijedi sustav jednadzbi (Viéteove formule)

—(131 + 29 + Q?g) = -3
T1To + T1T3 + Tz = @

—T1X9T3 = 3.
Prema uvjetu zadatka xq, x9, x3 su ¢lanovi rastuceg aritmetickog niza te pisemo
r1=t—d, xo=t, x3=t+d, t € R.
Iz prve jednadzbe sustava slijedi
t—d+t+t+d=3=t=1.
Nadalje iz druge jednadzbe sustava dobivamo

T1T2 + T1X3 + ToT3 = a,
a=(1-d)-1+4(1—-d)-(1+d)+1-(1+4d),
a=3—d.

Iz trece jednadzbe sustava slijedi

T1T9x3 = —3
(1—-d)-1-(14d)= -3,
1 —d*= -3,

d* =4,

a kako je niz rastuci, d > 0, slijedi d = 2.
Koeficijent a jednak je a = 3 — 22 = —1,

a nultocke zadanog polinoma su -1,1,3.
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Napomena: Ucenik ne mora izvoditi Viéteove formule, moze ih koristiti bez dokaza.

Drugo rjesenje.

Ako su z1, x9, x5 tri ¢lana aritmetickog niza mozemo ih oznaciti s t — d, t, t + d.

Tada je t rjeSenje sustava jednadzbi

(t—d)?-3t—d?+alt—d)+3=0
=3t +at+3=0
(t+d)?—3(t+d)?’+alt+d) +3=0

Nakon sredivanja imamo sljedece tri jednadzbe:

3 —3t2d+3td®> —d* — 3t +6td — 3d* +at —ad+3 =0
2 —32+at+3=0
24+ 3t2d+3td> + d® — 3t —6td — 3d*> +at +ad +3 =0

Oduzimanjem prve i treé¢e od prethodnih jednadzbi dobit ¢emo:
6t2d + 2d° — 12td + 2ad = 0,
a nakon dijeljenja s 2d (d > 0 jer je niz rastuci)
3+ d*—6t+a=0= a=—3t>—d* +6t.(1)
Oduzimanjem druge i treée jednadzbe dobit ¢emo:

6t%d + 3td* + d® — 6td — 3d* + ad = 0,
3t2+3td+d*>—6t—3d+a=0
a = —3t* — 3td — d* + 6t + 3d.(2)

Iz (1) i (2) dobivamo:

— 3t* — 3td — d* + 6t + 3d = —3t* — d* + 6t,
3td — 3d = 0,
t =1 (zbog d > 0).

Iz druge jednadzbe pocetnog sustava slijedi
1-34+a+3=0= a=-1.
Razliku d mozemo primjerice izrac¢unati iz (1)
—1=-3(=d)*+6, &> =4, d=2.

Nultoc¢ke polinoma su -1,1,3.
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Dopuna rjeSenjima 1.razreda B varijanta

Zadatak B-1.5

U zadnjoj recenici piSe trokut AMB, a treba pisati trokut CMB.
Zadatak B-1.6

Drugo rjesenje.

Oznake:

t —vrijeme do trenutka kad Pero side s motora

t' - vrijeme od trenutka kad Pero side s motora do trenutka kad Luka sjedne na motor (tj. vrijeme
potrebno da se motor vrati)

t, — ukupno vrijeme
V., — brzina motora

Vv, — brzina pjeSaka

Ut + 1, (& —t) = 170km 1 bod
Vp t+ vyt +u,(t, —t—t') =170km 1 bod
Vp t' Uyt =t =1yt 1 bod
t' = gt i rjeSavanje sustava 4 boda
8
t' = Eh = 1h i 48min 1 bod
17 . )
tz?h=3h124m1n 1 bod

t =5hi12min 1 bod
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