Hrvatsko matematicko drustvo

Hrvatska matematicka olimpijada za kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo - srijeda, 22. listopada 2025.

RjeSenja zadataka za grupu A (4./5.razred)

1. Koliki je najmanji moguci zbroj dvaju troznamenkastih brojeva sa svojstvom da je znamenka stotica
prvog broja dvostruko veca od znamenke jedinica drugog broja, a svih Sest znamenaka je razli¢ito?

Rjesenje.

Neka su ta dva troznamenkasta broja abc i def. Zbroj promatranih brojeva je

abc + def = (100a + 10b + ¢) + (100d + 10e + ) = 100(a + d) + 10(b + &) + (c + ).
Prema uvjetu zadatka vrijedi a = 2 - f. Bududi da traZimo najmanji mogu¢i zbroj, krenimo od najmanje
moguce vrijednosti znamenke stotica a. Naravno, a ne moZe biti nula.

Promotrimo slucajeve:

e Nekajef =1.Tadajea = 2.

Troznamenkasti brojevi su tada 2bc i del, a njihov zbroj je
2bc + del = 201 + 100d + 10(b + e) + c.

Kako bi zbroj bio $to manji, za znamenku stotica d biramo najmanju neiskoriStenu znamenku koja nije
nula, tj. d = 3. Nadalje, za znamenke desetica, b i e, biramo najmanje neiskoristene znamenke, a to su 0 i
4. Zbroj ¢e biti jednak bez obzira na to koja od njih je 0, a koja 4. Konac¢no, znamenka c je najmanja
neupotrijebljena znamenka, a to je 5.
Zbroj tih brojeva je 205 + 341 = 245 + 301 = 546.

e Nekaje f = 2.Tadajea = 4.
Troznamenkasti brojevi su tada 4bc i de2, a njihov zbroj je
4bc + de2 = 402 + 100d + 10(b + e) + c.
Kako bi zbroj bio $to manji, za znamenku stotica d biramo najmanju neiskoriStenu znamenku koja nije
nula, tj. d = 1. Nadalje, za znamenke desetica, b i e, biramo najmanje neiskoristene znamenke, a to su 0 i
3. Zbroj ¢e biti jednak bez obzira na to koja od njih je 0, a koja 3. Konacno, znamenka c je najmanja

neupotrijebljena znamenka, a to je 5.
Zbroj tih brojeva je 435 + 102 = 405 + 132 = 537.

e Nekaje f > 3.Tadajea = 6.

U tom je slu¢aju abc > 600 pa je i zbroj abc + def > 600. Bududi da je taj zbroj veéi od 537, on nije
kandidat za najmanji zbroj i ne trebamo ga promatrati.

Najmanji moguci zbroj je 537.



2. Ivica je popunio tablicu sa 7 redaka i 99 stupaca. Najprije je u prvom retku zapisao sve prirodne
brojeve od 101 do 199. U drugom je retku ispod svakog od tih brojeva zapisao njegov dvokratnik. Nastavio je
na isti nacin, tj. u svakom od preostalih redaka zapisao je dvokratnike brojeva iz prethodnog retka. Koliki je

zbroj svih brojeva u tako popunjenoj tablici?

Prvo rjesenje.

U tablici su sljede¢i umnoSci:

101 102 103 197 198 199
2-101 2-102 2-103 2-197 2-198 2-199
4-101 4-102 4-103 4.197 4-198 4-199
8-101 8-102 8-103 8-197 8-198 8-199
16-101 | 16-102 | 16-103 16-197 | 16-198 | 16-199
32-101 | 32-102 | 32-103 32-197 | 32-198 | 32-199
64-101 | 64-102 | 64-103 64-197 | 64-198 | 64-199

Zbroj svih brojeva u prvom retkuje A = 101 + 102 + 103 + +--+ 197 + 198 + 199.

Kako bismo odredili zbroj 4, zbrojimo A + A na sljedeci nacin:

A= 101 +102 +103 + ---+ 197 + 198 + 199
A= 199 +198 +197 + ---+ 103 + 102 + 101
A+A= 300+ 300 + 300 + ---+ 300 + 300 + 300

Uocimo da je u svakom retku 99 pribrojnika, paje2 - A = 99 - 300 = 29700, odnosno A = 14850.

Zbroj svih brojeva u drugom retku tablice dvostruko je veéi od zbroja svih brojeva u prvom retku, a isto
vrijedi i dalje: zbroj svih brojeva u bilo kojem retku dvostruko je ve¢i od zbroja svih brojeva u prethodnom

retku. Zato je zbroj brojeva po retcima redom

1-14850, 2-14850, 4-14850, 8-14850, 16-14850, 32-14850, 64 -14850.

Zbroj svih brojeva u tablici je
(1+2+4+8+16+32+64) 14850 = 127 - 14850 = 1885950.



Drugo rjeSenje.

Promotrimo tablicu:

101 102 103 197 198 199
2-101 2-102 2-103 2-197 2-198 2-199
4-101 4-102 4-103 4.197 4-198 4-199
8-101 8-102 8-103 8-197 8-198 8-199
16-101 | 16-102 | 16-103 16-197 | 16-198 | 16-199
32-101 | 32-102 | 32-103 32-197 | 32-198 | 32-199
64-101 | 64-102 | 64-103 64-197 | 64-198 | 64-199

Zbroj brojeva u prvom stupcu je

101+2-101+4-101+8-101+16-101+32-101 +64-101 =

Na isti nacin odredujemo zbroj brojeva u ostalim stupcima. Zbroj brojeva u svakom stupcu je jednak je
umnos$ku broja 127 i prvog broja u tom stupcu.

=(1+2+4+8+16+32+64)-101 =127-101.

Stoga je zbroj svih brojeva u tablici

127-101+127-102 + 127 - 103 + ---+ 127 - 197 + 127 - 198 + 127 - 199 =

gdje je A zbroj brojeva u zagradi, tj. A = 101 + 102 + --- + 197 + 198 + 199.

=127-(101 + 102+ 103 + ---+ 197 + 198 + 199) = 127 - 4,

Zbroj A moZemo odrediti kao u prvom rjesSenju, te dobijemo A = 99 - (101 + 199) : 2 = 14850.

Konacno, zbroj svih brojeva u tablici je 127 - A = 127 - 14850 = 1885950.

Napomena:

Zbroj A moZemo odrediti i ovako:

A= (100 + 1) + (100 + 2) + - + (100 + 99)

A=99-100 + (1+ 2 + -+ 99)
A=99-100+ 99100 : 2
A = 9900 + 4950

A = 14850

ili ovako:

A=1+24+199) — (1 +2+ -+ 100)
A=199-200:2—100-101: 2

A =19900 — 5050

A = 14850

U oba slucaja koristili smo formulu za zbroj prvih n prirodnih brojeva.




3.

Lik na slici sastavljen je od 11 jednakih pravokutnika takvih da je

trostruka duljina jedne stranice jednaka dvostrukoj duljini druge stranice.
Opseg lika je 308. Kolika je povrsina tog lika?

Rjesenje.

Neka su a i b duljine susjednih stranica pravokutnika, pri ¢emu je a < b.

Buduéi da je trostruka duljina jedne stranice jednaka je dvostrukoj duljini druge stranice, 3 -a = 2 - b, kracu

stranicu moZemo podijeliti na dva, a dulju na tri jednaka dijela. Neka je duljina svakog takvog dijela x.

Kako bismo odredili opseg lika, trebamo odrediti zbroj duljina svih duZina koje taj lik omeduju.

Lik omeduju (vidi sliku):

deset vertikalnih duZina ¢ija je duljina a
Cetiri horizontalne duZine cija je duljina b
crveni dio ruba lika duljine

|AB| +|CD| =|AD| = |BC|=3b—-2b=b
zeleni dio ruba lika duljine

|EF|+ |GH| = |EH| — |FG| =3b—2b=0b
plavi dio ruba lika duljine

|[KL| + |[MN| = |KN| — |LM| =3b—-2b=b
Zuti dio ruba lika duljine

|PR| + |ST| = |PT| — |RS| = 2b — b = b.

Stoga je opseg lika

3x

2X

M

10a+4b+b+b+b+b=10a + 8b,

odnosno

10a+8b =10-2x + 8- 3x = 20x + 24x = 44x.

Sada iz uvjeta 44x = 308 slijedi x = 7.

Duljine susjednih stranica pravokutnika sua = 2x = 14ib = 3x = 21. PovrSina jednog pravokutnika je
14 - 21 = 294, a povrsina cijelog lika 11 - 294 = 3234.



4. Razrednica je najavila da ¢e na kraju Skolske godine nagraditi u¢enike - oni koji zavrse razred s
odli¢nim uspjehom dobit ¢e po dvije cokolade, oni koji je zavrse s vrlo dobrim uspjehom dobit ¢e po polovinu
Cokolade, a oni koji zavrse s dobrim uspjehom po tre¢inu ¢okolade. U razredu je ukupno 27 ucenika, a na kraju
Skolske godine nitko nije imao dovoljan niti nedovoljan uspjeh. Kako bi ispunila najavljeno, razrednici je
trebalo to¢no 13 ¢okolada. Koliko je ucenika zavrsilo Skolsku godinu s odli¢nim, koliko s vrlo dobrim, a koliko
s dobrim uspjehom?

Prvo rjesenje.

Cokolade treba dijeliti na polovine i tre¢ine pa zamislimo da je svaka ¢okolada podijeljena na 6 jednakih
komadic¢a. Ukupno je 13 - 6 = 78 komadica ¢cokolade. Odli¢ni ucenici dobit ¢e po 12, vrlo dobri po 3, a dobri
po 2 komadicéa.

Uocimo da ¢e svaki ucenik dobiti najmanje dva komadi¢a. Nakon $to svaki uc¢enik dobije po dva komadica,
ostat Ce joS 78 — 27 - 2 = 24 komadiéa cokolade. Njih ¢e podijeliti vrlo dobri i odli¢ni ucenici. Vrlo dobri
ucenici ¢e dobiti joS po jedan, a odli¢ni joS po 10 komadic¢a. Broj preostalih komadica je 24, pa mogu biti najviSe
dva odli¢na ucenika.

1. slucaj: Dvoje odli¢nih ucenika dobit ¢e jos 20 komadic¢a cokolade, a preostala 4 komadica podijelit ¢e
Cetiri vrlo dobra ucenika. U ovom su slucaju u razredu dva odli¢na ucenika, Cetiri vrlo dobra ucenika i
27 — (2 +4) = 21 dobar ucenik.

2. slucaj: Jedan odli¢an ucenik dobit ¢e jos 10 komadica, a preostalih 14 komadica podijelit ¢e 14 vrlo
dobrih ucenika. U ovom su slucaju u razredu: jedan odlican ucenik, 14 vrlo dobrih ucenika i
27 — (1 + 14) = 12 dobrih ulenika.

3. slucaj: Nema odli¢nih uéenika, a 24 komadica podijelit ¢e 24 vrlo dobra ucenika.

U ovom slucaju u razredu su 24 vrlo dobra ucenika i 27 — 24 = 3 dobra ucenika.

Drugo rjesSenje.

Svaki vrlo dobar ucenik dobit ¢e polovinu ¢okolade. Kada bi broj vrlo dobrih ucenika bio neparan, preostala
bi jedna polovina ¢okolade koju ne bi mogli u potpunosti iskoristiti dobri ucenici (tako da, nakon podjele, ne
ostane c¢okolade). Zaklju¢ujemo da je broj vrlo dobrih u¢enika paran

To znaci da su svi vrlo dobri ucenici zajedno dobili odredeni broj cijelih cokolada, a isto vrijedi i za odli¢ne
ucenike. Zato i dobri ucenici dijele odredeni broj cijelih ¢okolada pa broj u¢enika s dobrim uspjehom mora
biti viSekratnik broja 3.

Svaki odli¢an ucenik dobio je dvije cokolade. Budu¢i da razrednica planira podijeliti ukupno 13 cokolada,
barem su jednu ¢okoladu podijelili vrlo dobri i dobri ucenici, a u razredu moZe biti najvise 6 odli¢nih ucenika.

Zaklju€ujemo da ¢e u razredu biti najmanje 27 — 6 = 21 vrlo dobar ili dobar ucenik. Za njih je potrebno barem
21 : 3 = 7 ¢okolada (ako su svi dobri, onda to¢no 7, a ako su neki vrlo dobri, onda treba i viSe od 7 ¢okolada).
To znaci da odli¢ni u¢enici mogu dobiti najvise 13 — 7 = 6 Cokolada, pa broj odli¢nih ucenika nije veéi od 3.
U razredu je najmanje 27 —3 = 24 vrlo dobrih i dobrih ucenika, pa je za njih potrebno barem
24 : 3 = 8 ¢okolada. To znaci da odli¢ni ucenici mogu dobiti najviSe 13 — 8 = 5 €okolada, $to znaci da su u
razredu najviSe dva odli¢na ucenika.

Promotrimo mogucéi broj ucenika, ovisno o broju odli¢nih ucenika u razredu, vode¢i ra¢una o tome da je broj
vrlo dobrih ucenika paran broj, broj dobrih ucenika viSekratnik broja 3, te da broj odli¢nih ucenika nije veci
od 3.



a) Ako su u razredu tri odlicna ucéenika, tada je ukupan broj vrlo dobrih i dobrih uéenika 27 — 3 = 24.
Vrlo dobrim i dobrim ucenicima preostaje 13 — 6 = 7 ¢okolada. To nije dovoljno da svatko od njih dobije
barem trecinu ¢okolade. Dakle, ovaj slu¢aj nije mogué.

b) Ako su u razredu dva odli¢na ucenika, tada je ukupan broj vrlo dobrih i dobrih u¢enika 27 — 2 = 25.
Nije moguce da su svi oni vrlo dobri. Vrlo dobrim i dobrim ucenicima preostaje 13 — 4 = 9 ¢okolada. Zato
najvisSe 8 cokolada mogu podijeliti vrlo dobri ucenici pa njih nema vise od 16.

Promatramo sljede¢e moguénosti:

vrlo dobri ucenici dobri ucenici ukupan broj ¢okolada
16 ucenika 8 cokolada 9 ucenika 3 Cokolade 15 ¢okolada
14 ucenika 7 tokolada 11 ucenika nemoguce
12 ucenika 6 ¢okolada 13 ucenika nemoguce
10 ucenika 5 ¢okolada 15 ucenika 5 ¢okolada 14 ¢okolada
8 ucenika 4 ¢okolade 17 ucenika nemoguce
6 ucenika 3 ¢okolade 19 ucenika nemoguce
4 ucenika 2 ¢okolade 21 ucenik 7 ¢okolada 13 ¢okolada
2 ucenika 1 ¢okolada 23 ucenika nemoguce
0 ucenika 0 ¢okolada 25 ucenika nemoguce

Jedno je rjeSenje da su u razredu 2 odli¢na ucenika, 4 vrlo dobra ucenika i 21 dobar ucenik.

) Ako je u razredu jedan odli¢an ucenik, tada je ukupan broj vrlo dobrih i dobrih uéenika 27 — 1 = 26.
Vrlo dobrim i dobrim ucenicima preostaje 13 — 2 = 11 ¢okolada, a to ne bi bilo dovoljno za 26 vrlo dobrih
ucenika. Zato najviSe 10 ¢okolada mogu dobiti vrlo dobri ucenici pa njih nema vise od 20.

Promatramo sljede¢e moguénosti:

vrlo dobri ucenici dobri ucenici ukupan broj ¢okolada
20 ucenika 10 ¢okolada 6 ucenika 2 tokolade 14 ¢okolada
18 ucenika 9 ¢okolada 8 ucenika nemoguce
16 ucenika 8 ¢okolada 10 ucenika nemoguce
14 ucenika 7 ¢okolada 12 ucenika 4 ¢okolade 13 ¢okolada
12 ucenika 6 ¢okolada 14 ucenika nemoguce

Ako je broj vrlo dobrih u¢enika manji od 12, smanjit ¢e se ukupan broj ¢okolada, pa u ovom slu¢aju nema
drugih rjeSenja. U razredu je jedan odli¢an ucenik, 14 vrlo dobrih i 12 dobrih.

d) Ako u razredu nema odli¢nih ucenika, tada 27 vrlo dobrih i dobrih ucenika dijeli 13 Cokolada.
Nije moguce da su svi ucenici vrlo dobri. Zato najvise 12 ¢okolada mogu dobiti vrlo dobri ucenici pa njih nema
viSe od 24.

Promatramo sljede¢e moguénosti:

vrlo dobri ucenici dobri ucenici ukupan broj ¢okolada
24 ucenika 12 ¢okolada 3 ucenika 1 ¢okolada 13 ¢okolada
22 ucenika 11 ¢okolada 5 ucenika nemoguce
20 ucenika 10 ¢okolada 7 uCenika nemoguce
18 ucenika 9 ¢okolada 9 ucenika 3 Cokolade 12 ¢okolada

Ako se broj vrlo dobrih ucenika jos smanji, smanjit ¢e se ukupan broj ¢okolada i nece biti drugih rjeSenja.
U ovom slucaju, u razredu su 24 vrlo dobra i 3 dobra ucenika.




5. Devet djevojcica sudjeluje na matematickom kampu. Trebaju se smjestiti u sobe, a na raspolaganju su
im jedna trokrevetna soba i tri dvokrevetne sobe - crvena, plava i zelena. Medu djevoj¢icama su dva para
sestara: sestre BoZi¢ i sestre Lovri¢. Na koliko se nacina djevojcice mogu rasporediti po sobama tako da sestre
ne budu u razli¢itim sobama? Bitno je samo tko je u kojoj sobi, a ne i raspored unutar soba.

Rjesenje.
Razlikujemo dva slucaja, ovisno o tome je li u trokrevetnoj sobi jedan par sestara ili nije.

Prvi sluéaj Oba para sestara smjeStena su u dvokrevetne sobe.

Ako sestre Bozi¢ smjestimo u crvenu sobu, imamo sljedece rasporede:

sestre sestre
Bozi¢ Lovri¢
sestre sestre
Bozi¢ Lovri¢

Ako sestre Bozi¢ smjestimo u plavu sobu, imamo sljedece rasporede:

sestre sestre

Lovri¢ Bozic
sestre sestre
Bozic¢ Lovri¢

Ako sestre Bozi¢ smjestimo u zelenu sobu, imamo sljedece rasporede:

sestre sestre
Lovri¢ Bozi¢
sestre sestre
Lovri¢ Bozi¢

Dvokrevetnu sobu za sestre Bozi¢ moZemo odabrati na tri nacina, a za svaki od tih odabira potom
dvokrevetnu sobu za sestre Lovri¢ mozZemo odabrati na dva nacina.

Dakle, postoji ukupno Sest nacina za rasporediti oba para sestara u dvokrevetne sobe.

Za svaki od gornjih Sest rasporeda sestara moramo od preostalih pet djevojCica odabrati dvije koje su
smjeStene u trecu dvokrevetnu sobu. To moZemo uciniti na sljede¢ih 10 nacina (djevojCice su oznacene

slovima A, B, C, D i E):

A B B C C D D E
A C B D C E

A D B E

A E

Preostale tri djevojcice su smjestene u trokrevetnu sobu.

U ovom slucaju postoji ukupno 6 - 10 = 60 rasporeda.



Drugi slucaj Jedan par sestara je smjeSten u trokrevetnu sobu.

Na dva nacina mozemo odabrati koji par sestara je smjesten u trokrevetnu sobu, a na tri na¢ina mozZemo
odabrati u koju dvokrevetnu sobu je smjeSten drugi par sestara.

sestre
Bozi¢

sestre
Lovric¢

sestre
Bozi¢

sestre
Lovric¢

sestre
Bozi¢

sestre
Lovric¢

sestre
Lovri¢

sestre
Bozi¢

sestre
Lovrié

sestre
Bozi¢

sestre
Lovri¢

sestre
Bozi¢

Za svaki od gornjih Sest rasporeda sestara, od preostalih pet djevojcica (A, B, C, D i E) na pet nac¢ina mozemo
odabrati djevojcicu koja ¢e biti u trokrevetnoj sobi sa sestrama.

sestre A sestre
Bozi¢ Lovrié¢

Jos treba prebrojati na koliko nacina moZemo rasporediti preostale Cetiri djevojcice u dvije dvokrevetne sobe.
Ako je u trokrevetnu sobu sa sestrama smjestena djevojcica A, preostale su djevojcice B, C, D i E.

Odabir dvije djevojcice koje e se smjestiti u prvu od te dvije dvokrevetne moZemo napraviti na Sest nacina:

B C C D D E
B D C E
B E

Preostale dvije djevojcCice smjeStene su u preostalu dvokrevetnu sobu.

Za bilo koji odabir djevojcice koja je smjeStena u trokrevetnu sobu sa sestrama ponovno bismo na Sest nacina
mogli rasporediti preostale Cetiri djevojCice u dvije dvokrevetne sobe.

Zato u ovom sluc¢aju ima ukupno 6 -5 - 6 = 180 rasporeda.

Ukupan broj rasporeda je 60 + 180 = 240.



