HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Prvi dan
Zagreb, 12. svibnja 2024.

Zadatak 1.
Neka je S = {n € N:n > 2024}.

Odredi sve funkcije f: S — N takve da za sve m,n € S vrijedi

f(m)
2m(f(m) + f(n)) = >_ f(n+k).

k=0
Prvo rjeSenje.

Neka je f funkcija koja zadovoljava uvijet zadatka.

Pretpostavimo da je f(my) = f(my) = czamy # ms iz S. Ako uvrstimo my i my umjesto m, te
bilo koji n € S, dobijemo da je desna strana u oba slucaja jednaka f(n)+ f(n+1)+...+ f(n+c),
a lijeve strane su razlicite. Tocnije, imamo

2my (¢ + f(n)) # 2ma(c+ f(n)).

Dakle, dosli smo do kontradikcije, pa zakljucujemo da je f injekcija.

Promotrimo jednakost iz zadatka za parove (m,n+1) i (m,n) za proizvoljne m,n € S. Imamo

2m(f(m) + f(n)) = f(n) + f(n+ 1)+ ...+ f(n+ f(m))
2m(fm)+ f(n+ 1) =f(n+ )+ f(n+2)+...+ f(n+ 14 f(m)).

Oduzimanjem ovih jednakosti dobivamo

2m(f(n+1) = f(n)) = f(n+ 1+ f(m)) = f(n), (1)

jer se ¢lanovi oblika f(n+k)za k= 1,..., f(m) pojavljuju na obje desne strane, pa se pokrate.

Pretpostavimo da je f(n+ 1) < f(n) za neki n € S. Onda je u (1) lijeva strana negativna i
manja od —2m, a desna strana je veéa od —f(n). Ako odaberemo m takav da je 2m > f(n),
dobivamo kontradikciju. Dakle, f(n + 1) > f(n) za svaki n € S, a zbog injektivnosti je onda i
f(n+1)> f(n). Dakle, f je strogo rastuca.

Vratimo se u pocetnu jednakost. Imamo

2m(f(m) + f(n)) = f(n) + f(n+ 1)+ ...+ f(n+ f(m))
> (f(m) +1)f(n)

jer je funkcija strogo rastuca. Ta nejednakost je ekvivalentna s

fn)(2m —1 = f(m)) > =2mf(m).
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Ako je f(m) > 2m — 1 za neki m € S, onda je lijeva strana manja od —f(n), odnosno
f(n) < 2mf(m). Medutim, kako je f strogo rastuca, tako f(n) poprima proizvoljno velike
vrijednosti, pa dobivamo kontradikciju. Dakle, f(m) < 2m — 1 za svaki prirodan broj m.

Promotrimo sada pocetni izraz za m = n. Imamo

dmf(m) = f(m)+ fim+1)+...+ f(m+ f(m)).

Desnu stranu mozemo ograditi odozgo sumom
(2m—1)+@mA 1)+ . +(2(m+F(m) =1) = (me+F(m))—(m—1)% = f(m)*+2m f (m)+2m—1,

gdje smo koristili ¢injenicu da je suma prvih k& neparnih brojeva jednaka k2. Dakle, imamo
nejednakost
dmf(m) < f(m)? +2mf(m) +2m — 1,

koja je ekvivalentna s
(f(m) =1)(2m —1— f(m)) < 0.

Ova nejednakost moze vrijediti samo za f(m) = 1ili f(m) =2m—1, paje f(m) € {1,2m —1}
za svaki m € S.

Ako je f(m) =1 za neki m € S, onda uvrstavanjem (m,m) dobivamo
dm =4mf(m) = f(m)+ f(m+1) =1+ f(m+1) <2m+2 < 4m,

kontradikcija. Dakle, f(m) = 2m — 1 za svaki m € S.

Preostaje provijeriti da ta funkcija zadovoljava uvjet iz zadatka. Lijeva strana je jednaka
2m(2m + 2n — 2),

a desna strana je

2n—1D)+2n+1)+...+2n+2m—-1)—1=(n+2m—1)>—(n—1)* = 2m(2m + 2n — 2),

pa ta funkcija stvarno jest rjesenje zadatka.

Drugo rjeSenje.

Dokaz da je f strogo rastuca injekcija te da je f(m) < 2m — 1 je isti kao u prvom rjesenju.

Pretpostavimo da je f(n+ 1) = f(n) + 1 za neki n € S. Sada uvrstimo (n+ 1,n) i (n,n + 1)
u pocetnu jednadzbu i dobivamo

Fm)+1
2(n+1)(2f(n)+1) = Z_: fn+ k),
f(n)
2n(2f(n) +1) = z_:f(n—l— 1+ k).

Oduzimanjem tih jednadzbi dobivamo 2(2f(n) + 1) = f(n), Sto je kontradikcija. Prema tome,
imamo f(n+1) > f(n) 4+ 2 za svakin € S.

Sada promotrimo izraz (1):
2m(f(n+1) = f(n)) = f(n+1+ f(m)) = f(n).
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Uvrstimo m = n u taj izraz, dobivamo

2m(f(m+1) = f(m)) = f(m+1+ f(m)) = f(m).

Kako je f(m+ 1+ f(m)) < 2m+2f(m)+ 1, desna strana je manja ili jednaka 2m + f(m) + 1.
S druge strane, iz f(m + 1) > f(m) + 2 slijedi da je lijeva strana barem 4m, pa imamo

dm < 2m+ f(m) + 1,

odnosno f(m) = 2m — 1 za svaki m € S.

Kako otprije imamo suprotnu nejednakost, slijedi f(m) = 2m — 1 za svaki m € S. Provjera da
je ta funkcija stvarno rjesenje zadatka je ista kao u prvom rjesenju.

Trece rjesenje.
Dokaz da je f strogo rastuca injekcija te da je f(m) < 2m — 1 je isti kao u prvom rjesenju.

Sada primijetimo da je desna strana pocetne jednakosti zbog stroge rastucosti ogranicena
odozgo s (f(m) +1)f(n+ f(m)), odnosno imamo

2mf(m)+2mf(n) < (f(m) +1)f(n+ f(m)). (2)

Dokazimo sada pomoé¢nu tvrdnju.
Lema. Za svaki realan broj ¢ > 1 i svaki prirodan broj d, postoji n € S takav da je

f(n+d) <cf(n).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, onda za svaki n osim konacno mnogo vrijedi f(n+d) > cf(n),
pa je

on+2kd —1> f(n+kd) > c"f(n) >
za svaki prirodan broj k. Medutim, lijeva strana je linearna po k, a desna strana je eksponen-
cijalna, pa za dovoljno velik k£ dobivamo kontradikciju.

Podijelimo sada (2) sa f(n). Imamo

2mf(m) f(n+ f(m))

f(n) fn)
Sada fiksirajmo m, i promotrimo proizvoljan ¢ > 1, te primijenimo dokazanu tvrdnju na d =
f(m).
Onda je desna strana za neki n € S manja od ¢(f(m)+1). S druge strane, lijeva strana je veca
od 2m, pa imamo

+2m < (f(m) +1)

2m -
— <
f(m)+1
Kako je ¢ > 1 bio proizvoljan, slijedi 2m < f(m) + 1 odnosno f(m) > 2m — 1.

Kako otprije imamo suprotnu nejednakost, slijedi f(m) = 2m — 1 za svaki m € S. Provjera da
je ta funkcija stvarno rjesenje zadatka je ista kao u prvom rjesenju.
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Zadatak 2.

Antun i Bernarda igraju igru u kojoj naizmjence biraju uredene parove brojeva. Bernarda
pocinje igru i bira uredeni par (n,1) za neki n € N. Ako je prethodni igra¢ odabrao uredeni
par (a,b), igra¢ na potezu bira jedan od parova (a — b,b) i (a — 2b,2b). Igru gubi igrac¢ koji
odabere par u kojem je jedan od brojeva negativan.

Za koliko prirodnih brojeva n < 2!% Antun moZe osigurati pobjedu neovisno o tome kako
Bernarda igra nakon svog prvog poteza?

Rjesenje.
Definirajmo funkciju P: Ny — {0, 1} rekurzivno na sljedeéi nac¢in. Neka je P(0) =0, P(1) =1

te
Pln) — {1 jcmkovP(n —1)=0ili P([2]-1)=0
0 inace
zan > 2. Zaa € Ny te b € N neka je par (a,b) pobjednicki ukoliko Antun moze osigurati
pobjedu kada igra pocinje s (a,b), a gubitnicki inace.

Tvrdnja 1. Ako je P(|}]) = 1, tada je par (a,b) pobjednicki, a inace je gubitnicki.

Dokaz. Indukcijom po |§]. Ako je a < b, tada je par (a,b) gubitnicki jer nije moguce napraviti
potez, dok P(|¢]) = P(0) = 0. Ako je a > b, primijetimo da je (a,b) pobjednicki ako i samo
ako je barem jedan od parova (a — b,b), (a — 2b,2b) gubitnicki. Kako je [%%] = [4] — 1 te

|2 = |&] —1 = [1]4]] — 1, tvrdnja sada slijedi iz pretpostavke indukcije te definicije

funkcije P. O
Tvrdnja 2. Za sve k € Ny vrijedi P(2k + 1) = 1.

Dokaz. Indukcijom po k. Tvrdnja je jasna za k = 0 pa pretpostavimo da k > 1. Ako je
P(2k) = 0, tada je P(2k + 1) = 1 te smo gotovi. Inace je P(2k) = 1, a po pretpostavci
indukcije vrijedi P(2k — 1) = 1 pa mora biti P(k — 1) = 0. No tada po definiciji slijedi
P(2k + 1) = 1, ¢ime je tvrdnja dokazana. [J

Za k € N oznacimo I, := [2F — 2,281 —2)N Z.

Tvrdnja 3. Za sve k € N vrijedi 3,cr,01,.,, P(n) = 28

Dokaz. Zbog Tvrdnje 2 imamo

S (1-P(n) = Hn € Ikﬂ‘n = 0 (mod 2), P(ﬁ - 1) - 1}‘ =Y P(n),
nel 2 nel
k+1 k
odakle slijedi tvrdnja jer |I;, | = 2¢O
Tvrdnja 4. Ako je k paran, tada je P(2¥ —2) = 1, a inace je P(2¥ —2) = 0.

Dokaz. Indukcijom po k. Za k = 1, tvrdnja je jasna. Za k > 2, iz Tvrdnje 2 slijedi P(2¥—3) = 1.
Dakle, P(2F —2) = 1 ako i samo ako vrijedi P(2*~! —2) = 0 pa tvrdnja slijedi iz pretpostavke
indukcije. [

Konacno, iz Tvrdnji 2 i 4 imamo P(2'%° —1) = 1 = P(2'% —2) pa koriste¢i Tvrdnju 3 dobivamo

223—1 P(n) = P(1) + igz Z P(n) + p(2100 —2)+ P(2100 1)
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=3+>. > P

=1 nGIggUIQg+1

49 ’
— 3 + Z 22 +1
=1
= 3 ,

a to je po Tvrdnji 1 odgovor na pitanje u zadatku.

Zadatak 3.

Neka je ABC $iljastokutni trokut u kojem je |AC| > |BC| i neka je D tocka na duZini AC
takva da vrijedi |BC| = |CD|. Oznacimo s N noziste okomice iz to¢ke D na pravac AB. Neka
je k opisana kruznica trokuta ABC' i neka je r njen polumjer. Na pravcu DN odabrana je
tocka P tako da vrijedi |[PD| = r, a D se nalazi izmedu N i P. Neka je @) drugo sjeciste pravca
BD s kruznicom k. Okomica iz tocke A na pravac C'P i okomica iz tocke B na pravac PQ)
sijeku se u tocki K. Dokazi da je tocka K na kruznici k.

Rjesenje.
Koristimo standardne oznake za kutove trokuta AABC. Uoc¢imo da je dovoljno dokazati da je
<AEB =, tada ¢e ABCFE biti tetivan pa ¢e F biti na kruznici k.

Kutevi <DQC i <AEB su kutovi s okomitim kracima pa je dovoljno dokazati <DQC =
180° — ~.

Uo¢imo i da je <DAP = <DBC = <CPB = <DPA paje |DP| = |DA|.

Neka je O centar kruznice k. Znamo da je |PQ| = |BO| = R. Znamo i po uvjetu zadatka da
je |BC| = |CP|. Imamo <QPC = <APS = 90° — a. Takoder je <BOC = 2a kao sredisnji
kut nad BC. Zato je <OBC = 90° — a/2 = <QPC jer je ABOC jednakokracan.

Sada mozemo zakljuciti da je ABOC = APQC po SKS poucku. Slijedi <PQC = 2a.

Promotrimo jednakokracan trokut AAOD. Imamo da je <DAO = 90° — <AOD/2 = 90° —
SABD = <SPB = <DPQ.

Kada to kombiniramo s |DA| = |DP| i |PQ| = |AO| = R, imamo da je AAOD = ADQP po
SKS poucku.

Kako je ABCP jednakokracan, imamo <CPB = <CBP = 90° —/2. Uoc¢imo da je <DPQ =
180° — <QPC — <CPB = 180° — (90° — ) — (90° — v/2) = a + /2.

Zato je <DQP = 180°—2<DPQ = 180° —2a—~. Slijedi <DQC = <DQP+<PQC = 180°—~
pa je tvrdnja dokazana.

Zadatak 4.

Neka su k i n prirodni brojevi takvi da vrijedi k£ < 2n. Dokazi da je
22n+2 + 2k+2 +1

kvadrat prirodnog broja ako i samo ako vrijedi k = n.
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Rjesenje.

Uoc¢imo da je (2! +1)? = 227+2 4 272 4 1. Kada bi bilo m < n, vrijedilo bi (2" +1)? =
2202 4 on¥2 ] > 92nH2 4 gmt2 4 ] > (27F1)2) Tada 22772 4 2™%2 4 1 sigurno nije kvadrat jer
je izmedu dva potpuna kvadrata.

Dakle, m > n. UoCimo da za m = n vrijedi 22772 + 22 + 1 = (2" 4 1)2. Neka je m > n.
Imamo 222 4 2m+2 4 1 = k2 tj. 2m+2(22vm 4 1) = (K — 1)(k + 1).

Kad bi bilo 2n = m, imali bismo (k —1)(k+ 1) = 2™, Zato su k — 1 i k + 1 potencije od 2, a
jedine potencije od 2 koje se razlikuju za 2 su 2 i 4. Zato bi bilo m = 0, Sto nije pozitivan broj.

Dakle, 22"~™ +1 je neparan. Uo¢imo da su k — 1 i k + 1 iste parnosti pa su oba parni. Od dva
uzastopna parna broja, jedan nece biti djeljiv s 4. Kako 2™2 dijeli (k — 1)(k + 1), slijedi da
2mFL dijeli k — 1ili &+ 1.

Neka 2™*2 dijeli kK — 1. Onda je k = 2™+t + 1 za neki pozitivan cijeli broj ¢, pa je
2MF2(2n=m 4 1) = 2MF2(2™E 4 1).
Dakle, imamo 2%"~™ = (2™t + 1) — 1. Kako je m > n, vidimo da je:
2" > 2T = (2™ 1) — 1 > 2™ > 2",

To je kontradikcija.
Neka 2™*2 dijeli & + 1. Onda je k = 2™+t — 1 za neki pozitivan cijeli broj ¢, pa je

2ME2(2 T 4 1) = 2R (27t — 1).

Dakle, imamo 2%~ = (2™t — 1) — 1. Kako je m > n > 0, vidimo da je:
2" > 22T — (2" — 1) — 1= 2™ —2>2m 7 > 2n,

To je kontradikcija i tvrdnja je dokazana.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Drugi dan
Zagreb, 13. svibnja 2024.

Zadatak 1.

Neka je n > 2 prirodni broj. Za niz prirodnih brojeva a; < ay < ... < a,, kazemo da je par
(1,7), 1 <i < j < n zlatni ako vrijedi jednakost

a?—a?zZ(ai—l—aiH—l—...—i—aj).
Odredi najveéi moguéi broj zlatnih parova (koji se moze postiéi u nekom nizu od n prirodnih
brojeva).

Rjesenje.
Fiksiramo neki indeks j i pretpostavimo da postoje dva i; < iy < j takvi da su (i1,7) i (i2, )
parovi koji zadovoljavaju jednakost. Tada imamo

ai —ai = 2(a;, + a1+ ... +aj)

J 1
2 9 _
a; — az, = 2(ai, + Qipp1 + ...+ ay)

i oduzimanjem dobivamo

az —ai =2(a;, + a1+ .. F 1)

2 11

Medutim, sada vrijedi:

2 11
ig—1
2 2
= Z (%H - aj)
k=i
ig—1
= > (a5 — a;)(a;11 +a)
k=11
ia—1
> (a1 +aj)
k=iy
= Q4 + 26Li1+1 —+ ...+ 2CLi2_1 + Aiq

sto kra¢enjem daje a;; > a4y, a to je kontradikcija sa rastucosti niza (a;)1<i<n-

Prema tome, za svaki indeks j postoji najvise jedan indeks ¢ za koji je (4, j) par koji zadovoljava
jednakost. Kako za j = 1 ne postoji niti jedan, moze biti najvise n — 1 takvih parova.

Jedan primjer gdje n — 1 parova i postoji je ar = 2k za sve 1 < k < n, gdje su parovi svi
(1,i4+1)zal<i<n—1. Zanjih je

a?ﬂ —a; = (air1 — ;) (@i + aip1) = 2(a; + a;p1).
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Zadatak 2.

Za 2024—clani podskup skupa prirodnih brojeva kazemo da je skladan ako umnozak bilo kojih
100 njegovih elemenata dijeli umnozak preostalih 1924 elemenata.

Koliko najvise prostih brojeva moze biti u skladnom skupu?
Rjesenje.
Tvrdimo da je najveci broj prostih brojeva koje moze sadrzavati skladan skup jednak 1824.

Kroz citavo rjesenje, s v,(n) oznacavat ¢emo eksponent prostog broja p u rastavu na proste
faktore broja prirodnog broja n.

Pokazimo najprije primjerom da postoji skladan skup koji sadrzi 1824 prosta broja. Za k > 1
neka je pp k-ti po redu prost broj. Promotrimo skup

S={pe|1<k<1824} U{Qps | 1 <k <200},

pri ¢emu definiramo Q = [[}*% px. Jasno je da S ima 2024 elemenata, od kojih je tocno 1824
prostih. Neka je T' C S proizvoljan podskup veli¢ine 100. Trebamo dokazati da za svaki prost
broj ¢ vrijedi vy(Iliert) < vg(ITsesr 8); ti- da za sve 1 < k < 1824 imamo Yeq vp, (t) <
23 ees Up(8). Ako je k > 200, tada je Y .cq vy, (s) = 201, dok Yyeq vy, (£) < 100 jer v, (s) < 1
za sve s € S. Ako je k < 200, tada Y ,cqvp,(s) = 202 te Yyer vy, (1) < 101 jer za jedinstven
s € S vrijedi vy, (s) = 2, a za ostale s € S imamo v, (s) < 1.

Pretpostavimo sada da postoji skladan skup S koji sadrzi m < 199 brojeva koji nisu prosti. Fik-
sirajmo prost broj p koji dijeli barem jedan element skupa S te enumerirajmo S = {s1, ..., Sa024}
tako da v,(s;) = v,(sit1) za sve 1 < i < 2023. Buduéi da [[;% s; dijeli 12929, s, slijedi

100, (s:) < 322990, v,(s:). No, skup S sadrzi najvise m + 1 brojeva koji su djeljivi s p pa sli-
jedi v,(s;) = 0 za sve i > m + 1. Dakle, 312 v,(s;) < 40, vp(s;) pa mora vrijediti m = 199,
p e Stevy(s) =...=vp(smy1) = 1. Zbog proizvoljnosti broja p zakljuéujemo da je svaki broj
iz S koji nije prost jednak umnosku svih prostih brojeva iz S, sto je kontradikcija.

Zadatak 3.

Kruznice ki i ko, redom sa sredistima O i O,, sijeku se u tockama A i B. Pravac p prolazi
tockom B i sijece kruznicu kp jos u tocki C a kruznicu ks jos u tocki D, pri ¢emu se tocka B
nalazi izmedu C' i D. Tangenta na kruznicu k; u tocki C' i tangenta na kruznicu ks u tocki D
sijeku se u tocki E. Pravac AFE sijece opisanu kruznicu trokuta AO;0O, u tockama A i F.

Dokazi da duljina |E'F| ne ovisi o odabiru pravca p.
Rjesenje.

Pokazimo da je ¢etverokut ACDE tetivan. Prema teoremu o kutu izmedu tetive i tangente
Imamo

<CED = 180° — («DCE + <CDE)
= 180° — («BAC + <BAD)
= 180° — <CAD.

Nadalje, pokazimo da su trokuti AO10, i AC'D sli¢ni.
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Koristenjem da su tocke O; i O na simetrali duzine AB te primjenom teorema o sredisnjem i
obodnom kutu redom racunamo:

1
<AO,104 = §<ZAOlB = <ACB = <ACD,

1
<IA0201 = §<{AOQB = <ADB = <ADC.

Bududi da trokuti dijele vrh A, postoji spiralna slicnost s koja prenosi trokut AO;0O u trokut
ACD. Oznac¢imo koeficijent te slicnosti sa k.

Neka je H srediste opisane kruznice ¢etverokutu ACDE te neka je G drugo sjeciste pravca
EH i opisane kruznice ¢etverokuta ACDE. Pokazimo da se tocke H i G nalaze na opisanoj
kruznici trokuta AO;0s.

Koristenjem da su tocke H i O; na simetrali duZine AC te tocke H i O, na simetrali duZine
AD redom imamo

1 1
<01HOy = <AHO, + <AHO, = §<IAHC’ + §<XAHD

= <AEC + <AED = <CED
= 180° — <«CAD = 180° — <«O; AO;.

Time je H zaista na opisanoj kruznici trokuta AO;O,.

Nadalje, pokazimo da se tocka H slika u tocku E pri slicnosti s. Za to nam je dovoljno pokazati

da je <CDFE = <0,0:H.

Redom racunamo

<CDE = <BAD = 180° — <ABD — <CDA

1 1
= CBA - <CEA = §<IC’OlA — §<IC’HA

= L 180° — 2<CAO,) — L 180° — 2«CAH
2 2

Koristenjem c¢injenice da se tocka H slika u tocku E pri spiralnoj sli¢nosti s redom imamo
<AOyH = <ADFE = <AGE = <AGH

iz Cega slijedi da je tocka G na opisanoj kruznici trokuta AO;Os.
Konac¢no, neka je r polumjer opisane kruznice trokuta AO,0Os. Iz potencije tocke E na opisanu
kruznicu trokuta A0, 04 slijedi
|[EH|- |EG| 2k%r? 5
= = 'S
|EA k|AH|

|[EF| =

sto ne ovisi o odabiru pravca p.
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Zadatak 4.

Neka je n prirodni broj. Za prirodni broj k& kazemo da je dobar za n ako postoji prirodni broj
r takav da je n < r < ki da r dijeli nk.

Dokazi da je najmanji broj dobar za n broj

(d+1)(g+1),

gdje je d najveéi djelitelj broja n koji nije veéi od y/n.
Prvo rjeSenje.

Primijetimo da za r = n + d imamo

n+d|n(d+1) (E+1> =—-(d+1)(n+d)

n
d d

pa je broj iz zadatka uistinu dobar za n.

Pokazimo da je i najmanji takav. Neka je n+ b neki broj dobar za n. Neka je r = n+a. Imamo
n+a|n(n+b)

te znamo a < b. Oduzimajuéi sa desne strane (n + b — a)(n + a) imamo

n+4a|n*+nb—n*—an—bn—ab+an+a* = alb—a).
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Uzmimo sada p = M(n,a) i n’ = n/p,a’ = a/p. Djeljivost se pretvara u n’ + a’ | a/(b — pa’),
a kako su n' 4 d/,d’ relativno prosti imamo n’ +a’ | b — pa’. Kako je b —pa’ =b—a > 0 po
pretpostavci, imamo

b=n'+(p+1)d.

Fiksiramo li p, minimum izraza sa desne strane se poprima upravo za a = 1, ali ako uzmemo
b=2+p+1 (Sto je upravo jednako n’ + p + 1) uvjet zadatka je ispunjen za a = p (to jest
a’ = 1) pa je dovoljno minimizirati njega, znajuci da je p neki djelitelj n. Medutim, imamo

b:Z+p+1:<\‘;_Z—\/ﬁ) +2vn+1

pa se minimum postiZe za p najblizi v/n, a to je upravo d.

Drugo rjeSenje.

Primijetimo da za r = n + d imamo

n+d|n(d+1) (%H) :%-(d+1)(n+d)

pa je broj iz zadatka uistinu dobar za n.

Pokazimo da je i najmanji takav. Neka je n+ b neki broj dobar za n. Neka je r = n+a. Imamo
n+a|n(n+0b), te znamo a < b.

. . b /. ..
Onda je omjer % ve¢i od n. Oznac¢imo ga s n + ¢. Imamo

n(n+b)=Mnm+a)(n+c)=nn+a+c)+ac,

pa n dijeli ac. Dokazimo sada dvije pomoc¢ne tvrdnje.

Lema 1. Ako su a,c¢,n prirodni brojevi takvi da n | ac, onda postoje prirodni brojevi ay, ¢y
takvi da a; | a, ¢; | cin = ajc.

Dokaz. Promotrimo prost broj p koji dijeli n. Neka su p®, p® i p” najveée potencije od p koje
dijele a, b, n redom. Tada je o + 8 > . Uzmimo da je a; djeljiv tocno s p™™@7) te da je ¢;
djeljiv tocno s p?~™@*7)  Tako napravimo za svaki p koji dijeli n, i stavimo da a; i ¢; nisu
djeljivi ni s jednim drugim prostim brojem. Lako vidimo da je onda a;c; = n.

Lema 2. Ako je ajc; = n za neke prirodne brojeve a; i ¢, onda je aq +¢; > d + z.
Dokaz. Funkcija f(z) = 2 + 2 je padajuca na (0,/n]. Naime, za 0 <z < y < /n imamo

f) - fo = w-n (1- 1) <0,

Ty
jer je zy < n. Iz toga slijedi tvrdnja jer je min(a, ¢;) manji ili jednak d, pa je f(min(ai,c;)) >
f(d).

Iz ove dvije leme direktno slijedi da je a + ¢ > d + 2. Onda je

n
a

n(n+b)>n(n+a+c)>n<n+d+%>,

pa je

n+b>n+d+%+1:(d+1)<%+1),

kao Sto je i trebalo dokazati.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Zavrsni test za izbor IMO ekipe
Zagreb, 26. svibnja 2024.

Zadatak 1.
Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi

F) A +xf(y) +xf(°) = 2yf(xy) + f(f(y)).

Prvo rjeSenje.
Uvrstavanje (z,0) daje
FO) A+ 2f(0)) +2f(0) = f(f(0)).
U slucaju da f(0) # 0, odmah iz prethodnog imamo da je f linearna funkcija sa ne-nula slobod-

nim ¢lanom. Direktnom provjerom ili uvrstavanjem (0,0), (1,0), (0,1) dobivamo kontradikciju.
Prema tome, imamo da je f(0) = 0.

Neka je f(to) = 0 za neki ty # 0. UvrStavanjem (z,to) dobijamo zf(t3) = 2tof(xto) i @ = 1
daje f(t2) =0, ali tada je f(xty) = 0 za sve z pa je f =0, $to je jedno rjesenje.

Uvrstavanjem (0,y) dobivamo f(f(y)) = f(y)f(1), a (1,1) daje
FOF A+ FD) + F(1) =2f(1) + f(F(1)) = 2f(1) + f(1)?

Sto se preuredi u

JOA+f(1)=1=f(1)=0.
Dijeljenjem s f(1) # 0, imamo f(1+ f(1)) =1+ f(1). Sada (0,1 + f(1)) daje
(1+ (1)1 —f(1)=0

i imamo dva slucaja.

Ako je f(1) = —1, imamo f(f(y)) = —f(y) te uvrStavanjem (x,1) u pocetnu jednadzbu i
primjenom prethodnog imamo

—f(l—z)—x=2f(x)+1.
Zamjenom x i 1 — x dobivamo
—flx)+z—-1=2f1—2a)+1

i rjesavanjem sustava imamo f(x) = —x.

Ako je f(1) =1, vrijedi f(f(y)) = f(y) i uvrstavanjem (x, 1) imamo
fl+z)=2f(z) —a+1
i primjenom obje tvrdnje na pocetnu jednakost dobivamo

2f()f(@f(y) +2f(y*) = 2yf (zy) + 2f ()"
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Daljnja uvrStavanja se odnose na ovu jednadzbu. Koristenje (1,y) daje f(y?) = 2yf(y) — f(y)?
Sto opet mozemo primijeniti na pocetnu jednakost da bi dobili

F ffW) +xyf(y) = yf(zy) +f(y)?

Daljnja uvrstavanja se odnose na ovu jednadZbu. Preko prethodnog izraza za f(y?) uvrstava-
njem f(y) umjesto y imamo f(f(y)?) = f(y)?, a zatim uvrstavanjem (f(y),y) imamo

F)? +yfw)? =yflfy) + f)°
pa dobivamo f(yf(y)) = f(y)?. Uvrstavanje (y,y) daje
F@P + v fy) = yf(v*) +yf(v)* =247 (y)
pa dobivamo f(y)? = y?. Konac¢no, uvrstimo li to na obje strane izraza za f(y?), imamo
F)? = F(fW)?) = fy*) = 29f(y) — f(¥)* = 2uf(y) — v
to jest (f(y) —y)> =0paje f(y) =y zasvey € R.
Provjerom, nulfunkcija te funkcije f(x) =z, f(z) = —z jesu rjesenja jednadzbe.

Drugo rjeSenje.

Rjesavanje slucajeva kad je f(1) € {0,1} ili kad je f(0) # 0 je isto kao u prvom rjesenju, kao i
provjera rjesenja.

U slucaju kad je f(1) = —1, imamo f(f(y)) = —f(y) (pai f(—1) = 1) Sto primjenom f daje i
f(=f(y)) = f(y) i poCetna jednadzba postaje

F L+ f(y) +af(y*) + fly) = 2y f(xy)
i daljnja uvrstavanja se odnose na ovu jednadzbu. Uvrstavanjem (x,—1) dobivamo
fA+z)=2—-1-2f(—x)

sto koristimo sa z = f(y) da bismo dobili f(1 + f(y)) = —1 — f(y). Uvrstavanje (1,y) uz

koriStenje tog izraza sad daje f(y*) = f(y)(2y + f(y)), iz ¢ega imamo f(f(y)?) = —f(y)? i
f(—=f(y)*) = f(y)*. Koristedi izraz za f(1 + x) tako dobivamo i f(1+ f(y)?) = —1 — f(y)*
Uvrstavanje (f(y),y) daje

—fW)A+ fW)*) + FW)Qy+ fW) + fy) =2yf(yf(y))
sto povlaci f(yf(y)) = f(y)*, a analogno sa (—f(y),y) dobivamo f(—yf(y)) = —f(y)*. Tada

mozemo izracunati
FA+yf) =yfly) —1—2f(y)

iz izraza za f(1 4+ z) i uvrstavanje (y,y) daje

yfW)? =) —2fW)° +ufW) 2y + fy) + f(y) = 2uf(y)?

pa imamo f(y)? = y?, te primjenom f i f(y?) = —f(y)* = —y*. Kona¢no, imamo
—* = f() = f(W)(2y + f(v) = 2yf(v) + [(y)*
Sto daje (f(y) +v)*> =0 paje f(y) = —y za sve y € R.
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Zadatak 2.

Za troclani podskup skupa prirodnih brojeva kazemo da je jeftin ako u njemu postoje dva broja
koja su relativno prosta te dva broja od kojih jedan dijeli drugoga.

Dan je prirodni broj n. Koliko najvise jeftinih troc¢lanih podskupova moze imati skup koji
sadrzi tocno 2n + 1 prirodnih brojeva?

Prvo rjesenje.

Svaki troclani skup prirodnih brojeva koji sadrzi broj 1 je jeftin, pa ako je S skup koji ne
sadrzi 1, onda skup S’ dobiven uklanjanjem bilo kojeg elementa iz S i dodavanjem broja 1
sigurno nema manje jeftinih podskupova od S. To znaci da bez smanjenja opcéenitosti mozemo
promatrati samo skupove koji sadrze 1.

Tvrdimo da je odgovor n®+n? —n. Primjer skupa s 2n+ 1 elemenata za koji se taj broj jeftinih
podskupova postize je
{1,2,4,...,2",3,9,...,3"}.

Tada su jeftini podskupovi svi oni koji sadrze 1, kojih ima n(2n — 1), te svi oblika {2¢,2° 3¢}
ili {2,3%,3°} kojih ima 2-n - (5) = n® —n.
Promotrimo sada bilo koji skup S brojeva ve¢ih od 1 koji ima 2n elemenata. Trebamo dokazati

da S nema vise od n® — n? jeftinih podskupova.

Promotrimo graf ¢iji vrhovi su elementi S, a povezani su crvenim bridom ako jedan dijeli drugog
i plavim bridom ako su relativno prosti. Dopunimo graf proizvoljno crvenim i plavim bridovima
tako da izmedu svaka dva vrha postoji toc¢no jedan brid.

Tada je broj jeftinih podskupova manji ili jednak broju trokuta u grafu koji nisu svi plavi i nisu
svi crveni. Takve trokute ¢emo zvati raznobojnima.

Za par bridova kazemo da je dobar ako nisu iste boje i dijele vrh. Tada je dvostruki broj
raznobojnih trokuta jednak broju parova dobrih bridova, jer svaki raznobojni trokut sadrzi
toc¢no dva para dobrih bridova.

Za fiksan vrh z, neka su ¢(z) i p(z) redom broj crvenih odnosno plavih bridova kojima je x
jedan od vrhova. Tada je ¢(x) + p(z) = 2n — 1, a broj dobrih parova bridova kojima je x

zajednicki vrh je
2
() + p(:z:)) 2 1

cleypla) < (DTN ey

odnosno manji je ili jednak n? —n. Sumiranjem po svim x, dobivamo da je ukupan broj dobrih
parova bridova najvise
2n(n* —n) = 2(n® — n?),

pa je ukupan broj raznobojnih trokuta najvise n® — n?, pa je tvrdnja dokazana.
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Drugo rjeSenje.
Konstrukcija i argumentacija da je dovoljno promatrati 2n + 1-¢lane skupove koji sadrze 1 je
ista kao u prvom rjesenju.

Promotrimo sada bilo koji skup S brojeva vec¢ih od 1 koji ima 2n elemenata. Trebamo dokazati
da S nema vise od n® — n? jeftinih podskupova.

Za x € S, oznac¢imo sa f(z) broj elemenata S\ {z} relativno prostih sa z, sa g(z) broj
elemenata S \ {z} koji dijele x, sa h(z) broj elemenata S\ {z} djeljivih s z i sa j(z) broj
preostalih elemenata S\ {z}. Primijetimo da za svaki x vrijedi

f(z)+g(z)+ h(z) + j(x) =2n — 1.

Za jeftin podskup kazemo da je tipa A ako u njemu postoji samo jedan par brojeva koji se
medusobno dijele, i da je tipa B ako u njemu postoje dva para brojeva koji se medusobno
dijele. Neka su a i b redom broj jeftinih podskupova tipa A i B, i neka je ¢ = a+ b ukupan broj
jeftinih podskupova.

Prebrojimo za fiksan z € S koliko ima parova (y,z) € S? takvih da z | y i da je  relativno
prost sa z, odnosno koliko ima jeftinih trojki oblika {x,y, 2z} gdje x dijeli neki element trojke.
Njih ima f(x)h(z) jer na f(z) nacina biramo y, a na h(x) nacina biramo z.

Sada tvrdimo da je
Y fl@)h(z) =a+2b=c+Db.

z€eS
Zaista, vidimo da lijeva strana zapravo broji koliko ukupno ima parova koji se dijele u svim
jeftinim podskupovima, a to je upravo jednako a + 2b.

Prebrojimo sada za fiksan x € S koliko ima jeftinih podskupova {x,y, z} tipa A u kojima y
dijeli . Ima ih najvise g(z)(f(z) + j(x)), jer y mozemo izabrati na g(x) nacina, a z ne dijeli «
i nije djeljiv s z.

Sumiranjem po svim x € S, dobivamo

3 g(@)(f(z) +j(2)) =a=c—b

z€S
Zbrajanjem jednakosti i nejednakosti koje smo izveli, dobivamo

S f@h(@) + g(x)(f(z) + j(2)) = 2e.

€S

Sada iskoristimo sljedeéi niz nejednakosti za svaki x € S:

f@)h(@) +g(x)(f(2) +j(x)) < (f(2) +5(2))(g(2) + h(z))
((f(w) +9(@) + hz) + J'(f€)>2
2

=n?—n+-.

<
4

Prva nejednakost je ocita, a druga je AG nejednakost. Zakljucujemo da je pribrojnik u sumi
za svaki x manji ili jednak n? — n. Kako ima 2n pribrojnika, dobivamo nejednakost

2n(n2 —n) = 2c,

3

odnosno ¢ < n® —n?, kao $to je i trebalo dokazati.
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Zadatak 3.

Neka je ABC raznostranicni siljastokutni trokut u kojem je |AB| > |BC|. Kruznica promjera
AC sijeée stranicu AB u to¢ki X. Na toj kruznici nalazi se toc¢ka Y takva da je C' A simetrala
kuta <Y'CB. Neka je D noziste okomice iz B na AY. Duzine AC i XY sijeku se u tocki F,
a duzine AC i BD u tocki K. Ako je T tocka na stranici AB takva da je TK simetrala kuta
<ETD, dokazi da je TK okomito na AB.

Rjesenje.
Neka je Y’ osnosimetri¢na slika od Y s obzirom na pravac AC. Uoc¢imo da ¢e zbog uvjeta na

tocku Y tocka Y’ lezati na BC i na kruZnici promjera AC. Dakle, Y je noZiste okomice iz A

na BC.

Iz simetrije i tetivnosti redom imamo:

JAY'E = <AYE = <ACX =90° — .
Dakle, <EY'C = a = <FAB pa je zato AEY'B tetivan iz ¢ega slijedi da je F noziste okomice
iz B na AC.

Oznac¢imo s F' presjek BE i AY. Iz gornjeg imamo da je sada tocka K ortocentar trokuta
ANAFB.

Neka njegova visina iz F sijece AB u T". Zelimo dobiti 7' = T’. Znamo po lemi o nozisnom
trokutu da je <DT'K = <KT'E.

Promotrimo kruznice oko tetivnih ¢etverokuta AT'KD i T"BEK. Uocimo da je svaka tocka
duzine AB unutar to¢no jedne od tih kruznica, osim tocke T".

Ako je T unutar prve kruznice, tada je izvan druge pa je tada:
<DTK > <DT'K =<KT'E > <KTE.

To je kontradikcija s uvjetom zadatka i analogno se rijesi drugi slucaj. Slijedi da 7" mora biti
ba$ na sjeciStu tih kruznica pa je T = T".

Zadatak 4.

Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) za koje postoje prirodni brojevi a, b, ¢ i d takvi da
je

ma
prirodan broj, ali broj —- nije prirodan.
n
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Rjesenje.

Za prost broj p i cijeli broj z, sa v,(x) ozna¢imo najvedi cijeli broj a > 0 takav da p* | .
Primijetimo da vrijedi v,(z¢) = ev,(z) za prirodne brojeve e.

Pretpostavimo da m,n,a,b, ¢, d zadovoljavaju uvjete zadatka.

Kako ’Z—: nije cijeli broj, postoji prost broj p takav da je v,(m?) < v,(n®). Da bi zbroj

a C

m n

nb o omd
bio cijeli, i za drugi pribrojnik mora vrijediti da u nazivniku ima broj djeljiv s p, odnosno
v,(n°) < v,(m?). Koristeé¢i spomenuto svojstvo v,, dobivamo sljede¢e nejednakosti:

avy(m) < buy(n),
cvp(n) < dvy(m).

Iz toga slijedi v,(m), v,(n) # 0, pa mozemo pomnoziti nejednakosti, i dobivamo
acvp(m)vp(n) < bdvy(m)vy(n),

odnosno ac < bd.

Pretpostavimo sada da za neki prost broj ¢ vrijedi v,(m®) > v,(n?), odnosno da dijeli brojnik
razlomka dobivenog potpunim krac¢enjem

nb

Onda taj prost broj ne moze dijeliti nazivnik razlomka dobivenog potpunim kracenjem :TZ, pa
je cvy(n) = dyy,(m).

Medutim, sada imamo sljedeé¢e nejednakosti:

avy(m) > bvy(n),
cvy(n) = dyg(m).

Iz toga slijedi v,(m), v,(n) # 0, a mnozenjem nejednakosti dobivamo

acvy(m)vy(n) > bdv,(m)v,(n),

odnosno ac > bd, sto je kontradikcija. Dakle, ’Zj—; = % za neki prirodan broj £ > 1. Analogna
tvrdnja vrijedi i za drugi pribrojnik, :TZ = % za neki prirodan broj ¢ > 1. Jedini nac¢in da % + %

bude cijeli broj je ako je k = ¢ = 2. Iz toga imamo jednadzbe

MnoZenjem dobivamo m®t? = nt*e pa je mbletd) = pblbte) — gbtepalbte) i Gega vidimo da je

m potencija broja 2. Po simetriji, isto vrijedi i za n.

Neka je m = 2% i n = 2Y. Onda imamo

az+1 __ oby
gaatl — by,

20y+1 — 2d:):

Y
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odnosno ax +1 = by i cy + 1 = dx. Ako x i y nisu relativno prosti, ove jednadzbe nemaju
rjesenja.

Ako jesu, onda uzmimo bilo koji prirodan broj a takav da je ax+1 djeljiv s y i bilo koji prirodan
broj c takav da je cy + 1 djeljiv s x. Poznato je da takvi brojevi postoje, a onda pripadne b i d
definiramo tako da gornje jednadzbe budu zadovoljene.

Dakle, parovi (m,n) koji su rjeSenja zadatka su svi oblika (2%,2Y) za relativno proste prirodne
brojeve x i y.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Zavrsni test za izbor MEMO ekipe
Zagreb, 26. svibnja 2024.

Zadatak 1.
Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi

f(zy) = max {f(z), f(y)} - min {z,y}.

Prvo rjesenje.

Uvrstavanje (z,z) daje f(2?) = 2f(z) = —xf(—z) pa imamo da je f neparna. Sada moZemo
uvrstiti (—z, —y) i vrijedi

f(xy) = max(f (=), f(—y)) - min(—z, —y)
= —max(—f(z), = f(y)) - max(z,y)
= min(f(z), f(y)) - max(z,y).

Sada uzmimo neki z > 1 i uvrstimo (z,1). Imamo

f(z) = max(f(x), f(1))

pa mora vrijediti f(z) > f(1) ali iz jednakosti koju smo dobili vrijedi i

f(@) = min(f(z), f(1)) -z =z f(1)

za sve r > 1. Uzmimo sada neki y € (0, 1) i uvrstimo (i, y). Imamo

min @’
f(1) = max (ﬂyl), (y)) Ly = ( yy f(y)>'

Ako je f(1) < yf(y) za neki takav y, vrijedi f(1) = yf(y) = fy— paje f(1) =01 f(z) =0,
prvo za sve x > 1 zbog prethodno dobivenog, pa za y € (0,1) zbog prethodne jednakosti, a
zatim i za sve x € R po neparnosti.

U suprotnom, imamo f(1) > yf(y) za sve y € (0, 1) te vrijedi f(y) = yf(1) za sve y € (0,1) te
po neparnosti imamo f(z) = zf(1) za sve x € R.

Provjerom dobivamo da jednakost vrijedi za sve funkcije oblika f(z) = cx gdje je ¢ = 0 i gotovi
smo.
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Drugo rjeSenje.

Dobijemo neparnost i
f(zy) = min(f(z), f(y)) - max(z,y)

isto kao u prvom rjesenju. Pomnozimo li ovu jednakost sa pocetnom, dobivamo

flay)? = zyf(x)f(y).

Pretpostavimo da f(ty) = 0 za neki ty # 0. Tada je f(toy)? = 0 za sve y € R pa je f nulfunkcija,
Sto jest rjesenje. Inace, imamo da je f(z) # 0 za sve x # 0 pa stavljanjem y = 1 u tu jednakost
imamo f(z)? = zf(x)f(1) sto daje f(z) = xf(1) za sve x € R.

Provjera je ista kao u prvom rjesenju.

Zadatak 2.

Neka su m i n prirodni brojevi, m,n > 1. U svakom polju ploc¢e dimenzija m X n nalazi se
b )
jedan novéi¢. Svaki novéi¢ ima dvije strane - pismo i glavu.

Jedan potez sastoji se od sljedeceg:

(i) Odaberemo 2 x 2 potkvadrat na ploci.

(ii) Preokrenemo toc¢no tri novéi¢a u tom potkvadratu:
e novci¢ u gornjem lijevom polju
e nov¢i¢ u donjem desnom polju

« jedan od novci¢a u gornjem desnom i donjem lijevom polju (po izboru).

Ako na pocetku svi novéiéi pokazuju pismo, odredi sve parove (m,n) za koje se kona¢nim nizom
poteza moze postic¢i da svi novci¢i pokazuju glavu.

Rjesenje.
Trazeni su parovi oni takvi da 3 | m ili 3 | n.

Dokazimo prvo nuznost. Oznacimo retke brojevima 0, 1, ..., m—1 odozgo prema dolje, a stupce
brojevima 0,1,...,n — 1 slijeva nadesno. Obojimo polje svako polje (i, 7) bojom k € {0, 1,2}
takvom da je i+ j = k (mod 3). Kljuéno je primijetiti da se u svakom potezu mijenja parnost
broja glava na poljima svake boje. S obzirom da su ti brojevi na pocetku iste parnosti (svi
su jednaki 0), isto mora vrijediti i na kraju. Dakle, brojevi polja svih boja moraju imati istu
parnost. No, vrijedi sljedece:

Tvrdnja. Za svake dvije boje, brojevi polja tih boja razlikuju se za najvise 1.

Dokaz. Indukcijom po m + n, gdje su m,n nenegativni cijeli brojevi (ako je m = 0 ili n = 0,
plo¢u tretiramo kao praznu). Ako je m > 3, tada se u posljednja tri retka svaka boja pojavljuje
jednak broj puta jer su posljednja tri polja u svakom stupcu razli¢itih boja. Dakle, tvrdnja
slijedi iz pretpostavke indukcije za plo¢u dimenzija (m — 3) x n. Slican zakljucak vrijedi i u
slucaju kada n > 3. U preostalom slucaju, kada je m < 2 i n < 2, tvrdnju je lako provjerti
direktno. [

Zbog Tvrdnje slijedi da svakom bojom mora biti obojan jednak broj polja, dakle 3 | mn, sto je
i trebalo dokazati.
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Dokazimo sada dovoljnost. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da 3 | n. Dokazat
¢emo da konac¢nim nizom poteza mozemo preokrenuti sva polja u proizvoljnom retku, odakle
¢e ponavljanjem ovog postupka za svaki redak slijediti tvrdnja. Kako 3 | n te m > 2, u tu
je svrhu dovoljno dokazati da u proizvoljnom 2 x 3 potpravokutniku mozemo preokrenuti sva
polja iz gornjeg/donjeg retka. Za donji redak, mozemo napraviti oba poteza u lijevom 2 x 2
potkvadratu te onaj koji ukljuc¢uje donje lijevo polje u desnom 2 x 2 potkvadratu. Tvrdnja za
gornji redak dokazuje se analogno.

Zadatak 3.
Neka je O srediste opisane kruznice k trokuta ABC u kojem je |AB| > |BC|.

Kruznica k; prolazi tockama O i B, a pravac AB joj je tangenta. Neka se kruznice k i k; sijeku
josiutocki P, P # B. Kruznica ks prolazi tockama P i C', a pravac AC joj je tangenta. Neka
se kruznice ky i ks sijeku jos u tocki M, M # P.

Dokazi da je |[MP| = |MC|.
Rjesenje.
Prvo zelimo pokazati da vrijedi M € BC. Mozemo racunati:

<PMC =180° — <ACP = <ABP = 180° — <PMB

pa tvrdnja vrijedi. Koristili smo kut tangente i tetive pa tetivnost ¢etverokuta ABPC' i zatim
jos jednom kut tangente i tetive.

Nadalje, dovoljno je pokazati da je <MCP = <M PC'. Imamo redom:

<MPC =180° — <«PMC — <MCP =<PMB — <MCP
= gPOB — <<MCP =2<PCB —<MCP
=<MCP.

Koristili smo obodni kut nad tetivom PB i pou¢ak o obodnom i sredi$njem kutu. Ovime je
tvrdnja dokazana.
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Zadatak 4.
Odredi sve trojke prirodnih brojeva (m,n,p) takve da je p prost i da vrijedi

n(n+1)(n+p)(n+p+p°m?* = (4n+3)°(p + 1)*(p — 4)*.

Rjesenje.
Ako je p = 2, vidimo da je lijeva strana djeljiva s 2°, a desna nije djeljiva s 8, kontradikcija.
Neka je sada p > 2. Onda p ne dijeli p+ 1 ni p— 4, pa p | 4n + 3.

Promotrimo sada lijevu stranu jednadzbe. Ona je potpun kvadrat, pa je i broj
n(n+1)(n+p)n+p+1)

potpun kvadrat. Medutim, primijetimo da je n(n +p+ 1) +p = (n+ 1)(n + p), pa ako sa
t oznac¢imo broj n(n + p + 1), slijedi da je t(t + p) potpun kvadrat. Ako p | ¢, onda je broj
1% . <£ + 1) kvadrat, Sto je nemoguce jer umnozak dva uzastopna prirodna broja nikad nije

kvadrat. Dakle, p{t. Onda je ged(t,t + p) = 1 pa su brojevi t i t + p oba kvadrati.
Neka je sada

t= xz,
2
t+p=y
za prirodne brojeve z,y. Oduzimanjem dobivamo (y — z)(y + z) = 3> — 22 = p, iz Cega slijedi
p=l

da je nuzno y —x =1, y + 2 = p, iz Cega imamo x = 7=,

Dakle, vrijedi

nn+p+1)= (]9;1)2
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Pomnozimo obje strane s 4. Dobivamo
4n’® 4 4np +4n = (p — 1)°.
Reducirajmo obje strane modulo p. Vrijedi
4n* +4n =1 (mod p),
odnosno p | 4n? + 4n — 1. Znamo otprije da p | 4n + 3. Oduzimanjem slijedi
p|4n* — 4,

odnosno p | (n —1)(n+1). Akojen =1 (mod p), onda p | 4+3 =7 pajep = 7. Ako je
n = —1 (mod p), onda p | —4 + 3 = —1, kontradikcija. Dakle, p = 7 je jedina moguénost.

Tada imamo n(n + 8) = 3%, odnosno n = 1. Provjerom u pocetnoj jednadzbi vidimo da treba
vrijediti
1-2:8:9-7°-m>=17°.8.32

Iz toga lako vidimo da jednakost vrijedi za m = 2, pa je (2,1,7) jedino rjeSenje zadatka.
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