HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Prvi dan
Zagreb, 10. svibnja 2025.

Zadatak 1.

Neka je M poloviste stranice AB trokuta ABC u kojem je |BC| > |AC|, te neka je N noziSte
okomice iz tocke A na duzinu C'M. Neka je P tocka na pravcu AN takva da je PB okomito
na CB.

Ako vrijedi <CPB = <CBA, dokazi da je <BAC = 90°.

Prvo rjeSenje.
Cetverokut BPCN je tetivan jer je <PNC = 90° = <PBC.

Time imamo da je
<IMNB =<CPB =<CBA

iz Cega slijedi da su trokuti NM B i BMC' sli¢ni prema K-K poucku o sli¢nosti trokuta.
P

A M B
Iz gornje sli¢nosti redom imamo
|MN|-|MC|=|MB|* = |MAJ?

|MN| B |MA|
IMA| — |MC|

iz Cega slijedi da je pa su trokuti AMN i C'M A sli¢ni prema S-K—S poucku o

sliénosti trokuta.

Konacno, iz gornje sli¢nosti slijedi da je <M AN = <ACM te redom imamo
IBAC = <M AN + <NAC = <ACN + <NAC =90°.
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Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju cetverokut BPCN je tetivan. Neka je w4 opisana kruznica trokuta
ABCN. Po obratu teorema o tetivi i tangenti zbog <CPB = <<C'BA imamo da je pravac AB
tangenta na kruznicu wx u tocki B.

A M B

Oznac¢imo sa wp opisanu kruznicu AANC. Uoc¢imo da je M na radikalnoj osi kruznica wy, i
wp. Kako je M poloviste stranice AB to je

IMA]? = |MBJ]* = |MN|-|MC|.
Dakle |[M AJ? je potencija tocke M na wpg, stoga je |M A| tangenta na wp. Po teoremu o tetivi

i tangenti sljedi da je <CAB = <CNA = 90°.

Zadatak 2.
Leon ima 99 praznih vreca i za svaki cijeli broj n neograni¢enu koli¢inu kuglica mase 3.

Leon je rasporedio u vrece kona¢no mnogo kuglica tako da nijedna vreca ne bude prazna i da
masa kuglica u svakoj vre¢i bude ista. Pritom nije iskoristio vise od k£ kuglica iste mase. Koja
je najmanja moguca vrijednost k7
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Prvo rjeSenje.

Skaliranjem mozemo postié¢i da su mase izabranih kuglica jednake 1,3,32,...,3". Neka je a;
broj kuglica mase 3’ u j-toj vreéi. Tada je Z?il a;; < k zasvaki i € {0,1,...,n}. Nadalje,
postoji broj a takav da je

Z a;;3' = a
i=0
za svaki j € {1,2,...,99}. Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo
n 99 ]
Z Z CLijj?)l = 99a.
i=0 j=1
Kako je Z?il a;; < k,slijedi k- (14+3+...4+3") > 99a. S druge strane, a > 3" jer smo izabrali
barem jednu kuglicu tezine 3". Dakle,

E-(1+3+...43")>99-3".

Zbrajanjem ovog geometrijskog niza, dobivamo

1 2-99
k>2-99-3". > = 66.
Jntt —1 3

Primjer u kojem je k = 67 je sljedeci.

U prvih 67 vreca je 1 kuglica mase 27, u drugih 22 su 3 kuglice mase 9, u tre¢ih 7 je 9 kuglica
mase 3, u predzadnje dvije je 27 kuglica mase 1, a u zadnjoj je ukupno 11 kuglica sa masama
9,3, 1, od kojih je jedna mase 9, Cetiri su mase 3 i Sest ih je mase 1.

Ukupno smo iskoristili 67 kuglica mase 27, 67 kuglica mase 9, 67 kuglica mase 3 i 60 kuglica
mase 1, pa je k = 67.

Drugo rjeSenje.

Skaliranjem mozemo posti¢i da su mase izabranih kuglica jednake 1, %, ey 3% Neka je a;

ukupan broj izabranih kuglica za ¢ = 0,...,n i neka je ukupna masa u svakoj vreéi jednaka a.
Tada za ukupnu masu 7" u svih 99 vreca vrijedi

T:a0+@—|—...+a = 99a.

3 3n
Tvrdimo da je k = 67. Ako je k < 66, tada je

1 1 1
T<66(1 S+ )<66(1 = ...>:99
S R +3+

pa je a < 1. Iz toga slijedi da je ag = 0. To znaci da je

1 1 1 1
T < 4.+ = — -+ ] =
66<3—|— +3n)<66(3—|—9+ ) 33

pajea < % Iz toga slijedi da je a; = 0 i tako dalje ponavljamo postupak. Dobivamo da su svi
a; jednaki 0 sto je kontradikcija s tim da vrece nisu prazne.

Za k = 67 postoji konstrukcija sa a = 1.
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U prvih 67 vreca je 1 kuglica mase 1, u drugih 22 su 3 kuglice mase %, u trec¢ih 7 je 9 kuglica

mase é, u predzadnje 2 je 27 kuglica mase 2%, a u zadnjoj je ukupno 11 kuglica sa masama
5,5, 5 koje zadovoljavaju
1 L +4 ! +6 L _ 1
3 9 271
Zadatak 3.

Niz prirodnih brojeva (a,)nen u kojem je a; > 1 zadovoljava relaciju
pi1 = ap +p"  zan €N,

pri ¢emu je p = 2 ako je a,, potencija broja 2, a inace je p najmanji neparan prosti djelitelj broja
a,. Dokazi da postoji beskona¢no mnogo parova prirodnih brojeva (m,n) uz m # n takvih da
Gy, dijeli a,.

Rjesenje.

Uocimo da se prost broj p iz teksta zadatka ne moze povecati kako n raste, osim ako je a,
potencija od 2. Postoje dvije opcije: p = 2 se desava konacno ili beskona¢no mnogo puta.

Ako se p = 2 desava beskonacno mnogo puta, tada niz sadrzi beskonacno mnogo potencija od
2 pa tvrdnja zadatka slijedi.

Sada pretpsotavimo da se p = 2 deSava kona¢no mnogo puta. Uocimo da ako p | a,, tada
p | any1. To znadi da p u nekom trenutku postaje konstantan jer od nekog trenutka nadalje
vise ne moze biti jednak 2 pa je niz p-ova padajué.

Neka je p konstantan nakon nekog indeksa A > 1. Odaberimo neki B > A 4 100 (tako da
znamo da je p konstantan ve¢ neko vrijeme, za svaki slucaj). Sada ¢emo pokazati da p"*! { a,
za sve dovoljno velike n > M > B.

Pretpostavimo da imamo pV*! | ay za neki N > B. Tada, kako je ay,1 = ay + p”, imamo da
pNM T Y any1. Ali, kako ay o = ayy1 + pV 1, zakljucujemo da pV !t ay 0. MoZemo nastaviti
induktivno i pokazati da vrijedi pV ! { anyx za sve k = 1. Ovo pokazuje da p"*! t a, za sve
n> N+ 1.

Sada uzmimo n > M, tako da imamo da je p konstantan ve¢ neko vrijeme i da p"™! ¢ a,.
Imamo @,y = ap +p" + ... + p"*1. Neka je a, = p'm, ged(m,p) = 1. Znamo da je t < n.
Tada imamo:

pn—t pk -1

gk _mAP T g
an m m p—-1

Sada odaberimo k oblika 2¢$(m) za prirodan broj C. Znamo da p { m pa po Eulerovom teoremu
imamo m | pQ%(m) — 1. Takoder znamo da 2°*! | pQCd’(m) — 1 jednostavno faktorizirajuci:

PP 1 = (p?m) — 1)(pPt 4 1) (p2) £ 1)L (pPT T 1)),

Uoc¢imo da je ged(m,p — 1) potencija od 2 posto m | a, i p je najmanji neparan prost djelitel]
od a,. Znamo da m | p2 4™ — 1, p—1| p27em) — 1 20+ | p2°¢(m) _ 1 za gvaki C. Tada, ako
odaberemo C' dovoljno velik, mozemo dobiti m(p — 1) | p> 9™ — 1 iz Cega slijedi ay, | dnik.

Kako je n > M bio proizvoljan, tvrdnja zadatka slijedi.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Drugi dan
Zagreb, 11. svibnja 2025.

Zadatak 1.

Dokazi da u svakom aritmetickom nizu prirodnih brojeva postoji beskona¢no mnogo ¢lanova
koji su djelitelji umnoska svih prethodnih ¢lanova.

Napomena. Za niz brojeva (a,)nen kazemo da je aritmeticki ako je a, = %(an,l + api1) za
svaki prirodan broj n > 2.

Prvo rjeSenje.

Svaki aritmeticki niz prirodnih brojeva mozemo zapisati kao a, = a(n — 1) + b,n € N, za
nenegativan cijeli broj a i prirodan broj b. Dakle, treba dokazati da za svaki izbor brojeva a i
b postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva n takvih da

an+b|b-(a+0b)-(2a+0b)-...-(a(n—1)+b).
Kako je ak + b= —(n — k)a (mod an + b), ta tvrdnja je ekvivalentna s
an+b|(—na)- (—(n—1)a)-...-(—2a) - (—a),

odnosno
an+b|n!-a".

Neka je p prost broj veéi od a +b. Tada postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n za koje
p dijeli an + b. Naime, kako su a i p relativno prosti, slijedi da kongruencija an = —b (mod p)
ima rjesenja, pa ih ima i beskona¢no mnogo.

Promotrimo takav prirodan broj n. Vrijedi da je an + b = px za neki prirodan broj x, te je
r < ‘Zn—ﬁ < n. Ako dodatno uzmemo n takav da je an + b # p* i n > p, onda su p i x razliciti
brojevi manji od n, pa an+b = px dijeli n!, pa dijeli i n!-a™. Takvih brojeva n ima beskonacno

mnogo, pa tvrdnja zadatka slijedi.

Drugo rjeSenje.

Koristit ¢emo ¢injenicu da za svaki aritmeticki niz prirodnih brojeva (a,)neny postoje cijeli
brojevi a, b takvi da a,, = an + b za svaki n € N.

Dokazimo prvo da tvrdnja vrijedi u slucaju kada je b = 1. Tada moramo pokazati da za
beskonacno mnogo n € N vrijedi

n—1

an+ 1| [J(ak+1)=t,-a+1
k=1

gdje je t,, € Z, koji postoji jer je umnozak s desne strane kongruentan 1 (mod a). Lako vidimo
da za dovoljno velike n vrijedi ¢, > n pa ako promotrimo a;, imamo da on dijeli (i Stovise
iznosi) umnozak svih a; gdje je k < n (koji svakako dijeli umnozak svih a; sa k < t,,) a kako
je t, strogo rastu¢ niz imamo i beskonac¢no takvih ¢lanova.
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Sada promotrimo slucaj u kojem je a = ub za neki u € Z. Tada tvrdnja koju zelimo pokazati
ima oblik

b(un + 1) | nf[lb(uk +1) =" nf[l(uk +1)

k=1 k=1
te dijeljem sa b vidimo da slijedi iz prethodno dokazanje tvrdnje primijenjene na niz (un+1),ey.

Konac¢no, uzmimo niz a,, = an + b bez ikakve pretpostavke na a,b. Ako sada promotrimo samo
one n koji su djeljivi sa b (to jest, gledamo clanove niza ap, za n € N mozemo primijetiti da
je umnozak svih a sa k < bn takoder djeljiv sa umnoskom svih ay, gdje je £ < n i sveli smo
zadatak na prethodno dokazani slucaj.

Trece rjesenje.

Kao i u prvom rjesenju, neka je a(n — 1) + b traZeni niz, te neka je d = ged(a,b) te a = Ad,

b = Bd. Treba dokazati da postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n za koje
dnA+B)|d"-B-(A+B)-2A+B)-...-((n—1)A+ B).

Ignoriranjem faktora d, dobivamo da je dovoljno dokazati

nA+B|B-(A+B)-(2A+B)-...-((n—1)A+ B).

Vidimo da desna strana daje ostatak B™ pri dijeljenju s A, pa ako uzmemo n = 1 (mod ¢(A)),
onda je desna strana prema Eulerovom teoremu oblika A-t,, 4+ B za neki prirodan broj ¢,,. Taj t,
je za sve osim kona¢no mnogo n vedi ili jednak n, jer bi inace bilo B(A+B)(2A+B) ... ((n—1)A+
B) < nA+ B, sto je nemoguce jer je (A+B)((n—1)A+B) > A+B+(n—1)A+B—1 > nA+B.

Medutim, onda je A -t, + B djelitelj od B(A+ B)...(A(n — 1) + B), pa je i djelitelj od
B(A+ B)...((t, — 1)A+ B), pa brojevi t, ¢ine trazen beskonac¢ni skup.

Zadatak 2.

Odredi sve polinome P s realnim koeficijentima takve da za svaki prirodan broj n postoji
prirodan broj m takav da vrijedi

P(n+1) = P(n) + P(m).

Prvo rjesenje.
Jedini konstantan polinom koji zadovoljava tvrdnju zadatka je P = 0.

Pronadimo sve linearne polinome koji zadovoljavaju tvrdnju zadatka. Neka je P(z) = ax + b
za a,b € R. Tada je P(n+ 1) — P(n) = a. Dakle, polinom az + b je rjesenje ako i samo ako
postoji prirodan broj m za koji je am + b = a, odnosno b = a — am. Dakle, rjesenja stupnja 1
su svi polinomi oblika P(z) = a(x —m + 1) za neki prirodan broj m i realan broj a # 0.

Neka je sada deg P = d > 2. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da P ima vodedi
koeficijent jednak 1.

Po pretpostavci zadatka za svaki n € N postoji m = f(n) € N za koji je

P(n+1)— P(n) = P(f(n)).
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Kako je P polinom s pozitivnim vodeé¢im koeficijentom, postoji g € R™ takav da je P(n+1) —
P(n) > 0 za svaki n > . Naime, P(n + 1) — P(n) mozemo zapisati kao

dn '+ ag_onTr+ . +a

gdje je d = deg P. Tvrdimo da je to veée od 0 za dovoljno velike n. Naime, dijeljenjem s n~!

dobivamo

d+ ag_on '+ ... +am %

Za n dovoljno velik, mozemo posti¢i da je svaki ¢lan osim vodeceg po apsolutnoj vrijednosti
proizvoljno malen, pa je za dovoljno velik n zbroj svih ¢lanova osim vodeéeg sigurno veci od
—d i tvrdnja slijedi.

Polinom P(n+ 1) — P(n) je polinom stupnja d — 1 s pozitivnim vodeéim koeficijentom. Stoga
i za njega postoji 1 € RT takav da je (P(n+ 1) — P(n)), rastu¢ niz za n > x;.

Takoder, niz (P(n + 1) — P(n)), je neograni¢en odozgo, odnosno poprima proizvoljno velike
vrijednosti.

Iz toga slijedi P(f(n + 1)) > P(f(n)) za dovoljno velik n, pai f(n+ 1) > f(n) za dovoljno
velik n. S druge strane, kako je P(n + 1) > P(f(n)), slijedi f(n) < n. Dakle, niz prirodnih
brojeva (f(n) —n), je rastu¢ i omeden odozgo s 0. Slijedi da postoji prirodan broj ¢ takav da
je f(n) =mn — ¢ za svaki dovoljno velik prirodan broj n.

Onda za beskonacno mnogo vrijednosti n vrijedi
P(n+1) = P(n)+ P(n —c).

Kako su obje strane izraza polinomi, slijedi i da vrijedi jednakost polinoma
P(x+1) = P(x)+ P(x — ¢).

Medutim, vodedi koeficijent lijeve strane je 1, a vodedi koeficijent desne strane je 2, kontradik-
cija. Stoga ne postoje trazeni polinomi stupnja veceg ili jednakog 2.

Drugo rjeSenje.

Provjera za polinome stupnja 0 i 1 je ista kao i u prvom rjeSenju. Definiramo f(n) kao i u
prvom rjesenju, te neka je d > 2 stupanj od P(n). Opet pretpostavimo da je vodeéi koeficijent
od P jednak 1.

Polinom P(n+ 1) — P(n) je stupnja d — 1. To znaci da svaku realnu vrijednost poprima najvise
d—1 puta, pa f(n) svaku vrijednost poprima najvise d—1 puta. 1z toga slijedi da za beskonac¢no

mnogo prirodnih brojeva n vrijedi f(n) > 7.

Kao i u prvom rjesenju, na intervalu oblika [z, +00) su polinomi P(x+1) — P(x) i P(x) strogo
rastuéi kao funkcije, pa za beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n vrijedi

P(n—l—l))P(n)—i—P(dﬁl).

Medutim, polinom s lijeve strane ima vodeci koeficijent 1, a polinom s desne strane ima vodeci
koeficijent strogo veéi od 1. Dakle, za dovoljno veliki n je desna strana veca od lijeve i dobivamo
kontradikciju.
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Zadatak 3.

Neka je I srediste upisane kruznice, O srediste opisane kruznice te H ortocentar trokuta ABC'
u kojem je kut <C'BA manji od kuta <ACB. Upisana kruznica dira stranicu BC u to¢ki D.
Pretpostavimo da su pravci AO i HD paralelni. Neka se pravei OD i AH sijeku u tocki E i
neka je F' poloviste duZine C'I. DokaZi:

a) Pravci OI i BC' su paralelni.
b) Tocke E, F', I i O pripadaju istoj kruznici.
Rjesenje.

a) Neka je tocka M poloviste stranice BC, tocka P presjek pravaca DI i AO te tocka Q
presjek pravaca AO i BC.

Bududi da je ¢etverokut AH D P paralelogram, vrijedi
|PD| = |AH| = 2|0M]|,

pri cemu je zadnja jednakost poznata tvrdnja koja vrijedi u svakom trokutu.

Zbog toga je M poloviste duzine QD te O poloviste duzine QP.

Iz prve tvrdnje slijedi da je @) diraliSte pripisane kruznice te je zbog toga tocka P dijame-
tralno suprotna tocka tocki D u odnosu na upisanu kruznicu trokuta ABC.

Bududéi da su O i I polovista stranica trokuta QP D slijedi da su pravci OI i BC' paralelni.

b) Dokazimo najprije da se tocka E nalazi na opisanoj kruznici trokuta ABC'

Neka je H' osnosimetri¢na slika tocke H preko pravca BC. Poznato je da je tocka H’
opisanoj kruznici trokuta ABC.
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Nadalje, imamo da je
<AH'D =<HH'D = <DHH' = <OAH' = <AH'O

iz Cega slijedi da su tocke A, H' i D kolinearne.
Dakle, tocka FE je upravo tocka H' koja lezi na opisanoj kruznici trokuta ABC.
Naposljetku, dokazimo da tocke E, F', I i O leze na istoj kruznici.

Neka je N poloviste luka BC' kruznice opisane troutu ABC' koji ne sadrzi vrh A. Tvrdimo
da je traZena kruZnica upravo kruznica promjer IN.

Iz a) dijela zadatka slijedi da je </ON = 90°.

Iz leme o trozupcu slijedi da je </ F'N = 90°.

Nadalje, redom mozemo izracunati sljedec¢e kutove:
GAEN = <ACN = <ACB + <BCN =~ + %
SAEI = <IAE = <JAC — <EAC = % —(90° — 7).

Dakle, </EN = <AEN — <AEI = 90°

Konacno, kako je <ION = <UFN = <UEN = 90° slijedi da se tocke N, E, F, [ i O
nalaze na kruznici promjera I N.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Treci dan
Zagreb, 17. svibnja 2025.

Zadatak 1.
Odredi sve funkcije f: N — N takve da za sve m,n € N vrijedi nejednakost

n)

m!/ ™ — /" Cmn,

Prvo rjeSenje.
Tvrdimo da je jedina takva funkcija f(n) =1 za sve n € N. Za nju vrijedi

m!™ — /™ = —n < m < mn,
pa ona zadovoljava uvjet zadatka.
Pretpostavimo da postoji neka druga funkcija f koja je rjesenje zadatka.
Pretpostavimo da je f(m) = 1 za beskonacno mnogo prirodnih brojeva m. Uvrstimo proizvoljan
nsa f(n) > 1, te proizvoljan m > n sa f(m) = 1. Vrijedi

m/™ —n < mn,

iz Cega slijedi m*> —n < mn, paim? <n(m+1) < (m—1)(m+1) < m?, kontradikcija. Dakle,
ako je f(m) = 1 za beskona¢no mnogo m, onda je f(m) =1 za sve m.

Zakljucujemo da ako je f(n) # 1 za neki prirodan broj n, onda za sve osim konacno mnogo
prirodnih brojeva n vrijedi f(n) # 1.

Neka je S = {n € N| f(n) > 1}. Dokazat ¢emo da S ne moze sadrzavati dva relativno prosta
prirodna broja veca od 1.

Uvrstimo prvo (s*, s) te (s, s") za neki s € S takav da je s > 21 k > 3. Dobivamo

) _ I ¢ gt

a kako je s lijeve strane kf(s) > k + 1, mora vrijediti f(s*) = kf(s), jer je inace lijeva strana
strogo veéa od s**! kao razlika potencije s veée od k + 1 i neke druge potencije s, pa za sve
s € S za koje je s > 2 vrijedi f(s*) = kf(s) za k > 3.
Neka su sada m i n relativno prosti brojevi iz S koji su veéi od 1. Uvrstavanjem (m*,n*)
dobivamo

|mk2f(n) _ nk;?f(m)| < mhnk.
Lijevu stranu mozemo faktorizirati i dobiti

|0 B2 )| = () g FOm) | (M=) g PRy S Bl B =1 S () o

gdje zadnja nejednakost slijedi iz A-G, a predzadnja iz toga $to m/™ nije jednako n/™.

Medutim, za k dovoljno velik je (mn)**~1/2 > (mn)*, pa dobivamo kontradikciju. Dakle, za
dva relativno prosta broja m i n, ili je f(m) =11l f(n) = 1.

Dakle, S sadrzi sve osim kona¢no mnogo prirodnih brojeva, ali ne sadrzi nikoja dva relativno
prosta broja veca od 1. To je kontradikcija.
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Drugo rjeSenje.

Provjeru, pretpostavku da je S neprazan te dokaz da S sadrzi sve osim kona¢no mnogo prirodnih
brojeva provodimo jednako kao u prvom rjesenju.

Uvrstimo sada (2n,n) te (n,2n) za neki n € S koji nije djeljiv sa 2,3 ili 5. Tada imamo

<2n)ﬂ")__nf@ﬂ) < 2n?

pa kako je broj s lijeve strane neparan i djeljiv sa n?, imamo |(2n)/ — n/@n)| = n2. Kako n®
ne dijeli n?, mora biti min(f(n), f(2n)) =2 (jer n,2n € S).

Ako je f(2n) = 2, dobivamo (2n)f™ —n? = n? pa je 4n? < (2n)/™ = 2n?, Sto je kontradikcija.
Inace, imamo f(n) = 2 pa je [n/®" — 4n?| = n? te vrijedi ili nf®") = 5n? ili n/®?) = 3n? alin
nije djeljiv niti sa 3 niti sa 5 pa opet imamo kontradikciju.

Kako u oba slu¢aja imamo kontradikciju, S je nuzno prazan.

Trece rjesenje.

Uvrstavanjem n = 1 dobivamo f(1) = 1. Zbog simetrije mozemo pretpostaviti da rjeSavamo
jednadzbu
hnﬂ")—-nﬂ"”|<7nn.

Neka je n > 6 broj koji nije potencija broja 2 i m = 2n. Tada je

‘(Qn)f(n) _ nf(2n)‘ < 202

pa je ili f(n) < 2ili f(2n) < 2 jer bi u suprotnom lijeva strana bila djeljiva s n? i razlicita od
0, pa bi bila veéa od 2n?.

Ako je f(n) < 2, tada slijedi nf®" < 6n? pa je f(2n) < 2. Ako je f(2n) < 2, tada je
(2n)/™ < 3n? pa je f(n) = 1.

Dakle, f(n) =1 za sve n > 6 koji nisu potencija broja 2.

Pretpostavimo da postoji n sa f(n) > 1, te uvrstimo proizvoljan m > n sa f(m) = 1. Vrijedi

iz ¢ega slijedi m* —n < mn, paim? <n(m+1) < (m—1)(m+ 1) < m?, kontradikcija.

Stoga je jedino rjesenje f = 1.
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Zadatak 2.

Neka je ABC'D tetivan Cetverokut takav da je |AB| = |AD|. To¢ke M i N nalaze se redom na
stranicama BC i CD i pritom je |[BM| + |DN| = |[M N|. Dokazi da srediste opisane kruznice
trokuta AM N pripada pravcu AC.

Prvo rjesenje.

Napomena: Motivacija za ovo rjesenje lezi u nac¢inu konstruiranja tocaka M i N koje zadovolja-
vaju jednakost |[DM|+|BN| = |M N|. Uo¢imo da za proizvoljno odabranu tocku M na stranici
C'D mozemo konstruirati tocku N na sljede¢i nacin:

odaberemo X na produZetku pravca BC preko B takva da je [BX| = [M D], tada je N dana
kao presjek simetrale segmenta M X i stranice BC'. Naime trokut M NX je po konstrukeiji
jednakokracan stoga je

IMN| = |[NX| = |NB| +|BX| = |[NB| + |MD|.

Uvedimo tocke X i Y redom na produzecima pravaca C'B preko B i C'D preko D takve da je

|BX|=|MD| i |DY|=|NB|

Zbog jednakosti |[DM| + |BN| = |MN| i definicije toéaka X i Y po prethodnoj napomeni
imamo

[YM|=|MN| i |XN|=]|MN|. (1)
Iz prethodne jednakosti zaklju¢ujemo da su trokuti MNX i NMY jednakokracni.
Nadalje, kako je ABCD tetivan ¢etverokut vrijedi

<ABN = <ABC = <ADY.

Dodatno, iz uvjeta zadatka imamo |AB| = |AD| sto uz |BN| = |DY| i prethodnu jednakost
kutova slijedi da su trokuti ABN i ADY sukladni po S—K—S poucku o sukladnosti trokuta.
Analogno imamo da su trokuti ABX i ADM sukladni.

Iz navedenih sukladnosti redom imamo jednakosti
AY| = [AN| i |AX|=|AM],

Sto uz (1) povlaci da je AM simetrala duZine NY i AN je simetrala duZine M X. Posebno,
imamo da su AM i AN redom simetrale kutova <YM N i <M N X, odakle zakljuc¢ujemo da
je tocka A srediste C-pripisane kruznice trokuta C M N. Uvjet |AB| = |AD| povladi da je AC
simetrala kuta <DCB.
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Oznac¢imo sa [ srediste upisane kruznice trokuta C'MN. Po lemi o trozupcu imamo da su
A, M, I i N na kruznici sa sredistem u polovistu kraceg luka M N opisane kruznice trokutu
CM N. Dakle srediste opisane kruznice trokuta AM N lezi na simetrali kuta <M CN, to jest
na dijagonali AC' ¢etverokuta ABCD.

Napomena: Jednom kada se uvedu tocke X i Y i dokazu sukladnosti trokuta ABX i ADM te
trokuta ADY i ANB, tvrdnja </NAO = <N AC' se mozemo pokazati na razne nacine. Jedan
nacin je prikazan u prethodnom rjesenju. Drugi mogudi pristup je uvesti ortocentar trokuta
AAMN. Neka je tocka H presjek pravaca NY i M X. Bududi da je NY okomito na AM i
M X okomito na AN slijedi da je tocka H ortocentar trokuta AMN.
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Oznac¢imo sa O srediste opisane kruznice trokuta AMN. Koristeéi poznatu ¢injenicu da su
ortocentar i srediste opisane kruznice izogonalne konjugate imamo

INAO = <HAM.

Iz tetivnost Cetverokuta kojeg ¢ine tocke A , N i nozista okomica iz A i N redom na stranice
MN i AM dobivamo
<HAM = <MNH.

Kako je trokut M NY jednakokracan vrijedi da je
IMNH =<MNY = <aNY M.

Nadalje, iz sukladnosti trokuta ADY i ABN imamo
<CYA=<DYA=<ANB
sto povladi tetivnost cetverokuta ANCY.

Iz navedene tetivnosti je

INYM = <NYC = <aNAC
Sve zajedno sada imamo da je <NAO = <NAC, odakle slijedi trazena kolinearnost tocaka
A01C.
Drugo rjeSenje.

Kao i u prethodnom rjesenju uvodimo tocke X,Y i dokazujemo da su trokutovi ABX i ADM
te ADY i AN B sukladni. Nadalje, oznacimo:

1
= <ACN = 9ACM = J<BCD

0 = <ANM = <ANB
W =<AMN

Sada lako mozemo izrac¢unati, koristeéi ¢injenicu da je O srediste opisane kruznice u AAM N:
1
<INAO = 5(180O —2¢) =90° — .

Takoder, mozemo rac¢unati:
INAC =180° — ¢ — <ANC

= 180° — ¢ — (180° — 0)

=0— .
Iz sukladnosti trokutova ABX i ADM, ADY i ANB te AMN, AMY, AXN a zatim tetivnosti
ABCD, vidimo da je

1 1
<I<NAM = §<IBAD = 5(180O —<BCD)=90° — ¢

pa imamo, zbog trokuta AMN, da je (90° — @) + 0 + ¢ = 180°, to jest, ¢ = 6 + 1p — 90°.
Konac¢no, time dobivamo

SNAC = 90° — o) = <NAO

pa su tocke A, O, C kolinearne, Sto je i trebalo dokazati.
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Trece rjesenje.
Uocimo da je AC simetrala kuta <DCB jer je |AB| = |AD|.

Neka je I srediste upisane kruznice trokuta CM N te neka je O presjek simetrale duzine M N
i pravca AC.

Dokazat ¢emo da je O srediste opisane kruznice trokuta AN M iz ¢ega Ce slijedi tvrdnja zadatka.
Dokazimo najprije da je trokut ANC slican trokutu MIC.
Bududi da je <CMI = % = <ACN, za gornju sli¢nost dovoljno nam je dokazati da vrijedi

ICM|  |AC|
|CI| — |CN|

Oznac¢imo s r polumjer upisane kruznice trokuta CM N, s R polumjer opisane kruznice cetve-
rokuta ABC'D te s v = <DCB.

Primjenom Ptolomejevog teorema na cetverokut ABC'D slijedi
|AC] - [BD| = |AB| - |DC| + |AD| - |BC| = |AB| - (|BC| + [CD)),
odnosno imamo da je
[AC|-|1BD|
|AB]
Iz uvjeta |[BN|+ |DM| = |[MN| imamo da je opseg trokuta CMN jednak
o(CMN)=|CM|+ |CN|+ |MN|=|CM|+ |CN|+|BN|+ |DM|
= (|CN|+ |BN|)+ (|JCM| + |DM|) = |BC| + |CD|
_ |AC-|BD|
~ lAB]

|BC| + |CD| =

Izra¢unajmo sada duljinu duZine C'I. Imamo sljedeée

r _ 2P(CMN)  |CM|-|CN|sinvy
sin?  o(CMN)sin  o(CMN)sinZ
siny |CM|-|CN|-|AB|
sin |AC| - |BD|

|C1| =

ICM|  |AC|
|ICI|  |CN|
|AB| _ |BD|

. l . .
Sin 2 S 7y

Uvrstavanjem gornjeg izraza za duljinu |CI| u omjer i sredivanjem dobivamo

da je jednakost tog omjera ekvivalentna jednakosti

AB BD
Primjenom sinusovog poucka na trokutove ABC i BC'D redom imamo | : J =2R = | : |7
sin o Sy
CM AC
iz Cega slijedi da zaista vrijedi omjer ||C’I|| = ||C’N|| :

Iz sli¢nosti trokuta ANC i MIC imamo <NAI = <NAC = <UMC = <NMI, iz cega slijedi
da je Cetverokut ANIM tetivan.

Konac¢no, po lemi o trozupcu tocka O je srediste opisane kruznice trokuta M NI, a kako je
cetverokut ANIM tetivan onda je tocka O takoder i srediste opisane kruznice trokuta AN M.
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Zadatak 3.

Neka je n prirodan broj. Na nogometnom turniru sudjeluje 2n + 1 ekipa, a svake dvije ekipe
medusobno igraju po jednu utakmicu. Sve se utakmice igraju na istom terenu, pa nije moguce
da se dvije utakmice igraju istovremeno. Nikakvih drugih pravila o redoslijedu odigravanja
utakmica nema.

Kazemo da je utakmica izmedu dviju ekipa ravnopravna ako su obje ekipe do tada odigrale
jednak broj utakmica. Koliko najvise ravnopravnih utakmica moze biti odigrano na tom tur-
niru?

Prvo rjeSenje.
Odgovor je 2n2.

Nazovimo utakmicu neravnopravnom ako nije ravnopravna. Neka je N ukupan broj utakmica
odigranih na turniru. Tada vrijedi N = (2"; 1) = 2n% + n, pa je ekvivalentno pokazati da je
najmanji moguci broj neravnopravnih utakmica jednak n. Oznacimo ekipe s cijelim brojevima
od 0 do 2n ukljucivo. Utakmicu izmedu ekipa a i b ozna¢imo neuredenim parom {a,b}. Ras-
pored utakmica mozemo prikazati kao niz parova {ay,b1},...,{ay,bn} u kojem se svaki par
{i,7}, gdje 1 <i < j < 2n+ 1, pojavljuje tocno jednom.

Oznac¢imo svaku ravnopravnu utakmicu brojem koji odgovara broju prethodno odigranih utak-
mica za svaki od dva tima. Na taj nacin, svaka ravnopravna utakmica dobiva oznaku iz skupa
{0,1,...,2n — 1}. Primijetimo da su, za svaki k iz tog skupa, utakmice oznacene s k medu-
sobno disjunktne. Doista, uzmimo dvije ravnopravne utakmice oblika {a, b}, {a,c}, gdje bez
gubitka opcenitosti pretpostavimo da se {a,b} pojavljuje prije {a,c} u rasporedu. Tada ée
tim @ imati viSe odigranih utakmica prije utakmice {a,c} nego prije utakmice {a,b}. Dakle,
nije moguce da te dvije utakmice imaju istu oznaku. Slijedi da za svaki k € {0,1,...,2n — 1}
postoji najvise n utakmica oznacenih s k. Prema tome, ukupan broj ravnopravnih utakmica je
najvise 2n - n = 2n2.

Sada dajemo konstrukciju rasporeda s 2n? ravnopravnih utakmica. Ekvivalentno je pronadi
raspored s n neravnopravnih utakmica.

Raspored ¢e se sastojati od n kola, gdje se u k-tom kolu, za 0 < k£ < n — 1, igraju sljedece
utakmice. Prvo se igraju utakmice {i,7} za koje vrijedi 0 < i< j<2n—1ii+j=2k+1
(mod 2n). Zatim se igraju utakmice {i,j} za koje vrijedi 0 < i < j < 2n—11ii+j = 2k
(mod 2n). Na kraju se igraju utakmice {k,2n} i {k + n,2n}.

Tvrdimo da je ovo valjan raspored u kojem su upravo utakmice {k,2n}, za 0 < k < n — 1,
neravnopravne. Doista, buduéi da se svaka klasa ostataka modulo 2n pojavljuje tocno jednom
medu brojevima 2k, 2k + 1 dok k varira po skupu {0, 1,...,n — 1}, slijedi da svaki par timova
iz skupa {0,1,...,2n — 1} igra medusobno to¢no jednom. Nadalje, buduéi da se svaka klasa
ostataka modulo 2n pojavljuje tocno jednom medu brojevima k, k + n dok k varira po skupu
{0,1,...,n—1}, slijedi da tim 2n igra to¢no jednom protiv svakog tima iz skupa {0,1,...,2n —
1}.

Sada promotrimo da, za svaki 0 < k < n — 1, parovi {1, j} za koje vrijedi 0 <i < j <2n—11
i+7=2k+1 (mod 2n) ¢ine particiju skupa {0, 1,...,2n —1}, dok parovi {7, j} za koje vrijedi
i+ j =2k (mod 2n) ¢ine particiju skupa {0,1,...,2n — 1} \ {k, k 4+ n}. Sada je lako vidjeti da
svaki tim igra to¢no dvije utakmice u svakom kolu, te da je jedina neravnopravna utakmica u
k-tom kolu upravo {k,2n}, za svaki 0 < k < n — 1. Time je dokaz zavrsen.
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Drugo rjeSenje.

Razmotrimo proizvoljan raspored {aj, b1}, ..., {ay,bny}. Pokazat é¢emo da sadrzi barem n ne-
ravnopravnih utakmica. Za sve 1 <1 < N4+ 110 < j < 2n neka je ¢;; broj ekipa koje su
odigrale najvise j utakmica prije i-te utakmice (ili zakljuéno s N-tom ako je i = N + 1). Za
svaki 1 < ¢ < N neka su u;, v; broj utakmica koje su ekipe a;, b; odigrale prije nego sto su
igrale medusobno.

Razmotrimo fiksni @ € {1,..., N}. Pretpostavimo najprije da je i-ta utakmica ravnopravna.
Tada vrijedi u; = v;, i za sve 0 < 7 < 2n imamo:

iy —2 akoje j=wu; =y
tiv1,; = L :
Li inace

Ako je pak i-ta utakmica neravnopravna, tj. u; # v;, tada za sve 0 < j < 2n vrijedi:

ti,j inace

{t@j —1 ako je j € {ui,vi}

t”H—Lj = .

Primjecujemo da je broj indeksa 0 < j < 2n za koje ¢;; i ¢;41; imaju razlicitu parnost jednak
0 ako je utakmica ravnopravna, odnosno jednak 2 ako je utakmica neravnopravna. Slijedi
da je broj indeksa j takvih da t;; i ty41; imaju razli¢itu parnost najvise 2k, gdje je & broj
neravnopravnih utakmica. Bududi da vrijedi t;; =2n +1ityy;, =0zasve 0 < j < 2n — 1,
mora vrijediti 2k > 2n, tj. k > n, sto smo htjeli dokazati.

Sada konstruirajmo raspored s to¢no n neravnopravnih utakmica. Zamislimo da smo dodali
fantomsku ekipu koju oznac¢imo s 2n + 2.

Tada postoji raspored s 2n + 2 ekipe u kojem je svaka utakmica ravnopravna, takav da se
raspored sastoji od 2n + 1 kola po n 4+ 1 utakmica, te svaka ekipa igra jednom u svakom kolu.

To je ekvivalentno postojanju 2n+ 1 disjunktnih savrsenih sparivanja u potpunom grafu Ky, ;.

Dokazimo tu ¢injenicu. Postavimo ekipe 1,2,...,2n + 1 u vrhove pravilnog (2n + 1)-kuta, te
ekipu 2n+2 u sredinu. Izaberimo pravac kroz sredinu mnogokuta i jedan od vrhova, te sparimo
ekipe koje su osnosimetri¢ne u odnosu na pravac, a ekipu u centru sparimo s vrhom na pravcu.
To napravimo za svih 2n + 1 vrhova.

Uzmimo takav raspored i neka je 5; kolo u kojem i-ta ekipa igra protiv fantomske. Bez sma-
njenja opcéenitosti, neka se kolo Sy,+1 sastoji od utakmica {2i — 1,2i} zai=1,...,n+ 1.

Tada promotrimo sljedeéi raspored utakmica (bez utakmica fantomske ekipe):

Sla {17 2}7 527 537 {37 4}7 S47 557 {57 6}a s 75271717 {271 - 17 271,}, SQn-

Tada su neravnopravne utakmice jedino one oblika {2i —1,2i} za ¢ = 1,...,n. Naime, tijekom
bloka utakmica oblika Se; 1, {2i—1, 2i}, S; svaka ekipa igra toéno dvije utakmice, sve utakmice
iz S9;_1 su izmedu ekipa koje su do tada odigrale 2: — 2 utakmice, a sve utakmice iz Sy; su
izmedu ekipa koje su do tada odigrale 2¢ — 1 utakmica. Kako takvih utakmica ima n, tvrdnja
je dokazana.
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HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Cetvrti dan
Zagreb, 18. svibnja 2025.

Zadatak 1.

Na nekim poljima plo¢e dimenzija 300 x 300 postavljene su kule, figure koje kontroliraju sva
polja u svom stupcu i retku. Kule su rasporedene tako da svako polje ploc¢e kontrolira barem
jedna kula, a svaka kula kontrolira najvise jedno polje na kojem je neka druga kula. Odredi
najmanji prirodni broj k takav da se u svakom kvadratu dimenzija k x k sigurno nalazi barem
jedna kula.

Rjesenje.

Dokazat ¢emo da je odgovor 201. Za primjer u kojem je 200 x 200 kvadrat prazan, podijelimo
plo¢u na 9 kvadrata dimenzija 100 x 100, te u dva takva kvadrata u kutevima ploce smjestimo
100 kula po glavnoj dijagonali, te u dva takva kvadrata kraj kutnih smjestimo 100 kula po
sporednoj dijagonali.

Za ilustraciju, na lijevoj slici su oznacena polja na koja bismo stavili kule u analognoj situaciji
kad bismo broj 300 zamijenili s 12.

U svakom od prvih 100 redaka i 200 stupaca postoji kula, kao i u svakom od zadnjih 200 redaka
i 100 stupaca, pa je svako polje kontrolirano od strane barem jedne.

Pretpostavimo da neki kvadrat 201 x 201 ne sadrzi ni jednu kulu. Permutacijom redaka i
stupaca mozemo raspored promijeniti tako da taj kvadrat bude u donjem lijevom kutu ploce
(omeden plavim linijama na slici).

Promotrimo dio ploce koji se sastoji od 99 redaka koji nisu dio plavog kvadrata i 201 stupca
koji jest - zeleni dio na slici desno za plocu 12 x 12; te analogno dio ploce koji se sastoji od 99
stupaca koji nisu dio plavog kvadrata i 201 retka koji jest - ruzicasti dio na desnoj slici.

Jedino kule iz tih regija mogu kontrolirati polja iz 201 x 201 kvadrata. Kako u nikojem retku
i nikojem stupcu ne postoje 3 kule, slijedi da u zelenom i ruzicastom dijelu ima najvise po
2-99 = 198 kula. Dakle, u nekom stupcu u zelenom dijelu ne postoji kula. To znaci da polja u
tom stupcu mogu kontrolirati samo kule iz ruzicastog dijela. Medutim, za to bi u ruzicastom
dijelu trebalo biti barem 201 kula, sto je kontradikcija.
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Zadatak 2.

Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) takve da je 2n < m i

m!+n!| (m+n)!

RjesSenje.
Za m < 5 provjerimo sve mogucnosti za n. Tada je n < 2, i isprobavanjem svih slucajeva
dobijemo da je (2,1) rjesenje i da ostali brojevi nisu.
Neka je m > 5. Podijelimo sa n! obje strane. Vrijedi
m!  (m+n)!
eI
n! n!

Ako je p prost broj koji dijeli m! + n!, onda je p > m. To vrijedi jer ako je p < n, onda p vise
puta dijeli m! nego n!, jer od n 4+ 1 do m ima barem p brojeva, pa p dijeli m!/n! i ne dijeli
1+ m!/n!, aako je n < p < m, onda opet p dijeli m!/n!.

To znac¢i da iz umnoska na desnoj strani mozemo ukloniti sve brojeve manje ili jednake m i
djeljivost ¢e i dalje vrijediti, pa vrijedi
m!
1+F | (m+1)(m+2)...(m+n).
Nadalje, svaki prost broj veé¢i od m moze najvise s potencijom 1 dijeliti novu desnu stranu, jer
je 2p > m + n pa je p jedini faktor s desne strane koji je djeljiv s p.

To znaci da lijeva strana dijeli umnozak svih prostih brojeva od m 4+ 1 do m + n. Tvrdimo
da interval [m + 1,...,m + n] sadrzi najvise m/4 prostih brojeva. Dovoljno je to dokazati za
interval [m + 1,3m/2].

U tom intervalu ima ukupno [3m/2|—m = |m/2] brojeva. Parni brojevi iz intervala nisu prosti.
Ako je m paran, onda parnih brojeva u [m+1,3m/2] ima |m/4] a neki od 9,m+1,m+3,m+5
je neparan, u intervalu i djeljiv s 3, pa takoder nije prost.

Ako je m neparan, onda parnih brojeva u [m + 1,3m/2] ima vise od m/4. U svakom slucaju,
broj prostih brojeva u intervalu je najvise m/4.

Kako je svaki od tih prostih brojeva manji ili jednak od 3m/2, slijedi da je lijeva strana ogra-
ni¢ena odozgo s

S druge strane,

pa je

sto je ekvivalentno s

odnosno m < 6, kontradikcija.

Hrvatska matematicka olimpijada 2025. 19/21



Zadatak 3.

Za realan broj kazemo da je wvelik ako mu je apsolutna vrijednost veca ili jednaka 1. Za
svaki prirodan broj m, odredi najve¢i realan broj C,, takav da za bilo kojih m velikih brojeva
ai,asg, ..., 0, vrijedi

a2+ (ay +a)* 4+ ...+ (ay Fag+ ... +an)’ = Ch.

Prvo rjeSenje.

Neka je m neparan. Tada za i = 1,2,..., ™ iz nejednakosti 2% + y* > & slijedi
2 2 O3 o 1
(CL1+CL2+...+CL2¢) —|—(a1+a2+...+a2i+1) 2 9 25
Kako je af > 1, slijedi C,,, > 1+ 251 - 1 = ™5 Za izbor brojeva a; = 1, ap = 32, a3 = 1,
ay = —1,...,ap,_1 = —1,a, = 1 u svim gornjim nejednakostima se postize jednakost, pa je
C. = m+3
m 4 .
Neka je sada m paran, te oznac¢imo m = 2n. Za 1 =0,...,2n — 1, definirajmo

U; = |CL1+...+(IZ’+1|,

tako da minimiziramo izraz u3 +u? + ...+ u3, 1, te znamo da vrijedi ug > 11 u; +u;41 > 1 za
1= 0.

Promotrimo izraz

2 2 2 2 2
U — Uy — U3z — ot | U — Udp—1 — )
Voon—1 2 o —1 P on—1 M2 o 1 =l on 1

Taj izraz je vedi ili jednak 0, sto je ekvivalentno s

2n—1 9 -1 2 -1 2
; ui— o1 ((n—1)us +nus+(n—1)ug+nus+. . .+(n—1)u2n_1)—|—n(n (2>nt (17;2 n

= 0.

Sad ¢emo pronadi gornju ogradu za sumu S := (n—1)us+nus+(n—1)ug+nus+. . .+ (n—1)ug,_1.

Imamo

S

(n—1)(ug +ug) +1-(ug+ug)+(n—2) (ug+uqg) +2- (ug +us) + ...

(n—1) - (ugi—1 + ug;) + Z i (ugi + ugiy1).
=1 i=1

.

Ta jednakost vrijedi jer se svaki neparni indeks 2i — 1 pojavljuje s faktorom n — i u lijevoj
podsumi, a s faktorom ¢ — 1 u desnoj, dok se svaki parni indeks 2i pojavljuje s faktorom n — 1
u lijevoj podsumi, a s faktorom ¢ u desnoj.

Primjenom nejednakosti u; + u;y1 > 1, dobivamo S > Y n — i) + S0t i = n(n — 1).
Slijedi
2”21 2> 2n(n—1) n(n— 1)2 + (n — 1)n? _ n(n — 1)'
’ 2n —1 (2n —1)2 (2n —1)
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n(n—1)

Ako jos urac¢unamo u% > 1, dobivamo Cs, > 1 +

2n—1 -
Preostaje pronaéi brojeve aq,as, ..., as, za koje se postize jednakost. Ako uzmemo a; = 1,
ag = —1—2% a3 =1, a, = -1, ..., ap = (=1)*7',... ag,y = 1, dobivamo uy = 1,
Ugi—1 = 2’;;_11, Ug; = 5. 1 u svim gornjim nejednakostima se postizu jednakosti. Dakle,
Cop =1+ % [zrazeno preko m, imamo
szl_i_m(m—Q) _ m2+2m—4‘
dm — 4 dm — 4

Drugo rjeSenje.
Slucaj za neparne m je isti kao u prvom rjesenju. Neka je m = 2n paran, te definirajmo
Ug, U1, - - -, Uzp_1 KAO U prvom rjesenju.
Prema K—A nejednakosti slijedi
Uy +us+ ...+ u2n,1)2

u%+u§+...+u§n_1>( - ,

te analogno
(Ug +us+ ...+ Ugn_2)2

u%%—ui—l—...—ku%nd} p—

Nadalje, imamo

(ug +ug+ ...+ U 1)?  (ug+us+ ...+ Ugpo)?
n * n—1
((n—1)(ug +uz + ...+ ug1))? N (n(ug +ug + ... + Ugp_2))?

n(n —1)2 (n —1)n?
< ((n — Duy +nug + (n— Duz + ... + nugp_o + (0 — 1)ug,_1)?
- n(n—1)24 (n — 1)n? .

Brojnik ogradimo odozdo sa (n(n — 1))? kao u prvom rjeSenju. Slijedi

n?(n —1)>2 14 n(n —1)

Cop > 1 Lol
2 +n(n—1)(2n—1) 2n — 1

Primjer brojeva za koji se postize jednakost je isti kao u prvom rjesenju.
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