DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
5. razred — osnovna skola
Vodice, 29. travnja 2025.

Zadatak 0S-5.1.

Odredi sve parove dvoznamenkastih prirodnih brojeva za koje vrijedi:

o oba su broja zapisana istim znamenkama, ali u obrnutom redoslijedu
» razlika prvoga i drugoga broja kvadrat je prirodnog broja

» zbroj prvoga i drugoga broja visekratnik je broja 3.

Prvo rjeSenje.

Neka je (ab, ba) par opisanih dvoznamenkastih brojeva, pri ¢emu je a,b € {1,..., 9}.i(ako ) je
razlika prvog i drugog broja kvadrat prirodnog broja, prvi broj mora biti veéi, tj. ab > ba.
Tada jeia > D.

Zbroj ab + ba = 10a + b + 10b + a = 11a + 11b = 11 - (a + b) mora biti visekratnik broja 3, pa
zbroj a + b mora biti visekratnik broja 3. Provjerimo sve moguc¢nosti za takav broj ab

ab | ba | uvjeti ispunjeni
21|12 | Da, 21 —12=0.
42 | 24 | Ne, 42 — 24 = 18.
51 | 15 | Da, 51 — 15 = 36.
54 | 45 | Da, 54 — 45 = 0.
63 | 36 | Ne, 63 — 36 = 27.
72| 27 | Ne, 72 — 27 = 45.
75 | 57 | Ne, 75 — 57 = 18.
81 | 18 | Ne, 81 — 18 = 63.
84 | 48 | Da, 84 — 48 = 36.
87| 78 | Da, 87 — 78 = 0.
93 | 39 | Ne, 93 — 39 = 54.

Trazeni parovi brojeva su (87, 78), (54,45), (21, 12), (84,48) i (51, 15).

Drugo rjeSenje.

Neka je (ab, ba) par opisanih dvoznamenkastih brojeva, pri ¢emu je a,b € {1,...,9}. Kako je
razlika prvog i drugog broja kvadrat prirodnog broja, prvi broj mora biti veéi, tj. ab > ba.
Tada jeia > b.

Zbroj ab + ba = 10a + b+ 10b+ a = 11a + 11b = 11 - (a + b) mora biti visekratnik broja 3, pa
zbroj a + b mora biti visekratnik broja 3.

Razlika ab — ba = 10a + b — 10b —a = 9a — 9b = 9 - (a — b) mora biti kvadrat prirodnog
broja. Kako je a — b < 8, a kvadrati prirodnih brojeva su, redom, 1,4,9,16,25, ..., mora biti
a—be{l,4}.

Promotrimo oba slucaja.
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e Akojea—b=1

uvjeti ispunjeni

Ne, 9 + 8 = 17 nije visekratnik broja 3.
Da. (87,78)
Ne, 7+ 6 = 13 nije visekratnik broja 3.
Ne, 6 + 5 = 11 nije visekratnik broja 3.
Da. (54,45)
Ne, 44-3=7 nije visekratnik broja 3.
Ne, 34-2=5 nije visekratnik broja 3.
Da. (21,12)
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e Akojea—b=4

Ne, 94-5=14 nije visekratnik broja 3.
Da. (84,48)
Ne, 74-3=10 nije visekratnik broja 3.
Ne, 6+2=8 nije visekratnik broja 3.

Da. (51,15)

QY | 3| 0| ©
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Trazeni parovi brojeva su (87, 78), (54,45), (21, 12), (84,48) i (51, 15).

Zadatak 0S-5.2.

Marko ima 225 kutija na kojima su napisani brojevi od 1 do 225. U svakoj kutiji na kojoj je
napisan visekratnik broja 8 broj kuglica jednak je broju koji je napisan na toj kutiji. U svakoj
kutiji na kojoj je napisan visekratnik broja 6 koji nije visekratnik broja 8 nalazi se sedam
kuglica. U svakoj se od preostalih kutija nalazi po jedna kuglica. Koliko se kuglica nalazi u
svim Markovim kutijama zajedno?

Rjesenje.

Kutija na kojima je napisan visekratnik broja 8 ima onoliko koliki je nepotpuni koli¢nik brojeva
2251 8, odnosno 28.

U tim je kutijama ukupno 1-8+2-84---+28-8 = (1+2+4---+28)-8=14-29-8 = 3248
kuglica.

Kutija na kojima je napisan visekratnik broja 6 ima onoliko koliki je nepotpuni koli¢nik brojeva
225 1 6, dakle 37. Medu njima su kutije na kojima je napisan visekratnik broja 6 koji je i
visekratnik broja 8 (to su kutije s brojevima 24, 48,72, 96, 120, 144, 168,192, 216). Kako su to
kutije na kojima je napisan viSekratnik broja 24, ima ih onoliko koliki je nepotpuni koli¢nik
brojeva 225 i 24, odnosno 9. Stoga kutija na kojima je napisan visekratnik broja 6 koji nije
visekratnik broja 8, ima 37 — 9 = 28.

U tih se 28 kutija nalazi jos 28 - 7 = 196 kuglica.

Preostaje jos 225 — 28 — 28 = 169 kutija u kojima se nalazi po jedna kuglica, ukupno 169
kuglica.

U Markovim je kutijama ukupno 3248 + 196 + 169 = 3613 kuglica.
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Zadatak 0S-5.3.

Kvadrat ABCD preslikan je centralnom simetrijom s obzirom na vrh B, pri ¢emu je tocka
D preslikana u tocku E. Potom je novodobiveni lik preslikan osnom simetrijom s obzirom na
simetralu duzine BC, pri ¢emu je toc¢ka E preslikana u tocku F. Odredi povr§inu trokuta AEF
ako je duljina stranice kvadrata ABC'D jednaka 3.5 cm.

Rjesenje.

Zadani se kvadrat ABCD, nakon preslikavanja centralnom simetrijom s obzirom na vrh B,
preslikava u lik kojemu su sve stranice i svi kutovi sukladni odgovarajué¢im stranicama i kuto-
vima kvadrata ABCD, tj. kvadrat ABCD preslikava se u njemu sukladan kvadrat A’BC"E.

Pri tome se vrh D kvadrata ABCD preslikava u vrh E njemu sukladnog kvadrata A’BC'E,
kao na slici (Slika 1).

Nakon preslikavanja novodobivenog lika osnom simetrijom s obzirom na simetralu duZine BC,
dobivamo lik kao na slici (Slika 2). Pri tome se vrh E kvadrata A’BC'E preslikava u vrh F
njemu sukladnog kvadrata A”CC"F.

C F T, c F
D c b ‘ - D ¢ A
A B A A B A A £ .
c E C E N c E

Slika 1. Slika, 2. Slika 3.

Docrtamo i jos tri kvadrata koji su sukladni pocetnom kvadratu ABC' D, kao sto je prikazano
na slici (Slika 3), dobivamo pravokutnik N EFT. Njegova je povrsina Sest puta veéa od povrsine
kvadrata ABCD. Povrsina trokuta AA'F jednaka je polovini povrsine kvadrata AA’F'T tj. dva
je puta veéa od povrsine kvadrata ABC'D. Povrsina trokuta AE A’ jednaka je polovini povrsine
pravokutnika NEA’A tj. jednaka je povrsini kvadrata ABC'D.

Dakle, povrsina trokuta AEF tri puta je vec¢a od povrsine kvadrata ABCD.
Duljina stranice kvadrata ABC'D je 3.5 cm, pa je njegova povrsina

Papep = (3.5-3.5) cm? = 12.25 cm”.
Povr§ina trokuta AEF je Pagr = 3 - Pagop = 3 - 12.25 cm? = 36.75 cm?.

Zadatak 0S-5.4.

Janica je presla put izmedu dva mjesta za cetiri sata. U prvom je satu presla petinu puta i
jos 12 km. U drugom satu presla je ¢etvrtinu ostatka puta i jos 9 km, a u tre¢em satu trec¢inu
novog ostatka puta i joS 6 km. U cetvrtom je satu presla preostala 24 km. Koliko je ukupno
kilometara Janica presla za ta cCetiri sata?
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Rjesenje.
Krenimo od c¢etvrtog sata. Da Janica u tre¢em satu nije presla jos 6 km, za cetvrti bi joj sat

ostalo prijeé¢i 6 4+ 24 = 30 km. Tih je 30 km dvije treéine, a 15 km jedna treé¢ina ostatka puta
nakon drugog sata.

— ostatka — ostatka
3 3

Dakle, nakon drugog sata preostalo joj je prijeci jos 3 - 15 = 45 km. Da Janica u drugom satu
nije presla jos 9 km, za treci bi joj sat ostalo prije¢i 9445 = 54 km. Tih je 54 km tri cetvrtine,
a 18 km jedna cetvrtina ostatka puta nakon prvog sata.

18 9 45
N, e’ -
1 3
— ostatka 7 ostatka

Dakle, nakon prvog sata preostalo joj je prijeci jos 4-18 = 72 km. Da Janica u prvom satu nije
presla jos 12 km, za drugi bi joj sat ostalo prije¢i 12 + 72 = 84 km. Tih je 84 km cetiri petine,
a 21 km jedna petina ukupne duljine puta.

21 12 72
N, e " m— -~ ——""
1 " 4
gpu a gputa

Dakle, Janica je u ta cetiri sata presla ukupno 5 - 21 = 105 km.

Zadatak 0S-5.5.

U svako od devet polja ploce 3 x 3 treba upisati po jedan prirodni broj tako da u svakom retku
i svakom stupcu umnozak upisanih brojeva bude 18. Na koliko je to razli¢itih nac¢ina moguce
napraviti?

Rjesenje.
Rastavom broja 18 na proste faktore dobivamo 18 = 2 - 3 - 3. To znaci da je potrebno odrediti

polja u kojima ¢e se nalaziti brojevi s faktorima 2 i 3 tako da se u rastavima na proste faktore
brojeva u svakom retku i svakom stupcu pojavi to¢no jedan faktor 2 i to¢no dva faktora 3.

Faktor 2 mozemo u prvi redak smjestiti u bilo koji od tri stupca, a u drugom retku u jedan
od dva stupca u kojima se ve¢ ne nalazi faktor 2. Smjestaj faktora 2 u tre¢em je retku, tada,
jedinstveno odreden. Ukupno 3-2-1 = 6 nacina.

Ostaje nam odrediti na koliko nac¢ina mozemo rasporediti faktor 3 tako da se u svakom retku i
svakom stupcu pojavljuje to¢no dvaput. Promatramo tri moguca slucaja:
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1) U svakom je od devet polja najvise jedan faktor 3. To znaci da u svakom retku i svakom
stupcu moraju postojati tocno dva polja koja imaju jedan faktor 3, te jedno polje koje
nema faktor 3. Odabir polja koja nemaju faktor 3 se prebrojava na isti nacin kao $to smo
prebrojavali odabir polja koja imaju faktor 2. Ukupno ima 6 takvih rasporeda.

2) Oba se faktora 3 nalaze u istom polju, a u drugim poljima tog retka i stupca nema faktora
3. Odabir polja u koja stavljamo po dva faktora 3 (tj. faktor 9) opet prebrojavamo na
isti nacin kao Sto smo prebrojavali odabir polja koja imaju faktor 2, te i u ovom slucaju
imamo 6 mogucih rasporeda.

3) U jednom polju su to¢no dva faktora 3, a u ostalim poljima najvise po jedan faktor 3.
U poljima koja su u istom retku i stupcu kao polje s dva faktora 3 nema drugih faktora
3, a u preostalim poljima se nalazi to¢no jedan faktor 3. Polje u kojem su dva faktora
3 mozemo odabrati na devet nacina, ¢ime je jedinstveno odreden smjestaj svih ostalih
faktora 3. Dakle, takvih je rasporeda 9.

Konac¢no, faktore 3 mozemo rasporediti na 6 + 6 + 9 = 21 nacin.

Kako bismo dobili sve razli¢ite nac¢ine rasporeda u kojima je u svakom retku i svakom stupcu
umnozak upisanih brojeva jednak 18, trebamo odabrati jedan od Sest rasporeda faktora 2 i

jedan od 21 rasporeda faktora 3. Stoga je ukupni broj razli¢itih rasporeda brojeva jednak
6-21 = 126.

Napomena: Na slici je prikazano svih Sest mogucéih rasporeda faktora 2

Ako svaki od tih rasporeda kombiniramo sa sljede¢im rasporedom faktora 3

3-3

na nacin da brojeve u pripadnim poljima pomnozimo, a u prazna polja upisemo broj 1, dobivamo
sljedec¢ih Sest rasporeda.

18/ 1|1 |18|/1|1||(9(2|1||9|2|1(|9|1|2]|]|9|1
1/6(3 136 2133 1(3|6]|2

Na slican nacin se rasporedi faktora 2 kombiniraju sa preostalih 20 rasporeda faktora 3.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
6. razred — osnovna skola

Vodice, 29. travnja 2025.

Zadatak 0S-6.1.

Maja je popunila svoj album sa sli¢icama, a ostatak sli¢ica odlucila je podijeliti prijateljima za
njihove albume. Sestinu svojih sli¢ica poklonila je Luni. Kad je vidjela kako se Luna razveselila,
poklonila joj je jos 5 sli¢ica. Dvije petine preostalih slic¢ica i jos 5 slic¢ica poklonila je Sofiji, a
nakon toga je Marku poklonila tri ¢etvrtine preostalih sli¢ica i jos 5 sli¢ica. Na kraju su joj
ostale dvije slicice. Vidjevsi da podjela nije bas bila postena, Maja je preostale dvije slicice
poklonila osobi kojoj je prethodno dala najmanje sli¢ica. Koliko je sli¢ica dobila Luna, koliko
Sofija, a koliko Marko?

Prvo rjeSenje.

Zadatak rjesavamo unatrag. Da Marku nije poklonila onih 5 sli¢ica, Maji bi ostalo 7 slicica.

Kako je Marku dala % sli¢ica, tih 7 sli¢ica je Cetvrtina ostatka sli¢ica. Moze se zakljuciti da je
prije nego sto je Marko dobio sli¢ice bilo 4 - 7 = 28 sli¢ica.

Marko je dobio 3 -7+ 5 = 26 slicica.

Sofija je dobila dvije petine slicica preostalih nakon Lune i jos 5 sli¢ica. Da nije dobila tih 5,
preostalih bi sli¢ica bilo 28 + 5 = 33, a to Cini tri petine preostalih slicica. % sli¢ica tako iznosi
33 : 3 = 11, pa zakljucujemo da ih je ukupno bilo 55.

Sofija je dobila 2 - 11 + 5 = 27 slicica.

Luna je dobila sestinu Majinih sli¢ica i joS 5 sli¢ica. Da nije dobila tih 5, Maji bi ostalo
5 4+ 55 = 60 sli¢ica. Tih 60 sli¢ica su % svih Majinih sli¢ica, pa zaklju¢ujemo da da je jedna
Sestina sli¢ica 60 : 5 = 12. Ukupno je, dakle, bilo 6 - 12 = 72 slic¢ice.

Luna je dobila 112 + 5 = 17 slicica.

Kako je Luna dobila najmanje slicica, na kraju joj je Maja poklonila preostale dvije, pa je Luna
ukupno dobila 19 slicica. Marko je dobio 26, a Sofija 27 slicica.

Drugo rjeSenje.

Neka je x broj slicica koje je Maja odlucila podijeliti prijateljima.
1
Luni je poklonila 61: + 5 slicica.
L 1 5 .
Nakon toga joj je ostalo xz — 6.% +5) = 6;1: — 5 slicica.
. 4 2(5 1 1 .
Sofiji je poklonila — <[L‘ — 5> +5=-x—24+5=—x+ 3 slicice.
5\6 3 3
5 1 5 1 1
Ostalo joj je gx -5 - (320 + 3) = éx —5— gx -3 = 5%~ 8 slicica.

3/(1 3 3
Marku je poklonila 1 <2x — 8> +5 = gx —6+5= gx — 1 sli¢icu.
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Ostale su joj jos dvije slicice pa vrijedi:

! +5—|—1 +3+3 1 2
—T =T —r—1=x—2.
6 3 8

21
Sredivanjem dobivamo 515 + 7 =2 — 2, odnosno x = 72.
Dakle, Maja je na pocetku imala 72 slicice.

1

Luna je dobila 6 72 + 5 = 17 slicica.
1

Sofija je dobila 3 72 + 3 = 27 slicica.

3
Marko je dobio 3 72 — 1 = 26 slicica.

Budu¢i da je Luna dobila najmanje slicica, na kraju joj je Maja poklonila preostale dvije, pa
je Luna ukupno dobila 19 sli¢ica. Marko je dobio 26, a Sofija 27 sli¢ica.

Zadatak 0S-6.2.

Neka je ABCD romb. Simetrala kuta £ BAC sije¢e stranicu BC u tocki E i pritom vrijedi
| AEB| = 54°. Odredi veli¢ine kutova romba ABCD.

Rjesenje.

Neka je | BAD| = [£DCB| = a i |{CBA| = |{ADC| = B.

Kako su rombu sve stranice jednake, trokuti ABC' i AC'D su sukladni prema poucku S—S-S.
To znaci da je | BAC| = [£CAD| pa je |[{BAE| = §.

Kako je ¢etverokut ABC'D romb, susjedni kutovi su suplementarni, to jest a+ g = 180°, pa je
|{EBA| =180° — a.

Bududi da je zbroj unutarnjih kutova u trokutu ABE jednak 180° vrijedi
a

1 + (180° — ) 4 54° = 180°.
Rjesavanjem te jednadzbe dobivamo o = 72°, te slijedi g = 108°.

Drzavno natjecanje iz matematike 2025. 7/26



Zadatak 0S-6.3.

Koliko ima troznamenkastih prirodnih brojeva takvih da je zbroj toga broja i troznamenkastoga
broja napisanog istim znamenkama, ali u obrnutom redoslijedu, djeljiv s 47

Rjesenje.

Neka je abc troznamenkasti broj. Tada je cba troznamenkasti broj napisan istim znamenkama,
ali u obrnutom redoslijedu, pa vrijedi

abc + cba = 101a + 101c + 20b = 101(a + c) + 20b.

Bududi da je 20b djeljiv s 4 za bilo koji broj b, a 101 nije djeljiv s 4, prema pravilu za djeljivost
razlike i pravilu za djeljivost umnoska slijedi da broj a + ¢ mora biti djeljiv s 4.

Ako je a + ¢ = 4, imamo 3 mogucnosti.

a|l1]2]3
c|312]1

Ako je a + ¢ = 8, imamo 7 mogucnosti.
all[2|3|4]5[6]|7
c|7]6]5(413|2|1

Ako je a + ¢ = 12, imamo 7 moguénosti.
al3[4|5/6]7[8]9
c|9|8|7[6|5|4|3

Ako je a + ¢ = 16, imamo 3 mogucénosti.

al|l7[81]9
c|9 817

Ukupno imamo 20 moguénosti, a budué¢i da b moze biti bilo koja znamenka ukupno postoji
20 - 10 = 200 trazenih brojeva.

Zadatak 0S-6.4.

Na pravcu p nalaze se redom tocke A, B,C' i D tako da je |AB| = |C'D| = 2|BC|. S iste strane
pravca p dane su tocke E i F' takve da su trokuti AC'F i C'DFE jednakostrani¢ni. Dokazi da je
trokut BEF' jednakostranican.

Prvo rjesenje.
Promotrimo trokute ABF 1 CEF.
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Prema uvjetu zadatka vrijedi da je |AB| = |C'D|, a buduéi da je trokut C'DFE jednakostrani¢an
tada je i |[AB| = |CE].

Jednakostrani¢nim trokutima ACF i CDE svi su kutovi veli¢ine 60°, pa je i [{ECF| = 60°
jer zajedno s L FCA i £ DCFE ¢ini ispruzeni kut.

Vrijedi |AF| = |CF)| jer je AC'F jednakostrani¢ni trokut.
Dakle, trokuti ABF i CEF su sukladni prema poucku S-K-S.
Stoga zakljucujemo da vrijedi |[{AFB| = |£CFE|.

Bududi da je |[LAFC| = |LAFB|+ |{BFC|=60° a |{BFE| = |{BFC|+ |£CFE]| slijedi da
jei|4BFE| = 60°.

Zbog sukladnosti trokuta ABF i CEF vrijedi da je |BF| = |EF|, to jest trokut BEF je
jednakokracan s kutom nasuprot osnovice 60°.

Preostala dva kuta trokuta BEF tada imaju veli¢inu (180° — 60°) : 2 = 60°.
Dakle, trokut BEF je jednakostranican.

Drugo rjeSenje.

Sa suprotne strane pravca p nacrtamo jednakostranican trokut BHC'

H

Prema uvjetu zadatka vrijedi da je |AB| = |C'D|, a buduéi da je trokut C'DFE jednakostrani¢an
tada je i |[AB| = |CE|. Trokut BHC je jednakostrani¢an pa je |BC| = |CH|.

Tada je |CF| = |AB|+ |BC|i |HE| = |CE| + |CH]|, to jest |CF| = |HE].
Za kutove vrijedi |[{FCB| = |{EHB| = 60°.

Dakle, trokuti BC'F i BHFE su sukladni prema poucku S-K-S. (1)
Slijedi |BF| = |BE].

Dakle, trokut BEF je jednakokracan, pa je |[{FEB| = |{BFE|.

Iz (1) slijedi |{CBF| = |{HBE|. (2)

Dalje, iz (2) i |[{CBF| = |{CBE| + |{EBF| te |{HBE| = |{HBC| + |£CBE)|, slijedi
\{EBF| = |£HBC| = 60°.

Iz |[AFEB| = |ABFE|i|{EBF| = 60° slijedi |[{FEB| = |{BFE| = 60°, pa je trokut BEF
jednakostranican.

Drzavno natjecanje iz matematike 2025. 9/26



Zadatak 0S-6.5.

Kolo srece podijeljeno je na osam jednakih kruznih isjecaka i .
mozemo ga vrtjeti. Svaki kruzni isjecak moramo obojiti to¢no

jednom bojom (plavom, zutom ili crvenom). Dva rasporeda ‘V’
boja smatramo istim ako se jedan moze dobiti od drugoga ’ <
vrtnjom kola. Na koliko nac¢ina mozemo obojiti kruzne isjecke "‘
ako nikoja dva susjedna isjecka ne smiju biti iste boje, a svaka

se boja mora iskoristiti barem jednom?

—
Rjesenje.
Najvedi broj kruznih isjecaka (polja) obojen istom bojom je Cetiri, tada ¢e svako drugo polje
biti obojeno tom bojom. Neka je ta boja plava.

Preostala cetiri polja mogu biti ili tri jedne boje (neka je to crvena), a jedno boje koja je
preostala (zuta), ili po dva u svakoj od tih boja.

Dobivamo sljedec¢a bojenja:

Budu¢i da mozemo odabrati izmedu tri boje kojima ¢emo obojiti cetiri,
tri ili jedno polje, tada ovakvih bojenja ima 3-2-1 =6

U slucaju bojenja cetiri polja jednom bojom, a preostala dva drugom bojom dobivamo dvije
prikazane moguénosti kako to mozemo uciniti.

Po dva polja obojena istom bojom mogu biti ili na-
suprotna ili obojena tako da je izmedu polja obo-
jenih istom bojom jedno plavo polje.

Sve druga bojenja u ovom slu¢aju moguce je dobiti od prikazanih vrtnjom kola, Sto znaci da
trebamo odabrati samo boju kojom ¢e biti obojena cetiri istobojna polja. To u svakom od
prikaza mozemo na tri nacina. Dakle, ovakvih je bojenja 3 4+ 3 = 6.

Promotrimo bojenja u kojima su po tri polja obojena s dvije boje (plavom i crvenom bojom),
a dva polja s preostalom (Zutom) bojom.
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Razlikujemo tri polozaja u kojima se mogu nalaziti dva polja koja bojimo Zutom bojom:

QV) AV) AV}
7y Y

jedno polje razmaka dva polja razmaka tri polja razmaka

Promotrimo bojenja za svaki od ta tri polozaja.

Polje koje se nalazi izmedu dvaju zutih polja mora biti obojeno razlic¢itom
bojom od dva polja koja su susjedna zutim poljima jer bi inace preostala
polja bilo nemoguce obojiti tako da nikoja dva susjedna nisu obojena
istom bojom. Buduéi da mozemo odabrati izmedu tri boje kojima ¢emo
obojiti polja, tada ovakvih bojenja ima 3-2-1 = 6.

Kad je dva polja razmaka izmedu obojenih zutih polja, tada ta polja izmedu moraju biti obojena
razli¢itim bojama, a polja koja su im nasuprotna mogu biti ili njima istih boja ili razli¢itih boja.

Preostala dva polja bojimo tako da vodimo racuna
da susjedna polja nisu iste boje. Dobili smo dvije
razlicite moguc¢nosti, a u svakoj od njih mozemo
boje za bojenje polja birati na 3 -2 -1 = 6 nacina,
pa je ovih moguénosti ukupno 12.

U posljednjem slucaju je tri polja razmaka izmedu zutih polja, sto znaci da od tri polja ona
krajnja sa svake strane moraju biti iste boje.

v
A

Zamjenom plave i crvene boje dobili bismo bojenje koje je moguce postic¢i
vrtnjom kola, tako da je potrebno odabrati samo tri boje kojima bojimo
dva polja. Dakle, 3 su moguca bojenja.

Ukupan broj bojenja prema zadanim uvjetima je: 6 +6 +6 + 12 + 3 = 33.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
7. razred — osnovna Skola

Vodice, 29. travnja 2025.

Zadatak 0S-7.1.

U pravokutni trokut ABC' s pravim kutom u vrhu C upisan je kvadrat CDEF tako da je D
na stranici AC, E na stranici AB i F na stranici BC. Ako je |BE| = 3 -|EA|, koliko je puta

povrsina trokuta ABC' veé¢a od povrsine kvadrata CDEF?

Prvo rjeSenje.

Cetverokut CDEF je kvadrat, pa je CD|FE i CF|DE.

Stoga je |{FBE| = |{DFEA| i |{BEF|=|{FEAD| prema poucku o kutovima uz presje¢nicu.

Dakle, trokuti AED i EBF su sli¢ni.
Oznacimo |CD| = a, |EFA| = z, |BE| = 3z, |DA| =y i |BF| = z.
Iz sli¢nosti trokuta AED i EBF slijedi a : y = 3z : x, odnosno a = 3y,

te takoder z : @ = 3z : x, odnosno z = 3a.

CA|-|CB
Povrsina trokuta ABC' je Papc = |’2H, a povrsina kvadrata CDEF je Poppr = a®.
4
Iz a = 3y slijedi |C'A| :a—l—y:a—}—%: Ea‘
Iz z = 3a slijedi |CB| = a+ z = a+ 3a = 4a.
Tada je
p,. . _ |CALICB| _ % -da _ 8a?
ABC — 9 - 9 - 3 y
8a? 8
iz ¢ega slijedi Papc : Popepr = % ca? = 3’

8
tj. povrsina trokuta ABC je 3 puta veéa od povrsine kvadrata CDEF'.
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Drugo rjeSenje.

Cetverokut CDEF je kvadrat, pa je CD||FE i CF||DE.

Stoga je |{CBA| = |{DEA| i |{BEF| = |{BAC|, prema poucku o kutovima uz presjecnicu.
Dakle, trokuti ABC', AED i EBF su medusobno sli¢ni pravokutni trokuti s hipotenuzama BA,
EFAi BE.

Kako je |[BE| =3 - |EA|, trokut EBF je slican trokutu AED s koeficijentom sli¢nosti 3, pa za
njihove povrsine vrijedi
Pgpr = 3% Pagp = 9Pagp.

Takoder je |BA| =4 - |EA|, pa je trokut ABC slican trokutu AED s koeficijentom sli¢nosti 4

i za njihove povrsine vrijedi
Papc = 4% Pagp = 16Pagp.

Nadalje, vrijedi
Peper = Pape — (Pepr + Pagpp) = 16Pagp — (9Pagp + Papp) = 16Pagpp — 10Pagp = 6 Pagp,
iz Cega slijedi

Papc  16Papp 16 8

Pecpgr  6Papp 6 3

8
tj. povrsina trokuta ABC je 3 puta veéa od povrsine kvadrata CDEF'.

Zadatak 0S5-7.2.

Za koje vrijednosti cjelobrojnog parametra a je rjesenje jednadzbe ax +2a = —3x + 8 pozitivan
racionalan broj?

Rjesenje.

Zadanu jednadzbu mozemo zapisati na sljede¢i nacin

z(a+3) = —2a+8.

Ako je a+ 3 =0, onda je a = —3 te —2a + 8 = 14 # 0, pa jednadzba nema rjesenja.
Ako je a + 3 # 0, onda jednadzbu mozemo dijeliti s a + 3, te dijeljenjem dobivamo

_ —2a+8
- a+3
iz ¢ega je vidljivo da je x racionalan broj za cijeli broj a.
. —2a + 8
Zelimo odrediti kada vrijedi et > 0.
a—+3

Razlomak je pozitivan ako i samo ako su brojnik i nazivnik istog predznaka. Razlikujemo dva
slucaja.

Ako su i brojnik i nazivnik pozitivni, mora vrijediti —2a +8 > 0ia+ 3 > 0, odnosno a < 4 i
a>-3,tj. a€{-2,-1,0,1,2,3}.

Ako su brojnik i nazivnik negativni, onda bismo dobili uvjete a > 4 i a < —3 koje istovremeno
ne zadovoljava nijedan cijeli broj a.

Dakle, rjesenje zadane jednadzbe je pozitivan racionalan broj za a € {—2,—-1,0, 1,2, 3}.
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Zadatak 0S-7.3.

Dokazi da je u pravilnome deveterokutu razlika duljina najdulje i najkrace dijagonale jednaka
duljini stranice.

Prvo rjeSenje.

Zbroj mjera svih unutarnjih kutova konveksnoga n-terokuta je (n — 2) - 180°.

Zan =9 taj je zbroj (9 —2) - 180° = 7 - 180° = 1260°.

U pravilnome deveterokutu su svi unutarnji kutovi sukladni, pa je mjera unutarnjeg kuta
1260° : 9 = 140°.

D‘/|‘_\B
a
E s 4
T
I s I
G H

Svaki pravilni poligon je osnosimetrican obzirom na simetralu bilo kojeg svog unutarnjeg kuta
kao i obzirom na simetralu bilo koje svoje stranice. Stoga je pravilni deveterokut na slici
osnosimetri¢an obzirom na simetralu s kuta £ DCB.

Na slici uo¢imo éetverokut ABDE. Duzina DB najkraca je, a stranica £ A najdulja dijagonala

pravilnoga deveterokuta. Taj ¢etverokut je takoder osnosimetri¢an obzirom na simetralu s kuta

£DCB, pa su mu stranice DB i F'A okomite na nju. Vrijedi DB||EA, pa je ¢etverokut ABDE

trapez, a kako su mu neparalelne stranice AB i DFE sukladne, to je jednakokracan trapez.

Promotrimo jednakokracan trokut BC'D. Kako je |£DCB| = 140°, vrijedi

180° — 140°  40°
2 )

|{CBD| = |{BDC| = = 20°.

Nadalje je
|{EDB| = |£DBA| = 140° — 20° = 120°,
|LAED| = |{BAE| = 180° — 120° = 60°.
Odaberimo na stranici EFA toc¢ku T tako da je TBJ||ED.
Cetverokut BDET je paralelogram, pa vrijedi |ET| = |DB).
Onda je |£ATB| = |[{AED| = 60°, pa je trokut ABT jednakostranican.
Dakle, [T A| = |AB]|, pa je razlika duljina najdulje i najkraée dijagonale
|EA| — |DB| = |EA|— |ET| = |TA| = |AB|.
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Drugo rjeSenje.
Promotrimo ¢etverokut ABCE.
Duljina najkrace dijagonale deveterokuta je |AC| = |C'E|, a duljina najdulje dijagonale je |AFE]|.

Unutrasnji kut pravilnog deveterokuta iznosi 140°, pa kutovi u jednakokra¢nom trokutu ABC
iznose 140°, 20° i 20°.
Uoc¢imo da je |{CEB| = |{CAB| = 20° = |{BCA| = |{BFEA|.
Neka je tocka T na duzini AF takva da je |CE| = |TE].
Po S-K-S poucku vrijedi da su trokuti BC'E i BTE sukladni. Slijedi da je |BT| = |BC| = |BA].
Vrijedi
|L{CAE| = |{AEC| = |{AEB| + |{BEC| = 20° + 20° = 40°,
pa je
|{BAT| = |{BAE| = |[{BAC| + |£CAE| = 20° + 40° = 60°.

Dakle, trokut ABT je jednakokracan trokut kojem je mjera jednog kuta 60°, pa zaklju¢ujemo
da je jednakostranican. Slijedi |[AE| — |CE| = |AE| — |ET| = |AT| = |AB|.

Zadatak 0S-7.4.

Neka su ay,as,...,ass brojevi 1,2,3,...,2024,2025 napisani u nekome poretku. Koje sve
vrijednosti moze poprimiti izraz a; — as + a3 — ... + asgo5?

Prvo rjesenje.

Promatrani izraz mora biti cijeli broj jer zbrajamo i oduzimamo prirodne brojeve. Zadatak
se moze reformulirati na sljedeé¢i nacin. Prirodnim brojevima od 1 do 2025 treba pridruziti
predznake + ili — tako da tocno 1012 brojeva ima predznak —, a potom dobivene brojeve s
predznakom treba zbrojiti. Potrebno je odrediti koliko razli¢itih zbrojeva mozemo dobiti.

Pridruzivanje predznaka se moze prikazati tablicom kojoj su u prvom retku svi prirodni brojevi
od 1 do 2025, a u drugom retku pridruzeni predznaci.

Uocimo da se najveca vrijednost dobiva ako brojevima od 1013 do 2025 pridruzimo predznak
+, a ostalima predznak —:

1{...]1012 ] 1013 | ... | 2025
— ... - + e +
Dakle, vrijedi
a; —as +az — -+ + ages < (1013 + 1014 + -+ - +2025) — (1 +2+ 3+ --- + 1012)

= (1013 — 1 + 1014 — 2 + - - - + 2024 — 1012) + 2025
= 10122 + 2025 = 1026 169.

Najmanju vrijednost se dobiva ako brojevima od 1014 do 2025 pridruzimo predznak —, a
ostalima predznak +:

1 {...]1013]1014 | ... | 2025
+ ... + - |... —
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Iz toga zakljucujemo

a1 — ag +as — -+ -+ agpas 2 (1+2+3—|—+1013)—(1014+1015—|——|—2025)
=1013 — (1014 — 1 4+ 1015 — 2+ - - - + 2025 — 1012)
= 1013 — 1012 - 1013 = —1011 - 1013 = —1 024 143.

Nejednakosti pokazuju da nije moguce postiéi cijele brojeve koji su manji od —1024 143 i veéi
od 1026 169.

Uoc¢imo da ako zamijenimo predznak — ispod broja k i predznak + ispod broja k+ 1 vrijednost
se izraza smanjuje za 2.

Promotrimo postupak kojim od prve tablice dobivamo drugu tablicu nizom zamjena predznaka
u susjednim poljima drugog retka. Predznak — ispod broja 1012 prvo zamijenimo s predznakom
+ ispod broja 1013, pa nakon toga s predznakom + ispod broja 1014, pa sve dok ne dodemo
do zamjene s predznakom + ispod broja 2025 i dobijemo tablicu

1]...]1011 | 1012 | 1013 | ... | 2025
— ... — + + —

Na slican nacin, nizom zamjena mozemo predznak — ispod 1011 dovesti do polja ispod broja
2024, predznak — ispod 1010 dovesti ispod 2023 i tako dalje sve do predznaka — ispod 1 kojeg
dovedemo ispod 1014.

Ovime smo pokazali da mozemo postiéi svaku drugu vrijednost (tj. svaki neparan broj) izmedu
—1024143 i 1026 169.

Pokazimo jos da zadani izraz a; —as +as — . . . + asgges ne moze biti paran. Zaista, kako su zbroj
i razlika parnih brojeva parni brojevi, a medu brojevima 1,2, 3,...,2024,2025 ima neparno
mnogo neparnih brojeva, zaklju¢ujemo da je a3 — as + az — ... + agges uvijek neparan broj.

Dakle, izraz a; — as + az — ... + agges moze poprimiti vrijednost svakog neparnog broja veceg
ili jednakog —1024 143 i manjeg ili jednakog 1026169 te ne moze poprimiti nijednu drugu
vrijednost.

Napomena: Redoslijed zamjena kojima mijenjamo poredak predznaka — i + nije bitan dok god
mijenjamo mjesta predznacima u susjednim poljima. Zbog toga je dovoljno uociti da u svakom
pridruzivanju predznaka koja ne daje najmanju mogucu vrijednost postoji neki par susjednih
polja u drugom retku tako da je predznak — lijevo od predznaka + (kad to ne bi bilo tako svi
predznaci + bi bili lijevo od predznaka —).

Drugo rjeSenje.
Promatrani izraz mora biti cijeli broj jer zbrajamo i oduzimamo prirodne brojeve.

Uoc¢imo da vrijedi

CL1-CL2+CL3—"'—|—CI2025:<1+2—|—...—|—2025)—2'(0,2+CL4—|—...—|—CL2024)
:2025-1013—2-(a2+a4+...+a2024).

Broj koji smo dobili je razlika neparnog i parnog broja, pa je neparan broj. Time smo pokazali
da promatrani izraz ne moze biti paran broj.
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Ozna¢imo S = {1,2,...,2025}. Iz gornjeg zapisa zakljucujemo da vrijednost promatranog
izraza ovisi o odabiru podskupa N = {ag,ay, ..., a4} skupa S, tocnije o zbroju elemenata
koji su odabrani u N.

Promatrani izraz ima najvecu vrijednost ako u NV izaberemo najmanjih 1012 brojeva iz skupa
S, a najmanju vrijednost ako u N izaberemo najvecih 1012 brojeva iz skupa S. Te vrijednosti
iznose redom 1026 169 i —1 024 143.

Nadalje, ako u podskupu N nisu odabrani svi najmanji brojevi iz skupa .S, onda postoji neki
broj k € S\ N takav da je k +1 € N. Izbacimo li broj k + 1 iz N, a dodamo broj &k u N
vrijednost promatranog izraza se smanjuje za 2. Ponavljanjem tog postupka mozemo redom
postic¢i sve neparne brojeve 1026 169, 1026 167, 1026 165, ..., —1024 143.

Zadatak 0OS-7.5.

Neka su a, b i ¢ racionalni brojevi takvi da je

a . b n c _ o
bla+b) cb+c) alc+a)
Koliko tada iznosi
b c a
a(a +b) N b(b+c) * c(c+a)
Prvo rjeSenje.
Redom racunamo
b c a b+a—a c+b—>b a+c—c
a(a +b) * b(b+c) i c(c+a) - a(a +b) M b(b+c) * c(c+a)
b+a c+b b a+c c

a(a+b) ala+b) * b(b+c) bb+c) * clc+a) clc+a)
1 1 1 1 1 1
b

a a-+b b—l—c+c c+a

S N S
~\b  a+bd c b+ec a c+a
a+b—-—b b+c—c cH+a—a
+ -
b(a +b) c(b+c) a(c+ a)
a b c

- b(a+ D) +c(b—|—c)+a(c+a) =2

Drugo rjeSenje.

Vrijedi
L b Lo ( b Lo L )
bla+b) cb+c) alc+a) ala+b)  bb+c) clc+a)
a b b c c a
T ha+b) alatbh) b+ bbte) acra) deta)

a® — b? b? — 2 A — a?

a ab(a +b) * be(b + ¢) * ca(c+a)
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Iz
a’> —b* = (a —b)(a +0),
V¥ —ct=(b-c)(b+c),
& —a*=(c—a)(c+a)
slijedi

a’ —v? N b — 2 N A —a? _(a=0b)(a+d)  (b—c)(b+c)  (c—a)(cta)
abla+b) be(b+c¢)  calc+a) ab(a + b) be(b + c) ca(c+a)
a—b b—c c—a

+

ab be ca
1 1 1 1 1 1
=4S —+-—>=0.

b a ¢ b a c

Dakle,
b n c n a a n b . c _o
ala+b)  bb+c) clc+a) bla+b) cb+e) alcta) T
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
8. razred — osnovna Skola
Vodice, 29. travnja 2025.

Zadatak 0S-8.1.

Dane su kruznice ki, ko i k3, ¢iji su polumjeri redom 9 — 3\/5, 3+3V3i3v3—-31 koje se
medusobno u parovima dodiruju izvana. Kruznice ky i ky dodiruju se u tocki A, kruznice ks i
ks u tocki B, a kruznice ky i k3 u tocki C'. Odredi povrsinu dijela ravnine omedenoga kruznim

lukovima Z?Z ACi CB.
Rjesenje.

Neka su sredista kruznica kq, ko i k3 redom tocke Sy, Sy i .S5.

Medusobne udaljenosti sredista kruznica kq, ko i k3 su:
15192] =9 — 3v3 + 3433 =12,

S995] = 3 + 33+ 3v3 — 3 = 613,

15153 =9 —3v3+3V/3-3=6.

Kako za trokut S;S553 vrijedi [S195]? = |S9S53|% + |S153/%, prema obratu Pitagorina poucka
zakljucujemo da je on pravokutan i da je |£515355| = 90°.

Duljina krace katete jednaka je polovini duljine hipotenuze pa je trokut 57553 polovina jed-
nakostrani¢noga trokuta.

Siljasti kutovi trokuta S;S5S5 imaju velicine |£555)S5] = 60° i |£55555,| = 30°.
Trazena povrsina jednaka je razlici povrsine trokuta 5715553 i zbroja povrsina kruznih isjecaka

odredenih kruznim lukovima EZ, ACi CB.

— 1
Povrsina kruznog isjecka odredenog kruznim lukom B A jednaka je 2 povrsine kruga polumjera

3+ 3v/3.

Na isti nacin zaklju¢ujemo da je povrsina kruznog isjecka odredenog kruznim lukom AC' jednaka

1 —
— povrsine kruga polumjera 9 — 3v/3, a povrsina kruznog isjecka odredenog kruznim lukom CB

1
jednaka 1 povrsine kruga polumjera 3v/3 — 3.
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Stoga je trazena povrsina:

25 (1

1
P=-.
2 4 12

(3+3\/_)7r+6(9 3v3)’m + — (sf 3)? >
:18\/_—<112(9+18\/§+27)7r+é( 1—54\/_—|—27)7r+4(27—18\/_+9) )

zl&f—<<&+&F>W+ﬂ8—%ﬁh+<9—%f> >

= 18V/3 — <<3+?“2/§+18—9\/§+9—W—> )
= 18v/3 — (30 — 12V/3).

Povrsina dijela ravnine omedenog kruznim lukovima BZ ACiCB je 18v/3 — (30 — 12v/3)m.

Zadatak 0S-8.2.

Odredi sve ¢etvorke realnih brojeva (a, b, ¢, d) koje zadovoljavaju sustav jednadzba

a+b+c=d
b+c+d=a’
c+d+a="b
d+a+b=c’

Prvo rjeSenje.

Oduzimanjem prve i druge jednadzbe dobivamo
a—d=d*—d°,

odnosno (a — d)(a+d+ 1) =0, iz ¢ega zakljuc¢ujemo da su brojevi a i d jednaki ili im je zbroj
jednak —1.

Analogno (oduzimanjem odgovaraju¢ih dviju jednadzbi) zakljuCujemo da isto vrijedi za bilo
koja dva od brojeva a, b, c i d.

Zakljuc¢ujemo da je svaki od brojeva b, ¢ i d jednak a ili —a — 1.
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Promatramo dva slucaja: ili su brojevi b, ¢ i d jednaki ili su dva od ta tri broja jednaka, a trec¢i
je razlic¢it od njih.

Slucaj I. Ako vrijedi b = ¢ = d, imamo dvije moguc¢nosti.

Sluéaj I.1. Ako vrijedi a = b = ¢ = d, onda sve dane jednadzbe glase 3a = a?.

Stoga mora biti a = 0 ili @ = 3, tj. imamo rjesenja
(a,b,c,d) =(0,0,0,0) ili (a,b,c,d) = (3,3,3,3).

Slucaj I.2. Ako vrijedi —1 —a = b = ¢ = d, onda uvrstavanjem u bilo koju od danih jednadzbi
dobivamo a? + 3a + 3 = 0. Svodenjem na potpun kvadrat uocavamo da je ta jednadZba

ekvivalentna jednadzbi
3} 9
a+s) —=+3=0

2 4

oy
“T3) Ty

Sto ocito nije moguce jer kvadrat realnog broja ne moze biti negativan.

odnosno

Slucaj II. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je b = ¢ # d. Ostali slucajevi
se rjesavaju na isti nacin jer zamjenom varijabli dobivamo isti sustav.

Slucaj I1.1. Akojeb=c=aid= —a—1,ondaje —1 —d = a = b= ciovajslucaj se rjesava
na isti nacin kao Slucaj I.2. (zamjenom varijabli a i d).

Slucaj I1.2. Ako jeb = ¢ = —1 —a i d = a, onda uvrstavanjem u bilo koju od danih
jednadzbi dobivamo a?+a+2 = 0. Svodenjem na potpun kvadrat uo¢avamo da je ta jednadZba
ekvivalentna jednadzbi
CHES
“t3) Ty

za Sto opet zakljucujemo da nije moguce jer kvadrat realnog broja ne moze biti negativan. Sva
rjesenja sustava su (a, b, c,d) = (0,0,0,0) i (a,b,c,d) = (3,3,3,3).

Napomena: Slucajeve mozemo ilustrirati graficki s cetiri vrha (a, b, ¢, d) izmedu kojih je plavi
brid ako su brojevi jednaki, a crveni brid ako nisu jednaki. Graf mora imati svojstvo da u
svakom trokutu imamo neparno mnogo plavih bridova (jedan ili tri). Takvih grafova (do na
promjenu oznaka vrhova) ima to¢no tri:
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Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjesenju zakljucujemo da za bilo koja dva od brojeva a, b, ¢ i d vrijedi da su
jednaki ili da im je zbroj jednak —1. Promotrimo parove a i d te b1 c.

Slucaj A. Nekajea+d=—-1ib+c=—1.
Zbrajanjem svih jednadzbi pocetnog sustava dobivamo

3a+b+ctd) =a®+ b+ +d%
odnosno

—6=a*+b+c+d°

sto nije moguce, pa u ovom slucaju nema rjesenja.
Slucaj B. Neka jea+d = —-1ib=c Tadajea=0b=cilib=c=d. Ta dva slucaja se
rjeSavaju na isti nacin (samo zamijenimo a i d), te odgovaraju slucajevima 1.2 i II.1 iz prvog
rjesenja.
Slucaj C. Neka je a =d i b+ c= —1. Ovaj slucaj se rjeSava na isti nac¢in kao Slucaj B.

Slucaj D. Neka jea =dib=c. Ako je a =0, onda je a =b = ¢ = d, te dobivamo rjesenja
(a,b,c,d) =(0,0,0,0) i (a,b,c,d) = (3,3,3,3) kao u prvom rjesenju.

Ako je a +b= —1, onda je ¢ +d = —1, te kao u sluéaju A slijedi —6 = a® + b* + ¢® + d?, §to
nije moguce.

Zadatak 0S-8.3.

Za prirodni broj n promatramo tablicu s pet redaka i n stupaca. U svakom stupcu odabrana
su tri polja i na svako od njih postavljen je po jedan zeton.

Odredi najmanji broj n za koji je uvijek (neovisno o tome gdje su postavljeni Zetoni) moguce
odabrati tri retka i tri stupca tako da se u svih devet polja na presjecima tih redaka i stupaca
nalaze zetoni.

Rjesenje.
Postavljanjem tri zetona u svaki stupac, dva polja ostaju prazna.
Prazna polja (a time i tri mjesta za zetone) mozemo odabrati na T = 10 nacina.

Pokazimo primjerom slaganje Zetona u tablici s pet redaka i deset stupaca na nacin da se niti
jednom ne pojave dva stupca i dva retka takva da su sva polja u presjeku prazna, odnosno da
ne postoje tri retka i dva stupca takva da se na svim poljima u presjeku nalaze Zetoni.

U tablici s pet redaka i dvadeset stupaca ne postoje tri retka i tri stupca takva da se na svim
poljima u presjeku nalaze zetoni. Primjer za to dobivamo spajanjem dviju tablica opisanih u
prethodnom primjeru.
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Buducdi da se zetoni u svakom stupcu mogu rasporediti na deset razlicitih nacina, u tablici s pet
redaka i dvadeset jednim stupcem moraju se pojaviti tri stupca u kojima su zetoni rasporedeni
na isti nacin.

U takvoj tablici mozemo odabrati tri retka i tri stupca takva da se u svih devet polja presjeka
tih redaka i stupaca nalaze Zetoni, pa je minimalni n = 21.

Zadatak 0S-8.4.

Duljine stranica pravokutnog trokuta prirodni su brojevi. Ako je duljina hipotenuze 2025,
odredi duljine kateta toga trokuta.

Rjesenje.

Oznac¢imo duljine kateta pravokutnog trokuta s a i b, pri ¢emu su a,b € N.

Prema Pitagorinom poucku imamo jednadzbu a? + b? = 20252.

Trazimo sva rjesenja jednadzbe a? + b? = 20252, pri ¢emu su a, b € N.

Razmotrimo slucajeve mogucih ostataka kvadrata prirodnog broja x pri dijeljenju s 3.

Ako je x = 3k, tada je ostatak pri dijeljenju izraza (3k)* s 3 jednak 0.

Ako je x = 3k + 1, tada je ostatak pri dijeljenju izraza (3k &+ 1)? = 9k? + 6k + 1 s 3 jednak 1.
Ostatci kvadrata prirodnog broja x pri dijeljenju s 3 mogu biti 0 i 1.

Kako je 20252 djeljiv s 3, zaklju¢ujemo da su i a i b djeljivi s 3.

Uvrstimo li da su a =3k i b= 3, pri ¢emu su k,l € N, imamo
(3k)? + (31)% = 2025°.
Dijeljenjem jednadzbe s 9 dobivamo
K+ 17 =675
Ponovimo li ovaj postupak jos tri puta dobit ¢emo jednadzbu
m? 4+ n? = 25%,

pri ¢emu je a = 81m i b= 81ln,am,n € N.

Kako 25% daje ostatak 1 pri dijeljenju 3, jedan od brojeva m i n mora biti djeljiv s 3, a drugi
davati ostatak 1 pri dijeljenju s 3.

Zato je dovoljno provjeriti slucajeve m € {3,6,9, 12,15, 18,21, 24}.
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3 616 n¢N
6 589 n¢N
9 544 n¢N
12 481 n¢N
15 400 n = 20
18 301 n ¢ N
21 184 n ¢ N
24 49 n =

Moguce duljine kateta su

(a,b) = (81-15,81 - 20) = (1215,1620) i (a,b) = (81 - 24,81 - 7) = (1944, 567).

Zadatak 0S-8.5.

Dana je kruznica s promjerom AB i tocka C na toj kruZnici takva da je |[AC|: |CB|=5:3.
Neka je D tocka na duzini AC takva da je | DBA| = 45°. Koliki je omjer |[AD| : DC|?

Prvo rjeSenje.

Neka je tocka F noziste visine iz to¢ke D na stranicu AB.

C
e

Po uvjetu zadatka i Talesovom poucku o kutu nad promjerom, trokut ABC' je pravokutan s
pravim kutom pri vrhu C.

Po uvjetu zadatka i primjenom Pitagorina poucka na trokut ABC' dobivamo

|ABJ? = |AC|* + |BC?

2
AP = (2iBer) +|Bop

4
ABJ = 2| BCP
4
|AB| = \/;_\BC’L
Prema K-K poucku trokuti ABC' i ADFE su sli¢ni pa je
|AE|  |AC]
|ED| — |BC|
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Kako je |ED| = |EB|, imamo

|AB| - |EB| 5

\[EB|] 3
V34 |BC| 8
"3 |EB| 3
[EB| _ /31

|BC| 8

Primjenom Pitagorina poucka na trokut £BD imamo

|BD| = \/|EB? + |[EDJ? = \/|EB|? + |EB|? = |EB|V?2,

pa je |BD| = Y3 BCO|v2 = Y| BO)|.

Primjenom Pitagorina poucka na trokut BC'D dobivamo

V17
4

|BC|

IDC| = /(|BD]? - [BCP?) = ( 1

2
IBC|> - |BC]? =

Konacno je |[AD| = |AC| — |DC| = 3|BC| — 1|BC| = i£|BC|, odnosno |AD| : |DC| =17 : 3.

Drugo rjeSenje.

Po uvjetu zadatka i Talesovom poucku o kutu nad promjerom, trokut ABC' je pravokutan s
pravim kutom pri vrhu C'. Neka je tocka E noziste visine iz tocke D na stranicu AB, tocka F
tocka na stranici AC' takva da je |C'F| = |CB]| te tocka G noziSte visine iz F' na stranicu AB.

Trokut BCF je jednakokracan trokut pa je |BC| = |CF| = 2|AC].

Zbog toga je |AF| = |AC| — |CF| = 2|AC|. Trokuti ABC i AGF su pravokutni trokuti sa
zajednickim kutom pri vrhu A, pa su ti trokuti sliéni po poucku K-K i vrijedi da je |GF| =
214G
: .
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Primjenom Pitagorina poucka na trokut AGF dobivamo
|AF> = |AG|* + |GF|?
9 2 2
(Zact) =14cp + (Z1ac)
4 s 34
—|AC|) = =|AG)?
55 [ACT = | AG]

4
01 P

Tada je |GF| = 2|AG| = 224 AC).
Primjenom Pitagorina poucka na trokut ABC' dobivamo
|ABJ”> = |AC|* + |BC|?
3 2
ABP = |ACP + (210

34
AB|> = —|AC?
A= e
V34
|AB] =53 |AC.
Tada je |GB| = |AB| — |AG| = Y24 AC| - %MC\ 12r]AC]

Trokuti GBF i BCD su pravokutni trokuti za koje vrijedi da kut s vrhom B ima veli¢inu
|LCBA| — 45°, pa su ti trokuti slicni po K-K poucku.

Imamo:

(GF|: |CD| = |GB|: |CB|

SV 2Ac) |pC) = 12V 12V34 ac - \AC\
3 3 12
pol— (3V3+ 3 12v3iy
| O' ( &5 5 85 >| O'
\DC|_31AC|
20 '

Kako je |[AD| = |AC| — |CD| = $£|AC|, dobivamo da je trazeni omjer |AD| : |[DC| = 17 : 3.
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