DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
29. travnja 2025.

Zadatak B-1.1.

U skupu realnih brojeva rijesi nejednadzbu

\\/ﬁ T 90z + 2025 — V22 — 90z + 2025| < .

Rjesenje.

Zadana nejednadzba je ekvivalentna nejednadzbi

’\/(x +45)2 — \/(q: —45)?

<z,

odnosno
|z + 45| — |z — 45] | < .

Budu¢i da vrijedi
|z + 45| — |z — 45

WV
=

onda vrijedi
xz > 0.

Kako je x > 0, onda je |x+ 45| — |z — 45| > 0, pa je i sljedeéa nejednazba ekvivalentna zadanoj:

|z + 45| — |z — 45| < @.

Promatramo dva slucaja:
o Ako je 0 < x < 45, tada je
|z + 45| =ax + 45, |v—45] = —(v —45) =45 —x,

pa je
r+45—(4b—2)<z & 2r <z & <0,

sto je moguce ako i samo ako vrijedi x = 0.

o Ako je x > 45, tada je
|z + 45| =z +45, |z — 45| =x — 45,

pa je
r+45—(r—45) <z < 90 < 7,

i skup je rjesenja [90, 00).
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Skup je rjesenja zadane nejednadzbe

{0} U[90, 00).

Zadatak B-1.2.

Za prirodni broj k veéi od 2, svaki je broj iz skupa {6, 8, 10, ..., 2k} pomnozen sa svakim brojem
iz. skupa {5,7,9,...,2k — 1} te je Sk zbroj svih dobivenih umnozaka.

Za koji k vrijedi S, = 210007

Rjesenje.

Mnozenjem zbroja svih elemenata prvog skupa i zbroja svih elemenata drugog skupa dobivamo
zbroj svih umnozaka jednog broja iz prvog skupa i jednog broja iz drugoga skupa, pa je zato

Sk=(6+8+104+---+2k)-B5B+74+9+ -+ (2k—1)).

Uoc¢imo da vrijedi
64+8+10+---+2k=2-3+4+5+---+k)=2-1+2+3+4+5+---+k)—2-(1+2)

k(k+1)

—92.
2

—6=k+k—6=(k—2)(k+3).

Na slican nacin zaklju¢ujemo da je

S5+T+9+4-+(2k—1) = 14+2+4+3+4+5+- - -+ (2k—1)+2k— (1+2+43+4) — (6+8+10+- - - +2k)

2k(2k + 1
:(2+)—10—(k—2)(k+3)=2k2+k—10—k2—k+6:k2— = (k—2)(k+2).
Vrijedi
Sk = (k= 2)*(k+2)(k +3),
odnosno

(k—2)*(k 4+ 2)(k +3) = 21000 = 2° - 3- 5% - 7.
Imamo sljede¢e moguénosti:
e Akoje (k—2)?=4=k=4=Fk+2=06, k+ 3 =7, ali to ne daje 21000.
o Akoje (k—2)2=25=k=T=k+2=9, k+ 3 =10, takoder ne daje 21000.

« Akoje (k—2)2=100=k=12=k+2=14, k+3 = 15,

tada je:
Sk =100 - 14 - 15 = 21000.

Prema tome, za k = 12, zbroj svih umnozaka je 21000.
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Zadatak B-1.3.

U jednakokracnome je trapezu jedna osnovica cetiri puta dulja od druge, duljina kraka iznosi
6 cm, a mjera je Siljastoga kuta 60°. Trapez je podijeljen na pet trokuta jednakih povrsina
tako da svi vrhovi tih trokuta pripadaju osnovicama trapeza, a svaki vrh trapeza moze biti
zajednicki vrh najvise trima trokutima.

Odredi povrsinu toga trapeza i zbroj opsega svih pet navedenih trokuta.

Rjesenje.

Buduci da svi trokuti imaju vrhove na osnovicama, njihova je visina jednaka visini trapeza.
Uz jednake povrsine, slijedi da moraju imati sukladne osnovice. Buduéi da je jedna osnovica
trapeza cetiri puta dulja od druge, dulju osnovicu dijelimo na cetiri dijela, te zaklju¢ujemo da
¢e svaki od tih dijelova biti osnovica jednog od Cetiri trokuta, a tre¢i vrh tih trokuta ¢e biti
ili tocka C'ili tocka D. Ako bi toc¢ka C bila vrh barem trima trokutima s osnovicom na AB,
onda bi ta tocka bila zajednicki vrh barem cetiri trokuta jednake povrsine, sto nije moguce
prema uvjetu u zadatku. Na isti nac¢in argumentiramo u vezi tocke D i dolazimo do zakljucka
da to¢no dva trokuta s osnovicom na AB moraju imati tocku C kao treé¢i vrh, te toéno dva
takva trokuta imaju D kao treci vrh.

Dakle, jedini raspored trokuta koji zadovoljava sve uvjete je prikazan na slici.
Na osnovici AB oznac¢imo tocke E, F i P takve da je |AF| = |FP| = |PE| = |EB| = x.

Paralela sa stranicom BC kroz tocku D sijece stranicu AB u tocki E, pa je ¢etverokut EBCD
paralelogram.

Svi kutovi trokuta AED su 60°, pa je trokut AED jednakostranican.

Slijedi da je 3x = 6, odnosno = = 2 cm.
Nadalje, |CD| =2z =2cm, |AB| =4z =8cm.
Kako je sin 60° = % ili 62 = v? + (1.51)2, slijedi v = 3v/3 cm.

Povrsina trapeza ABC'D iznosi:

4 .2
pP= x;x~v:52 .3v/3 = 15v3 cm?.
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3
Nadalje, |CE| = {/v? + (g) =/(3V3)2 +12 = 27T +1=2/Tcm.

Zbroj opsega svih pet trokuta:

0=5r+2-|[AD|+8-[CE| =10+2-648-2V7 = 22 + 167 = 2(11 + 8V/7) cm.

Zadatak B-1.4.

Jednoga dana uciteljica je na dodatnu nastavu matematike donijela dvije kutije s jednakim
brojem jabuka. Jabuke iz jedne kutije podijelile su djevojcice, a iz druge djecaci. Broj djevojcica
za pet je manji od broja jabuka koje je dobila svaka od njih, a broj jabuka koje je dobio svaki
djecak za dva je ve¢i od broja djecaka.

Drugoga je dana na dodatnu nastavu dosla jedna djevojcica vise te dva djecaka manje nego
prvoga dana. Uciteljica je ponovno donijela dvije kutije s jednakim brojem jabuka (broj jabuka
u kutijama prvoga i drugoga dana nije nuzno jednak) te su djevojcice podijelile jabuke iz jedne
kutije, a djecaci iz druge. Svaka je djevoj¢ica dobila jednu jabuku manje, a svaki djecak osam
jabuka vise nego prvoga dana.

Koliko je djecaka i djevojc¢ica bilo na dodatnoj nastavi prvoga dana?
Rjesenje.
Neka je x broj djevojcica, a y broj djecaka koji su dosli na dodatnu nastavu matematike prvog
dana. Ukupan broj jabuka koje imaju djevojcice jednak je ukupnom broju jabuka koje imaju
djecaci, pa vrijedi:

w(z+5) =yly +2),

%+ 5 = y* + 2. (1)

Drugog dana broj djevojcica je x + 1, a svaka dobiva jednu jabuku manje, pa je drugog dana
ukupni broj jabuka koje su dobile djevojcice:

(x+1)(x+4).

Broj djecaka drugog dana je y — 2, a svaki dobiva 8 jabuka viSe, pa je drugog dana ukupni broj
jabuka koje su dobili djecaci:
(y —2)(y + 10).

Izjednacavanjem broja jabuka dobivamo:
(x+1)(x+4) = (y—2)(y + 10).
Mnozenjem zagrada s obje strane znaka jednakosti slijedi
2?4+ 5r +4=y* + 8y — 20 (2)
Oduzimanjem jednadzbi (2) i (1) slijedi:
4 = 6y — 20,

y=4.
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Uvrstavanjem u (1) slijedi:
x? 4 5z = 24,

224+ 5r—24=0,
(x 4+ 8)(x —3) =0,
pa je x = 3 (jer broj djevoj¢ica mora biti pozitivan).

Prvog su dana na dodatnoj nastavi bile tri djevojcice i cetiri djecaka.

Zadatak B-1.5.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazi nejednakost
2 2
<a+c> +<b+c) > 8c.
b a

Rjesenje.
Sredivanjem dobivamo:

2

c\? c\2 c c ¢
e b ):2 2 =4+ — +b2+2%- -+ —
<a+b>+(+a a+ab+b2+ + a+a2
2 2
5  C 5  C a b
T - N A
a*+ +W+(«b+a>

Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dobivamo:

pa slijedi:

sto je i trebalo pokazati.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
29. travnja 2025.

Zadatak B-2.1.

Neka su a i b rjesenja jednadzbe 22 + pz + 1 = 0, a c i d rjeSenja jednadzbe 22 + gx +1 = 0,
pri ¢emu su p i ¢ realni brojevi. Odredi |p — ¢| ako vrijedi

(a—c)(b—c)(a—d)(b—d)=2025.

Rjesenje.

Kako su a i b rjeSenja jednadzbe 2% + px + 1 = 0 primjenom Vieteovih formula dobivamo da je
a+b=—-p i ab=1. (%)

Analogno, iz druge jednadzbe primjenom Vieteovih formula dobivamo
c+d=—q i cd=1. (*x%)

Iz (a — ¢)(b— ¢)(a — d)(b— d) = 2025 koriStenjem (*) i (xx) dobivamo sljedeéi niz jednakosti:

(ab — ac — be + ¢*)(ab — ad — bd + d*) = 2025
(1 —c(a+b)+ (1 —d(a+b) + d*) = 2025
(1+ep+c?)(1+dp+d*) =2025
14+dp+d® + cp+ cdp® + cd®p + & + Adp + Ad* = 2025
l+dp+d®*+cp+p*+dp+c+cep+1=2025
2 + 2dp + 2cp + d* + & + p* = 2025
2+ 2p(c+d) + (¢ + d)* — 2cd + p* = 2025
2 —2pg + ¢* — 24 p* = 2025
(p — q)* = 2025
Ip—q| =45

Zadatak B-2.2.

Neka je S = {1,2,3,...,102}. Treba odabrati podskup 7" skupa S takav da zbroj nikoja dva
razli¢ita elementa skupa 7" ne bude djeljiv s 10.

Koliko najvise elemenata moze imati skup 7°7
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Rjesenje.

Neka je O; podskup koji sadrzi elemente koji daju ostatak ¢ pri dijeljenju s 10, 0 <2 < 9.

Tada je:
0, = {10, 20, 30, ...,90, 100}, |Op| = 10

O, ={1,11,21,31,...,91,101}, |Oy| =11
O, = {2,12,22,32,...,92,102}, |Os| = 11
O3 = {3,13,23,33,...,93}, 05| = 10

O = {9,19,29,...,99}, 10g| = 10

Uoc¢imo da zbroj bilo koja dva elementa iz skupa Oy i O daje broj djeljiv s 10. Nadalje, zbroj
dvaju brojeva iz podskupova O; i Oy, Oy i Og, O3 i O7, Oy i Og daje broj djeljiv s 10. Ako
bismo promatrali podskup od 45 ili vise brojeva, onda bismo po Dirichletovom principu imali
barem dva elementa koja pripadaju paru podskupova i njihov zbroj bi bio djeljiv s 10.

Kako skupovi O; i O, imaju najvise elemenata, podskup sa zadanim svojstvima dobit ¢emo
kao uniju podskupova O1, O,, jednog od podskupova O3 i Oy, jednog od podskupova Oy i Og
te po jednog (bilo kojeg) elementa iz podskupova Oy i Os.

Prema tome, trazeni podskup sa zadanim svojstvom moze imati najvise 114+11+104+10+1+1 =
44 elemenata.

Zadatak B-2.3.

Zadan je jednakostrani¢an trokut ABC duljine stranice 2 cm. Na stranicama BC i AC redom
su odabrane tocke D i F takve da je |CD|+ |CE| =3 cm.

Ako je M poloviste stranice AB, odredi mjeru kuta <DME.

Rjesenje.

Neka je |CE| = x. Tada je prema uvjetu zadatka |CD| =3 — x.
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Kako je trokut ABC' jednakostranican primjenom poucka o kosinusu uz oznake kao na slici
dobivamo:

1
|MD|> = |MB|* + |BD|* —2|MB||BD| - cos60° =1+ (z — 1) = 2(z — 1) - 3= 2 —3r+3
1
IME|?> = |AE|? + |AM|* — 2|AE||AM| - cos60° = (2 —2)* +1 —2(2 — 1) - 3= r? — 37+ 3.
Kako je [M D| = |M E| zaklju¢ujemo da je trokut M DE jednakokracan.
Nadalje, primjenimo li poucak o kosinusu na trokut C'DFE dobivamo:
1
|DE|* = |CD|? +|CE|? - 2|CD||CE| - cos60° = (3 —x)*+ 2> —22(3 — 1) - 3= 3(x* — 31 +3).

Konacno iz jednakokracnog trokuta M DE slijedi

.<|<IDME|> IDE|  \/3(z? =3z +3) V3
sin =

5 i

- 2|MD|  2y2? =3z +3 2

|<DME)|

Dakle, = 60° odnosno |[<DM E| = 120°.

Zadatak B-2.4.

Odredi sva realna rjesenja sustava jednadzba

x4y =y

y+ 2 = a°.

Rjesenje.
Oduzmemo li od jednadzbe z+y? = 3 jednadzbu y+2% = 2® dobivamo z —y+y? —2? = > —23.

Izx—y+y?—2*=y>— 2 slijedi (z — y) — (22 — y?) + (2 — y3) = 0, odakle faktorizacijom
dobivamo sljedeé¢i niz jednakosti:

(x—y) = (@—ylr+y) +(@—y)@*+ry+y>) =0
(e—y)(l—z—y+2°+ay+y°) =0

Ako je x —y = 0 uvrstavanjem x = y u bilo koju od zadanih jednadzbi slijedi 2® — 22 — 2 = 0,
odnosno z(z? —x — 1) = 0.

1+v5
5

Stoga zakljucujemo x = 0 ili 2 —x — 1 = 0, to jest x =
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Dakle, realna rjeSenja sustava jednadzbi su: (0,0), (1+2\/5’ 1+2\/5), (1’2‘/5, 1’2*/5).

Iz1—x—y+a?+zy+y? =0 dobivamo 2% + (y — 1)z + y> — y + 1 = 0, odakle slijedi

l—y+v=32+2y—3
; .

T12 =
Promotrimo kvadratnu funkciju f(y) = —3y* + 2y — 3. Kako je vode¢i koeficijent a = —3 < 0 i

diskriminanta D = —32 < 0, zaklju¢ujemo da kvadratna funkcija f(y) = —3y?+2y—3 poprima
negativne vrijednosti za svaki y € R.

Stoga jednadzba 2% + (y — 1)z + y* — y + 1 = 0 nema realnih rjesenja.

Dakle, rjesenja sustava jednadzbi su (z,y) € {(O, 0), (

1+\/571+\/3>’<1—¢3’1—\/3>}'

2 2 2 2

Zadatak B-2.5.

Medu svim trapezima koji su upisani u kruznicu promjera AB duljine 2 cm tako da im je taj
promjer jedna osnovica, trapez ABC' D ima najveéi opseg.

Odredi duljinu druge osnovice toga trapeza.

Rjesenje.

D \ «
/ T~ \
.-"l M"‘ﬂ-u.hq__ \ !
I’ S %
|I." | e lI". l".I
f — VA
Ille ™~ HRNNHII|
S L1
Hﬂ“‘i
1 il I3

Kako je duzina AB paralelna s duzinom CD rije¢ je o jednakokra¢nom trapezu. Neka je N
noziste visine trapeza povucene iz vrha D na stranicu AB.

Oznac¢imo |AN| = z. Tada je [INB| =2 — z.

Prema Talesovom poucku o obodnom kutu nad promjerom kruznice zakljuc¢ujemo da je trokut
ABD pravokutan s pravim kutom pri tocki D.

Stoga je prema Euklidovom poucku |DN| = \/]AN\ -INB| = \/33(2 — ) =2z — 22
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Primjenom Pitagorina poucka na pravokutan trokut AN D dobivamo

|AD| = \/|AN[? + |DN|? = Va? + 2z — 22 = V2.

Buduéi da je trapez jednakokracan, slijedi da je |C'D| = 2 — 2z, pa opseg trapeza mozemo
izraziti kao funkciju po x, tj.

2
o(r) =2+2-20+2V2r =4 -2 +2V20 =5— (20 - 220+ 1) =5— (V2o — 1) .

Ocito funkcija o(x) poprima maksimalnu vrijednost za v2x — 1 =0, tj. = %

Stoga je duljina krace osnovice [CD| =2 —22=2—-2-1 =1 cm.

Napomena: Maksimum funkcije o(x) = 4 — 2 4+ 2v/22x moze se odrediti i na sljedeéi nacin.
Kako x moZe poprimiti vrijednosti iz intervala [0, 1], zaklju¢ujemo da je v/2x € [0,v/2].

Uvedemo li supsituciju v/2z = ¢, trazimo maksimum funkcije f(t) = —t* + 2t + 4 na intervalu
[0,4/2]. Kako funkcija f poprima maksimum za ¢t = 1 € [0,/2], kona¢no dobivamo 2z = 1,

odnosno r = %

Stoga je duljina krace osnovice |[CD| =2 —22=2—2- % =1 cm.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
29. travnja 2025.

Zadatak B-3.1.
Dokazi da nejednadzba

1
2log, (49Y772 — 1) + log, <7v4x2—8 + 5> > -1

nema rjesenja u skupu cijelih brojeva.
Rjesenje.

Zapisimo nejednadzbu u obliku

1
~2log, (V72— 1) + log; (72”2—2 + 5) > 1.

Neka je t = 72Y2*=2 ¢ > 0, lz| > V2.

Tada je —2log; (t — 1) + log (t + %) > —1.

Ova ¢e nejednadzba imati rjesenje ako jet —1 > 01it+ % > 0, odnosno ¢t > 1. (&)
Slijedi da je

t+ +
R
5t + 1
> 5" (t —1)?
s 25/ 8
St+1>t>—2t+1
2 -7t <0

Rjesenje dobivene kvadratne nejednadzbe je interval [0,7], Sto zajedno s uvjetom (&) daje
€ (1,7]. Vratanjem na nepoznanicu x redom dobivamo

1< 7V =2 (7

0<2va?—-2<1

0<va?2—-—2<
1

0<z22-2<

N —

W~ \

2 < 12

V2 < |z| <

w\owb\ﬁo

Tada je x € [—%, —\/§> U <\/§, %] , pa oc¢ito dana nejednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.
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Zadatak B-3.2.

Tocka C'(4, —2) vrh je trokuta ABC. Visina povucena iz vrha B lezi na pravcu zadanome jed-
nadzbom 6x —5y+35 = 0, a teziSnica povucena iz vrha A lezi na pravcu zadanome jednadzbom
7x + 3y + 5 = 0. Odredi koordinate vrhova A i B.
Rjesenje.
Oznacimo s v, pravac na kojemu lezi visina iz vrha B, a s t, pravac na kojemu lezi tezisnica iz
vrha A.
Tada je pravac AC okomit na vy i prolazi tockom C. Vektor normale pravca AC jednak je
n = bi + 67, pa je njegova jednadzba

5(x—4)+6(y+2)=0,

odnosno bz + 6y — 8 = 0.

Vrh A presjek je pravca AC' i tezisnice t,, odnosno koordinate vrha A su rjeSenja sustava
jednadzbi

5r + 6y —8 =0
Tr+3y+5=0.

Dakle vrh A ima koordinate A(—2,3).
Neka vrh B ima koordinate B(z,y). Tada su koordinate polovista P stranice BC jednake

_x+4 y—2

rp = 5 yP:T-

Poloviste P se nalazi na tezisnici t, pa vrijedi

x+4 y—2
. 3-——+5=0
2 * 2 * ’

7

ili jednostavnije 7z + 3y + 32 = 0.

Buduéi da tocka B pripada i visini v,, njezine koordinate (z,y) osim prethodne jednadzbe,
zadovoljavaju i jednadzbu 6z — 5y + 35 = 0.

Dakle rjesenje sustava
6z — 5y +35=0
Tx+3y+32=0

jest vrh B(—5,1).

Zadatak B-3.3.

Pravokutnome je trokutu upisana kruznica polumjera 3, a kruznica koja dira hipotenuzu i
produzetke kateta ima polumjer 18. Odredi duljine stranica toga pravokutnog trokuta.
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Rjesenje.

Uvedimo oznake kao na skici.

Kako vrijedi SF L FC, FC L CE,CE 1. SEi
|SF| = |SE| = R ¢etverokut SFCFE je kvadrat

R—ua .. .
“ duljine stranice R.

Pravac AE je tangenta na kruznicu te vrijedi
|AD| = |AE)|.

Pravac BF je tangenta na kruznicu te vrijedi
|BF| = |BD|.

Za duljinu hipotenuze vrijedi

|AB| = |AD| + |BD\ = |AE| + |BF| =
C'° -
b A R=b — (|CE| - |CA|) + (|CF| - [CB)).

Stoga je ¢ = (R —b) + (R — a), odnosno !2R =a+b+ec

Neka je r polumjer trokutu ABC' upisane kruznice.

Tada je c=(a —7)+ (b—r), odnosno 2r = a + b — c.
z2-18=a+b+ci2-3=a+0b—cslijedi a+b=21.

Za povrsinu trokuta ABC vrijedi P = %b = r-%”“ odakle slijedi ab = 3-(a+b+c) = 3-36 = 108.

Sada rjesavanjem sustava

ab = 108
dobivamo (a,b) = (12,9) ili (a,b) = (9,12). Tada je ¢ = 36 — 21 = 15.

Dakle, duljine kateta su 9 i 12, a duljina hipotenuze iznosi 15.

{a—I—b:Ql

Zadatak B-3.4.

Odredi najmanju mogucu pozitivnu vrijednost realnoga parametra B za koji jednadzba
30 — 30 cos(Bx) = |x — 30| + |z + 30|

ima tocno 30 rjesenja u skupu realnih brojeva.

Rjesenje.

Zadatak rjesavamo grafickom metodom.

Neka je f(z) = 30(1 — cos(Bz)) . Vrijednosti funkcije f se nalaze u intervalu [0, 60].

Temeljni period funkcije f je %r, pomak po osi ordinata iznosi 30, f(0) = 0, graf je simetrican
s obzirom na os ordinata (zbog parnosti funkcije kosinus).

.. .. .. . . . _ %kr
Minimalnu vrijednost 0 funkcija poprima za cos(Bx) = 1, tj za v = =*, k € Z.

. .. .. . . k T
Maksimalnu vrijednost 60 funkcija f poprima za cos(Bx) = —1, tj. za x = (2 ;1)  keZ. (%)
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60

50

40

T 3
B

4x 3 27 X 7
B B B B B
| I

S

g
—

—2x, x < =30
Neka je g(x) = | — 30| + |z + 30| = 60, —30 <z < 30
21, 30 < x

| 66 .
50
40
—30
20
10

=35 =30 =25 -20 -15 -10 <5 0O 5 10 15 20 25 30 35
=10

Rjesenja polazne jednadzbe su apscise zajednickih tocaka grafova funkcija f i g.

A | | "
35 30 25 -20 -15 -0 -5 O 5 10 15 20 25 30 35
=10

Uocavamo da zajednicke tocke ta dva grafa su one tocke kojima je ordinata 60, tj. rjesenja
jednadzbe su oni z € R za koje vrijednost funkcije f maksimalna.

Kako su obje funkcije parne, dovoljno je promatrati samo pozitivne realne brojeve x.
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Da bi jednadzba imala to¢no 30 rjesenja, njih 15 mora biti pozitivno, a zbog (x) to su brojevi

oblika 7,37 .. 208 29T (prvi za k = 0, zadnji za k = 14) i mora vrijediti £ < 30, a kako je
B pozitivan mora biti B > %.
Posto se trazi najmanja vrijednost parametra B zaklju¢ujemo B = 2??—0”.

Zadatak B-3.5.

Prirodni broj zovemo mocénim ako je djeljiv s kvadratom svakoga svojeg prostog faktora. Dokazi
da se svaki mo¢ni prirodni broj moZe zapisati u obliku a?b3, pri ¢emu su a i b prirodni brojevi.
Rjesenje.

Svaki se prirodni broj moze zapisati kao umnozak potencija prostih faktora. Buduéi da je

mocan broj djeljiv s kvadratom svakog svojeg prostog faktora, svi prosti faktori moc¢noga broja
imaju eksponent vedi ili jednak 2.

Razdvojimo na pocetku proste faktore s parnim eksponentom i one s neparnim. Neka je m
faktora s parnim i n faktora s neparnim eksponentom (m,n > 0).

Svi su parni eksponenti oblika 2k, a svi neparni oblika 2/ 4+ 3. Tada se svaka potencija prostog

2

broja p s parnim eksponentom moze napisati kao kvadrat (pk) , a svaki se prosti faktor ¢ s
2

neparnim eksponentom moze napisati kao ¢#+3 = (ql) @3, 1>0.

Umnozak svih m prostih faktora s parnim eksponentom mozemo pisati kao
2
(Pt plr)
a umnozak svih n prostih faktora s neparnim eksponentom kao

2
(qil-q?-...-qf{”) (Ql'C_I2'---'CIn)3-

Tada je mo¢ni broj x jednak

2 2 3
x:<plf1.p§2..".pfnm) .(qil.qéQ.'.‘.qf’Ln) (ql.q2..“-qn) —
2 3

= <pllcl.p§2.m.pﬁlm.qil.qéz.m.qiln) A - qn)? =

= a’b?, zam > 0,n>0.
U slucaju da = nema prostih faktora s parnim eksponentom (m = 0), broj a = gt gl g,
a broj b ostaje isti, odnosno b=¢q; - g2 - ... qp.
U slucaju da = nema faktora s neparnim eksponentom (n = 0) broj a = phtophe - pkm - a
broj b = 1.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
29. travnja 2025.

Zadatak B-4.1.

Neka su 1
fl(m):ill i ful@) = (fio fo)(z) zasveneN,n>2

pravila pridruzivanja funkcija zadanih na njihovoj prirodnoj domeni. Koliko iznosi fags5(5)?

Rjesenje.

Rac¢unanjem nekoliko prvih kompozicija dobivamo:

v -1 r—1-z-1 -2
x—1 3;_|_1_1 z+1 r+1 —2 1
Ra) = (Fo foe) = £ (557) = 35— ==t = =5 =
r+1 r+1 r+1
-1 = (z+1) __ 1
1 - . —1—z —(z
f3(ff):(fof2)($):f(_$):_1+1:—1—1-96:—1+:B: r—1 :_f(ff)
xT xT
—1—2x 1 —1—-x+1—2x
11—z _ _ —2x
)=o) = (557) = S — - e - e
_1_|_;(;+ -1+

fs(x) = (f o fu)(z) = f(z).
Uocavamo cikli¢nost n-te kompozicije, odnosno vrijedi:

f(z),n=4k—3
1

——, n=4k -2
x

1
——— n=4k-1

f(2)
x,n =4k, keN.

Vrijedi 2025 = 4 - 507 — 3 pa konacno dobijemo:

foozs = f(B) = —— = — = —.
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Zadatak B-4.2.
Odredi najveci prirodni broj n za koji je broj
24+3+4+---+n+(n+1)
nultocka polinoma P(z) = z® — 15122 4 2175z — 2025.
Rjesenje.
Uocimo da je z = 1 jedna nultocka danog polinoma P. Dijenjenjem polinoma P polinomom

Q(r) = x — 1 kao koli¢nik dobivamo polinom S(z) = z? — 150z + 2025 ¢ije su nultocke 135 i
15. Sada mozemo polinom P zapisati u faktoriziranom obliku:

P(z) = (z — 135)(x — 15)(z — 1).

Najvec¢u vrijednost broja n dobit ¢emo za najveéu nultocku ovog polinoma, odnosno za broj
135. Dakle, vrijedida je 2+3+4+---4+n+ (n+ 1) = 135. Zbroj brojeva na lijevoj strani ove

3
jednadzbe jednak je (n+2)n pa treba rijesiti jednadzbu
3
(7“;)” — 135,

odnosno n? + 3n — 270 = 0. Trazeni broj n je pozitivno rjeSenje ove jednadzbe, tj. n = 15.

Zadatak B-4.3.
Za svaki pravac koji prolazi tockom (0, 1) koordinatne ravnine konstruirana su njegova sjecista
s pravcima zadanim jednadzbama

r+y—2=0 1 —zxz+y—2=0

te poloviste duzine kojoj su rubne tocke navedena sjecista. Koju krivulju odreduje skup svih
tako dobivenih polovista? Odredi jednadzbu te krivulje.

Rjesenje.
Jednadzba proizvoljnog pravca koji prolazi tockom 7'(0,1) glasi y = kx + 1, za neki k € R.

Pronadimo prvo koordinate tocke M kao sjecista zadanog pravca = + y — 2 = 0 i pravca
y=kx+ 1:

—r+2=kr+1
1 2k +1
— T = = .
ki1 YT k1
. . 1 2k+1 v . .
Dakle, koordinate tocke M su AT R ) Na analogan nacin, rjeSavanjem sustava je-

dnadzbi y = kx +11 —x + y — 2 = 0, dobivamo da su koordinate drugog sjecista N jednake
1 2k-1
k—1"k—-1)

Ty + TN :?JM—HJN

Koordinate polovista P(xzp,yp) duzine M N dane su s xp = 5 iyp 5 Uvr-
ko 2k?—1
Stavanjem dobivamo P <k2 1 )
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Kako bismo dobili jednadzbu trazenoga skupa tocaka moramo dobiti vezu izmedu koordinata
xp i yp, odnosno eliminirati parametar k. Primijetimo da vrijedi:

21{?2—1 1 Irp Ip
—2=——-2= = — =k= .
r K21 -1k yp —2
Takoder imamo:
2k — 1 yp — 1
—= :>k2: .
yp /{32—1 yp—2

Kvadriranjem izraza za k i izjednacavanjem jednadzbi dobivamo jednadzbu trazene krivulje
u obliku 22 — (y — 2)(y — 1) = 0. Sredivanjem ove jednadZbe konacno dobijemo jednadzbu

3 1
pomaknute hiperbole z? — (y — 2) =——.

4

Zadatak B-4.4.

Prirodni broj koji se ¢ita jednako slijeva nadesno i zdesna nalijevo naziva se palindrom. Ako

x
slu¢ajno odaberemo Sesteroznamenkasti palindrom x, kolika je vjerojatnost da je i broj I

palindrom?
Rjesenje.
Sesteroznamenkasti palindrom z je oblika abccba i moze se zapisati kao:

abecba = 100000a + 100006 + 1000¢ + 100¢ + 10b + a
= 100001a 4 100106 + 1100¢ = 11(9091a + 9106 + 100c¢),

iz ¢ega vidimo da je x uvijek djeljiv s 11. Zakljucujemo da je i % prirodan broj koji moze biti

cetveroznamenkast ili peteroznamenkast.
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100000
Ako je % cetveroznamenkasti palindrom, onda vrijedi 10000 > % > 11

x
prva znamenka palindroma —, a time i zadnja, mora biti jednaka 9. Tada znamo da ce

> 9090. Dakle,

i zadnja znamenka broja z biti jednaka 9. No, tada bi i prva znamenka broja z trebala
biti 9, ali to je nemoguce jer je najveci broj z kojeg u ovom slu¢ajmo mozemo dobiti jednak

9999 - 11 = 109989. Dakle, ne postoji Sesteroznamenkasti palindrom x za koji je broj 1£1

cetveroznamenkasti palindrom.

Neka je dakle 1£1 = efgfe za neke znamenke e, f i g. Tada vrijedi:

x =abccba =11 -efgfe=10-efgfe+efgfe =efgfeO+efgfe.

Zapisimo ovaj zbroj po znamenkama, kao u pismenom zbrajanju:

e f g f e 0
+ e f g f e
a b c c b a
Promatrajué¢i zadnju znamenku odmah vidimo da mora biti e = a. Kako bi sada i prva

znamenka zbroja bila ispravna, ne smije biti prijenosa vrijednosti prilikom zbrajanja znamenki
f 1 e na drugoj poziciji, pa sigurno vrijedi e + f < 10. Treca i cetvrta znamenka zbroja su
jednake i dobiju se zbrajanjem istog para znamenki f i g, pa kako nema prijenosa vrijednosti u
zbroju znamenki na petoj poziciji (zbog e+ f < 10), takoder ne smije biti prijenosa vrijednosti
prilikom zbrajanja znamenki f i g na ¢etvrtoj poziciji, tj. vrijedi f 4 g < 10.

Sada zaklju¢ujemo da za znamenke e, f i g vrijedi:
e=a
f=b—e=b—a
g=c—f=c—(b—a).
Iz ovoga zakljucujemo da znamenke a, b i ¢ polaznog palindroma x moraju zadovoljavati sljedeée

x
uvjete kako bi broj I bio peteroznamenkasti palindrom:

1
b—

//\

(1)

b
c (2)

9
9

//\ //\
ININ

Ako je f = b — a = k za neki prirodni broj 0 < k < 8 tada znamenki ¢ koje zadovoljavaju
uvjet (2) ima tofno 9 — k+ 1 = 10 — k. Za taj isti k, parova znamenki (a, b) koji zadovoljavaju
uvjet (1) takvih da je b —a = k ima 9 — k. Stoga ukupni broj trojki (a, b, ¢) koje zadovoljavaju
prethodne uvjete, a time i broj sesteroznamenkastih palindroma z za koje je broj I takoder

palindrom, racunamo kao zbroj:

k=8
Z(l()—k)~(9—k:):10'9+9~8+--~+3~2+2~1:330.
k=0
Ukupni broj svih Sesteroznamenkastih palindroma jednak je 9-10-10 = 900. Konac¢no, trazena
330 11
vjerojatnost iznosi —— .
900 30
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Zadatak B-4.5.

Neka je ABC'D ¢etverokut kojemu se moze opisati kruznica. Vrijedi |BC| = |CD|=31i|DA| =
5, a mjera kuta ADC' iznosi 120°. Izracunaj duljinu krace dijagonale toga cetverokuta.

Rjesenje.

Ako primijenimo poucak o kosinusu na trokut AC'D slijedi
|AC|? = 5%+ 3% —2-3-5-cos 120° = 49.

Dakle, duljina dijagonale AC iznosi 7.

Buduéi da je zadani cetverokut tetivan, zbroj njegovih nasuprotnih kutova jednak je 180°, pa
je mjera kuta CBA jednaka 60°. Primijenimo li sada poucak o kosinusu na trokut ABC' slijedi
da je

7 =3+ |AB]* —2-2-|AB| - cos60°,
odnosno |AB|?* — 3|AB| — 40 = 0, odakle se dobije |AB| = 8.

Primijenimo poucak o kosinusu i na trokute DC'B i BAD), pri ¢emu ¢emo kut BAD oznaciti s
a. Dobivamo dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

|BD|? =3*+3%—2-3-3-cos(180° — a) = 18 + 18cos a
|IBD|? =548 —2-5-7-cosa =89 — 80 cos a.
9-169
Izrazimo li cos a iz prve jednadZbe i uvrstimo u drugu slijedi da je |BD|* =

39 39
|BD| = - Dakle, duljina krace dijagonale iznosi -

, odnosno

Drzavno natjecanje iz matematike 2025. 20/20



	1. razred – srednja škola – B varijanta
	Zadatak B-1.1
	Rješenje

	Zadatak B-1.2
	Rješenje

	Zadatak B-1.3
	Rješenje

	Zadatak B-1.4
	Rješenje

	Zadatak B-1.5
	Rješenje


	2. razred – srednja škola – B varijanta
	Zadatak B-2.1
	Rješenje

	Zadatak B-2.2
	Rješenje

	Zadatak B-2.3
	Rješenje

	Zadatak B-2.4
	Rješenje

	Zadatak B-2.5
	Rješenje


	3. razred – srednja škola – B varijanta
	Zadatak B-3.1
	Rješenje

	Zadatak B-3.2
	Rješenje

	Zadatak B-3.3
	Rješenje

	Zadatak B-3.4
	Rješenje

	Zadatak B-3.5
	Rješenje


	4. razred – srednja škola – B varijanta
	Zadatak B-4.1
	Rješenje

	Zadatak B-4.2
	Rješenje

	Zadatak B-4.3
	Rješenje

	Zadatak B-4.4
	Rješenje

	Zadatak B-4.5
	Rješenje



