MEDO 2024./2025.
Peto kolo L00me n

4.4. - 6.4.2025.

Zadaci i rjesenja

Seniori

Zadatak S-5.1. [10 bodova)

U svako polje 3 x 3 tablice upisan je po jedan realan broj tako da vrijedi:
o umnozak svih brojeva iz bilo kojeg stupca iznosi 1
¢ umnozak svih brojeva iz bilo kojeg retka iznosi 1
o umnozak svih brojeva iz bilo kojeg 2 x 2 kvadrata iznosi 2.

Koji je broj upisan u srediSnje polje tablice?

Rjesenje.

Oznacimo brojeve koji se nalaze u tablici s a1, ao, ..., a9 kao na slici:

aip | a2 | as
a4 | as | Gp

ar | ag | ag

Iz treéeg svojstva slijedi da je umnozak brojeva iz gornja 2 x 2 kvadrata jednak 4:
(a1a2a4a5) - (agazasae) =2 -2 = 4.
Isti umnozak mozemo napisati i na drugaciji nacin:
(a1a2a4a5) - (a2asasae) = (a1a2a3) - (asasa6) - agas =1 -1 - azas = agas,

gdje smo Kkoristili svojstvo da je umnozak svakog retka jednak 1. Dobivamo asas = 4.

alq as | as aq ag as al as | as
aqg | a5 | Ag ayg | as Qg ayg | as | Aag
ar | ag | ag ary | ag | ag ar | ag | ag

Analognim postupkom iz donja dva retka zaklju¢ujemo da vrijedi asag = 4. Odatle slijedi

(a2as) - (asag) =4 -4
(a2a5a8) a5 = 16
as = 16,

gdje smo koristili da je umnozak brojeva iz drugog stupca jednak 1. Dakle, broj 16 je upisan u srediSnje
polje.


https://natjecanja.math.hr/
https://natjecanja.loomen.carnet.hr/course/view.php?id=488

Zadatak S-5.2. [20 bodova)

Neka je ABC siljastokutan trokut. Simetrala unutarnjeg kuta trokuta pri vrhu A sijede stranicu BC
u tocki P pri ¢emu je |[BP| =2 i |PC| = 3. Pravac koji prolazi totkom A i paralelan je sa stranicom
BC sijece pravac koji prolazi totkom B i okomit je na pravac AP u tocki D. Koliko iznosi |AD|?

Prvo rjesenje.

Oznadimo sa S sjeciste duzina AP i BD te s M sjeciste duzina AC i BD.

Uocimo sada da su pravokutni trokuti ASB i ASM sukladni po KSK poucku. Doista, <BAC =
<SAM = ¢, dijele stranicu AS i <ASB = <ASM = 90°. ZakljuCujemo da vrijedi |BS| = |SM|, tj.
tocka S je poloviste duzine BM.

Uodimo sada dva para sliénih trokuta: ABPS ~ ADAS i ABCM ~ ADAM. Doista, oba para
trokuta su sli¢na po K-K poucku: parovi kutova su im jednaki kao vrsni kutovi ili kutovi uz presjecnicu
usporednih pravaca. Iz ovih sli¢nosti dobivamo sljedeée omjere:

|BP| _|PS| |BS|
|AD|  |AS|  |DS|
|BC| |CM| |BM|
|AD|  |AM| |DM|

B
Oznacimo |BS| = |SM| = z. Iz prvog niza jednakosti imamo AD] = ||D§|| = |D]\4w| P a iz drugog
BM 2 2(|DM 2
|A5D| = ||DM|| = |DJQ\:/I| Dijeljenjem ovih dviju jednakosti dobivamo g = % =2 |D]a\:/.f|

2 BM 1 — —
| D]T/I| = || D M’| =3 Zakljucujemo da je stranica AD dvostruko duZa od stranice BC,

tj. [AD| =2-|BC| =2-5 = 10.

iz Gega slijedi



Drugo rjesenje.

A

Kao u prvom rjesenju zakljuCujemo da je tocka S poloviste duzine BM. Definirajmo nadalje tocku N
kao presjek paralele s AC kroz S i duzine BC.

Trokuti BSN i BMC su sli¢ni po K-K poucku jer dijele kut u vrhu Bi SN || MC. Kako |BM| = 2|BS)|
slijedi da je |BC| = 2|BN|, odnosno |BN| = (|BP|+ |PC|)/2=(2+3)/2 = 2.5.
Takoder su trokuti PNS i PCA sli¢ni jer dijele kut u vrhu P i NS || CA. Iz toga dobivamo

|PS| _ |PN| _ |BN|—|BP| 05 1

|PA| " |PC| = |NC| 36

Konaéno, trokuti BSP i DSA su sli¢ni jer <BSP = <DSA = 90° i <PBS = <ADS jer BP | AD.

Sada dobivamo
|BP| _|PS| _§lPA] 1

|AD| — |SA] — b|pA| 5

odnosno |[AD| = 5|BP| = 10.

Tredée rjesenje.




Povucimo paralelu sa stranicom AC iz tocke B i ozna¢imo s E njeno sjeciste sa simetralom kuta, pri
vrhu A. Imamo <AEB = <EAC = <BAE, pa je trokut ABE jednakokracan i vrijedi |AB| = |BE]|.
Duzina BS je visina na osnovicu jednakokra¢nog trokuta pa je tocka S poloviste duzine AF.

Primijetimo sada dva para sliénih trokuta: ABPS ~ ADAS i ABEP ~ ACAP (ponovno po K-K
poucku, analogno kao u prvom rjesenju). Iz ovih sli¢nosti dobivamo sljedeée omjere:

|BP| _|PS| |BS|
|AD|  |AS|  |DS|
|BE| |BP| _|EP|
|AC| — |CP|  |AP|

EP
|| 2 P|| =3 Primijetimo usput da iz ovog niza jednakosti dobijemo

Iz drugog niza jednakosti dobivamo

. |[BE| _|AB|] 2 _ . : , o .
i —— = -— = —, $to je poznati teorem o omjeru u kojem simetrala unutarnjeg kuta u trokutu

|AC| ~ JAC| ~ 3

dijeli nasuprotnu stranicu.

4
Oznaéimo |AE| = 2y. Tada je |AS| = |ES| = y. Sada iz 2y = |EP| + |AP| dobivamo |EP| = =Y, pa
je |PS| = |ES| — |EP| = y. Iz prvog niza jednakosti sada dobivamo

|AD|:|BP|-@:2-#=2-5=10-
|PS| 5Y

Zadatak S-5.3. [30 bodova)
Rijesi sljedeci sustav jednadzbi u skupu realnih brojeva:
2
20 =71 + —
T

2
2z3 =12+ —
T2

2
222025 = T2024 +
T2024
2
271 = x2025 + .
Z2025

Rjesenje.
Primijetimo najprije da su svi brojevi istog predznaka. Naime, iz prve jednadzbe zakljucujemo da su

x1 i z9 istog predznaka, iz druge da su z2 i z3 itd. Takoder, svi brojevi su razliciti od 0. Pretpostavimo
prvo da su svi pozitivni. Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geomertijske sredine imamo

2
T+ — =22, zasvei=1,2,...,2025.
7

Stoga iz sustava zakljuéujemo da je z; > v/2 za sve i = 1,2, ...,2025, a to znadi da je x% < V2. Sada
zbrajanjem svih jednadzbi dobivamo:

2 2 2
2025\/§<I1+.’L‘2+"'+I2025=—+—+"'+ <2025\/§.
T1 T2 2025
Odavde slijedi da ne moze biti ; > v/2 pa mora biti £; = 2 = - - - = 9925 = V2.
Ako su pak svi brojevi negativni, pomnozimo sve jednadzbe s —1 i stavimo a; = —=z;. Tada su
ai1,as,...,a2s pozitivni pa opet zakljuujemo a1 = ag = -+ - = agges = V2, odaklejex; = z9 = --- =

Z2025 = — \/§



Zadatak S-5.4. [40 bodova)

Neka je k > 2 prirodan broj. Dokazi da je 22°~1 _ ok _ 1 glogen broj.
Rjesenje.

Neka je N =22"-1 _2k _ 1,

Ako je n paran, 2" daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, a ako je n neparan, ostatak je 2. Stoga, ako je k
paran, N je djeljiv s 3 i veéi od 3 pa je sloZen.

Neka je k neparan. Uocimo:
ON = 22" _oktl _ g — (92" _ 1) _ (2k+1 1 1),
Dalje, raspisujuéi uzastopno razliku kvadrata, imamo
22 -1) = (2@ ) 1) = @ T )@ T )T T o) = = 22T )22 1) - (22 4))
paje 2N = (227 4 1)(22"" +1) .- (22" + 1) — (2F+1 +1).

Kako je k + 1 paran mozemo pisati £k + 1 = 2%, za a > 1 it > 1 neparan. Jer je t neparan imamo
9k+1 +1= (22‘1 + 1)(22“(t—1) — 92%(t-2) 4 92¢ + 1) pa 92¢ + 1|2k+1 +1.

Ako je a > k, tada je k+1 > 2%, $to ne vrijedi za k > 2. Dakle a < k— 1 pa se faktor 22° +1 pojavljuje
u produktu (227 +1)(227* 4+ 1) --- (22° 4+ 1). Stoga 22" + 1|2, a kako je to neparni djelitelj, slijedi
22° 4 1|N.

Ostaje jo§ pokazati da je 2%° +1 # N jer tada N ima djelitelja razli¢itog od 1 i N. Ukoliko je
N = 22" 41, tada jer je a > 1, N daje ostatak 1 pri dijeljenju s 4. S druge strane kako je k > 2 iz
originalnog zapisa slijedi da N daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4 §to je kontradikcija.

Zadatak S-5.5. [50 bodoval

Dan je trokut ABC s ortocentrom H. NoziSta okomica iz tocke H na  simetrale unutarnjeg i vanjskog
kuta pri vrhu A su redom tocke P i (). Neka je M poloviste duzine BC'. Dokazi da tocke P, Q i M
leZze na istom pravcu.

Rjesenje.




Ako je <BAC = 90°, tada se tocke P i @ podudaraju pa tvrdnja trivijalno vrijedi. Neka je dakle u
nastavku <BAC # 90°. Cetverokut HPAQ je oéito pravokutnik, stoga mu moZemo opisati kruznicu.
Oznadimo njeno srediste s O, a njena sjeciSta sa stranicama AB i AC redom s K i N. U nastavku
dokazujemo da su tocke K i N noziSta okomica iz odgovarajuéih vrhova u trokutu ABC, iz Cega slijedi
da je Cetverokut BC N K tetivan sa srediStem opisane kruznice u tocki M te da je pravac QP simetrala
tetive KN, ¢ime ée biti dokazana traZena tvrdnja.

Oznaéimo s T presjek pravca PQ (na kojem se nalazi srediSte kruznice O) s duzinom KN. Kako je
AP simetrala kuta kod vrha A, vrijedi <KOP =2-<KAP =2-<PAN = <PON. Sada vidimo da
su trokuti KTO i NTO sukladni po S-K-S pouc¢ku. Ovo dokazuje da je pravac QP simetrala duZine
KN.

Kako je AH promjer kruznice opisane pravokutniku HPAQ, po Talesovom poudku vrijedi <HNA =
<HKA = 90°, a jer je H ortocentar trokuta ABC, slijedi da su duzine BN i CK visine u trokutu
ABC. Sada po obratu Talesovog poucka zaklju¢ujemo da tocke K i N leZe na kruznici Ciji je promjer
stranica BC.

Konaé¢no, dokazali smo da je pravac QP simetrala tetive K N kruznice koja prolazi tockama B, C, N
i K, iz Cega slijedi da taj pravac prolazi i kroz srediste te kruZnice, a to je upravo tocka M.

Zadatak S-5.6. [60 bodova)
Odredi sve funkcije f : R — R koje zadovoljavaju sljedece uvjete:
(i) postoji realan broj M takav da je f(x) < M za sve realne brojeve z
(i) vrijedi f(zf(y)) +yf(z) = zf(y) + f(xy) za sve realne brojeve z i y.
Rjesenje.

Za uredeni par realnih brojeva (z,y) oznafimo s P(z,y) izraz f(zf(y)) + yf(z) = zf(y) + f(zy).
Uvrstimo nekoliko pogodno odabranih konkretnih vrijednosti za x i y.

Iz P(0,y) dobivamo:

f(O-f(y) +yf(0)=0-f(y)+ f(0-y)
O]+ yf(0) = 0+ f40]
yf(0) =0.

Kako je y proizvoljan realan broj, mora biti f(0) = 0.

Iz P(z,1) slijedi:

fl-f))+1- f(z) =2f(1) + f(z-1)
fl@f(1)) + fla) = o f (1) + fhe)
fl@f(1) ==f(1)

Ako bi bilo f(1) # 0, tada bi iz zadnje jednakosti slijedilo da je funkcija neograni¢na odozgo, §to je u
kontradikciji s prvim uvjetom zadatka. Stoga vrijedi f(1) = 0.

Iz P(1,y) sada dobivamo:

fA-fy)+yf)=1-fy)+f(1-y)
f(f() +y-0=2f(y)
f(f() =2f(y)

Dakle, vrijedi f® (y) = 2f(y), gdje je f@ = f o f. Iz ovoga induktivno slijedi da za bilo koji prirodni
broj n vrijedi f™(y) = 2" 1f(y) za sve y € R. Kako bi f bila odozgo ograniena, mora vrijediti
fly) <0zasveyeR.



Vidimo da je f = 0, tj. nul-funkcija f(z) = 0 za sve x € R, jedno rjeSenje dane funkcijske jednadzbe.
Pretpostavimo sada da za neki realni broj r vrijedi f(r) # 0. Znamo da je f(r) < 0.

Neka je t € R takav da f(t) = 0. Iz P(r,t) tada dobijemo f(tr) =t - f(r). Kako je f(x) < 0 za sve
z € R, slijedi da je t nenegativan.

1
Iz P (x, 5), gdje je z € R\ {0}, imamo

£(o£(3))+ pf@ =21 (3),

£(35@) +f () = 35@).

X

1
a iz P(—,x):
x

Zbrajanjem ove dvije jednakosti dobivamo f (m f <%)) + f (% f (ac)) = 0. No, kako su oba pribrojnika

nepozitivna, mora biti f (w f (%)) =f (% f (w)) =0, za sve z € R\ {0}. Sada iz prethodnog odjeljka

1
zaklju¢ujemo da mora biti = f (5 >0i ;f(x) > 0 za sve x € R\ {0}. Kako otprije znamo da je

vrijednost funkcije uvijek nepozitivna, slijedi da za sve > 0 mora biti f(z) = 0.

Iz P(z,—1) dobijemo
ff(-1)) - f(z) = zf(-1) + f(-=).

Ako uvrstimo z < 0 onda znamo da je f(—z) = 0 te f(zf(—1)) = 0 jer je zf(—1) > 0. Slijedi da
za x < 0 vrijedi f(z) = —xf(—1). Iskoristimo sada nas r € R za koji znamo da vrijedi f(r) < 0. Iz
prethodne jednakosti uvrStavanjem z = f(r) dobivamo f(f(r)) = —f(r)f(—1). No, otprije znamo da
vrijedi i f(f(r)) = 2f(r). Izjednacavanjem ovih izraza dobivamo f(—1) = —2. Sada mozZemo zakljuciti
da za sve z < 0 vrijedi f(z) = 2.

0,2>0

2%, £ < 0 zadovoljavaju pocetne uvjete.

Uvrstavanjem se provjeri da funkcije f =01 f(z) = {

Zadatak S-5.7. [70 bodova|

Dani prirodni broj transformiramo nizom koraka. U svakom koraku od trenutnog broja dobivamo
novi broj tako da umetnemo jedan ili vise znakova ,+” izmedu njegovih znamenki te izracunamo
vrijednost dobivenog izraza. Primjerice, od broja 123 u jednom koraku moZemo dobiti bilo koji od
brojeva 1 +23=24,12+3=15i1+2+4+3 =6.

Odredi, ako postoji, najmanji prirodan broj M takav da opisanim postupkom moZemo dobiti jednoz-
namenkasti broj u najvise M koraka pocevsi od bilo kojeg prirodnog broja.

Rjesenje.
Odgovor: M = 3.

Uocimo da nam je za broj 289 potrebno najmanje 3 koraka da dodemo do jednoznamenkastog broja
(npr. pomoéu sljedeéih koraka: 289 — 2+8+9=19 — 1+9 =10 — 14 0 = 1). Time imamo
da je M > 3.

Za dokaz da je upravo M = 3 ¢e nam trebati sljedeée tvrdnje.

Tvrdnja 1: Iz svakog prirodnog broja n < 289 mozemo doéi do jednoznamenkastog broja u najvise 2
koraka.

Dokaz.
Ako je zbroj znamenki broja n manji od 19 tada u prvom koraku mozemo zbrojiti sve znamenke od



n i dobit éemo broj n’ < 18. U drugom koraku ponovo moZemo zbrojiti sve znamenke od n’ i time
dobivamo jednoznamenkasti broj.

Promotrimo preostali slucaj kada je zbroj znamenki od n vedi ili jednak 19. Buduéi da je n < 289
jedini mogudéi takav broj je upravo n = 199. U tom slucaju takoder mozemo u 2 koraka doéi do
jednoznamenkastog broja sljede¢im koracima

199 —1+99=100 —1+0+0=1.

O]

Tvrdnja 2: Neka je n prirodan broj sa zbrojem znamenki s > 100. Tada u jednom koraku mozemo
do¢i do broja oblika a0...0bc pri ¢emu je a < 2 i bc < 80.

Dokacz.

Neka je n = arar_1...a100 i oznaéimo s A = max Z agy, Z ag—1 ¢ veli od zbrojeva zna-
2<2I<k 1<20—1<k
menki parnih indeksa (bez zadnje znamenke) i znamenki neparnih indeksa.

Kako je zbroj znamenki od n jednak s redom imamo

s=aotar+...+ag=ao+ Y, ay+ Y, ax<9+24,
2<2Ik 2<2I<k

-9
iz Cega slijedi da je A > ST

Pretpostavimo da se maksimum za A postiZe za neparne indekse i promotrimo sljedeéi korak:

n — @169 + azaz + ...+ agap_1 ako je k neparan,

n—r @160 +a3az+ ...+ ax_10x_2 + ar  ako je k paran.

U oba slu¢aja imamo da novi zbroj iznosi

10 Z ag;—1 + Z agy =9 Z ag—1 + Z a; = 9A + s.

1<21-1<k 221k 1<2l-1<k 1<I<k

Analogno, ako se maksimum za A postiZe za parne znamenke onda promotrimo korak

n — aga201 + a4a3 + ... + axax—1 ako je k paran,
n —> ag+ a201 + @203 + ...+ ag_105_2 + a  ako je k neparan

te ponovo u oba slucaja kao konacan zbroj dobijemo 9A + s.

Promotrimo kako se promijeni konacni zbroj u prethodnom koraku ako umjesto grupiranja susjednih
znamenki a;; i a; u broj a;11a; izmedu njih stavimo znak plus i dobijemo a;41 + a;. Tada se konaéni
zbrojevi razlikuju za

@ir16; — (a1 + a;) = 9a;41 < 81.

Dakle, ovakvom modifikacijom prethodnog koraka ¢e se konacni zbroj smanjiti najvise za 81.

Ovu modifikaciju moZemo raditi na bilo kojem paru grupiranih znamenki iz prvog koraka. Time dobi-
vamo sljedeéi niz moguéih zbrojeva nakon gore opisanog prvog koraka s eventualnim modifikacijama
9A+s =9 =2 8.1 = ... = 82 = 81 = s gdje s§ = 9A 4+ s odgovara orginalnom zbroju nakon
prvog koraka bez modifikacija, s;_1 odgovara kona¢nom zbroju nakon jedne modifikacije neke grupe
a;+10a; koja se javlja u s;, itd., so odgovara konacnom zbroju neke grupe a;11a; koja se javlja u s3 te
s1 = s odgovara kona¢nom zbroju nakon $to smo proveli sve moguée modifikacije (u tom slucaju je taj
zbroj upravo zbroj svih znamenki od n). Nadalje, kako s; dobivamo jednom modifikacijom prethodnog
konaénog zbroja s;41 vrijedi da je s;41 —s; < 8lzasvei=1,2,...,1—1.

Za prirodan broj N ozna¢imo s Iy = [10V, 2-10V) i Jy = [2- 10V, 10V +1).



Buduéi da je s; = s > 100 imamo da je s1 € Iy ili s;1 € Jy za neki N > 2.
s—9

Nadalje, koriStenjem A > i s 2 100 imamo da je

s—9 _118—81

—9A+5>9-
319+392+s 5

> s = bsjy.

Iz gornje nejednakosti slijedi da brojevi s; i s; ne mogu istovremeno oba biti u Iy ili Jy. To znaci da
¢e u nizu s; < 82 < 83... < §; postojati neki indeks j tako da s; i s; nisu istovremeno oba u Iy ili
Jn te neka je j najmanji takav indeks.

Ovisno je li 51 € Iy ili 57 € Jy zbog minimalnosti indeks j i nejednakosti s; — s;_1 < 81 imamo da
je tada
s; € [2-10N, 2. 10N+81> ili s;e [10N+1, 10N+ +81>.

Time imamo da Ce zbroj s; koji odgovara konacnom zbroju nakon modificiranog prvog koraka biti
upravo oblika s; = a0...0bc pri ¢emu je a < 2 i be < 80. O

Konac¢no, tvrdnja M = 3 slijedi primjenom Tvrdnje 1 i Tvrdnje 2. Promotrimo sljedeéa dva slucaja:

Ako je zbroj znamenki pocetnog broja n manji od 100 tada u prvom koraku mozemo zbrojiti sve
znamenke od n. Time dobivamo novi broj n’ < 100. Iz Tvrdnje 1 znamo da iz broja n’ u najvise 2
koraka moZemo doéi do jednoznamenkastog broja. Dakle, zajedno s prvim korakom u kojem smo iz n
dosli do n/, dobivamo da u najvise 3 koraka iz n moZemo doé¢i do jednoznamenkastog broja.

S druge strane, ako je zbroj znamenki od n barem 100 primjenom Tvrdnje 2 u prvom koraku iz n
moZemo doéi do broja oblika a0...0bc pri ¢emu je a < 2 i be < 80. U iduéem koraku zbrojimo sve
znamenke od a0...0bc i dobijemo broj n’ =a+b+c < 2+ 7+ 9 = 18. Napokon, kako je n’ < 18
zbrajanjem svih znamenki od n’ dolazimo do jednoznamenkastog broja. Time smo u 3 koraka iz
pocetnog broja n dosli do jednoznamenkastog broja.

Za one koji Zele znati (jos) vise: clanak o problemu iz ovog zadatka u opéenitoj bazi brojevnog sustava.


https://mathweb.ucsd.edu/~ronspubs/16_02_insert_and_add.pdf

