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Popis tema

(B kategorija natjecanja)

Razred Teme

1. razred | * linearne jednadzbe
* jednadzbe s parametrima
e apsolutna vrijednost realnog broja i slozeniji

sustavi

* Diofantske jednadzbe

2. razred | © teme prethodnih razreda
* kvadratna jednadzba

3. razred | ¢ teme prethodnih razreda
* eksponencijalne i logaritamske jednadzbe
e trigonometrijske jednadzbe

4. razred | © teme prethodnih razreda

funkcijske jednadzbe




Zasto su jednadzbe vazne u razvoju
matematickog misljenja?

Uce prepoznavati obrasce
Poticu apstraktno misljenje

Pripremaju za napredne matematicke koncepte

Razvijaju logicko razmisljanje

Razvijaju vjestine rjesavanja problema




Zupanijsko natjecanje 2025. (2B)

Zadatak B-2.1.

Odredi sve realne brojeve x za koje vrijedi:

~1| =

._E‘.) {
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Broj ucenika

Prosjecan broj
bodova

50

5.86

133

3.09

RjesSenje.

Zapigimo danu jednadzbu u pogodnijem obliku:

29 _i 3 _
(i + 1) ; (; | 1) 0

(2% + 1) (32° - 102° + 3) = 0

Slijedi da je x* + 1 = 0 ili 32% — 102* + 3 = 0.
U prvom je slucéaju x; = —1 = —1.
U drugom slucaju uvodenjem substitucije z* = ¢ dobivamo kvadratnu jednadzbu 32 —

10f + 3 = 0 cija su rjeSenja jednaka ), = 3, {3 = —.

3
B o N
Slijedi da je x5 = V/3, 13 = \'\; 3
Dakle, sva rjesenja zadane jednadzbe su —1, NES v 3

3 boda

2 boda

1 bod
1 bod

1 bod

2 boda



Razlika izmedu rutinskih i netipicnih jednadzbi

Rutinske jednadzbe Netipicne jednadzbe
RjeSavaju se poznatim Zahtijevaju kreativnost
pravilima i metodama
Koriste se formule Zahtijevaju trazenje strategije
Koriste se ekvivalentne Razvijaju dublje matematicko

transformacije razumijevanje




Zadatak 1.Rijesite jednadzbu: 2! = cosx

Analiza svojstava funkcija Graficki prikaz
* f(x) =2

* g(x) = cosx

 Imf = [1,+0)

e Img =[-1,1]

2%l = cosx @ 2%l = 1icosx =1

2l =1=x=0
cosO =1

x = 0 je rjeSenje dane jednadzbe.




Zadatak 2. Rijesite jednadzbu: 65

Analiza svojstava funkcija

© fG) = 6
* g(x) = cosx
sin’x € [0,1]
Imf = [1, 6]
Img =[-1,1]

s 2 2 .
65X = cosx ©@65"* =1ijcosx =1

2

sin“x =0icosx =1

x = 2km, keZ je rjeSenje dane jednadzbe.
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Zadatak 3. Rijesite jednadZbu: x* + 4 = 4xsin%x

Nadopunjavanje do potpunog kvadrata Sin% —12x2 —4x+4=0=>x =2
2
(x — 2sin 7T—x) = 4sin? = — Provjera: sinZ =sin?Z =1
4 4 4 4

T\ 2 _ ,TIX
(x—ZsmT) > 0= 4sin 7—420

. X

SlnT=—1:>x2+4x+4=O:>x=—2
. . TIX . —2T

Provjera: Sin—- = sin—— = —1

. X . X
szj > 1 :lsm: =41

RjeSenja jednadzbesux; =2ix, = —2.



X
Zadatak 3.RijeSite jednadZbu: x* + 4 = 4xsin7

. x2+4 sin X 45in?i\/16sin2%—16
= — ° x =
4x 1,2 >
e f(x) = x*+4 . |Izraz pod korijenom mora biti veéi ili jednak O. |
4x

. X . X
SlﬂZT > 1 =>|Sln7 = ill

c glx) = Sin%x

v . . TIX
Uvrstavanjem sin—- = +1

* Odredi sliku funkcije f, tj. odredi za koji a u polaznu jednadzbu dobivamo x = +2.
. v X2+4 . . . . . . TX
jednadzba L. = aimarjesenje. * Provjera vrijednosti sin—- zax = +2.

* Uvjet na diskriminantu.
e Imf = (—o00,—1] U[1,+o0)
* Img =[—-1,1]

. Sin%xzilzxziz



X
Zadatak 3.RijeSite jednadZbu: x* + 4 = 4xsin7

X244

. X
= Sin—
4x 4
x2+4 y
* fO) ==

 g(x) = sin%

* Intervali monotonosti:
Funkcija pada na: (—2,0) i (0,2). i iz 1)
Funkcija raste na: (—oo0, —2) i (2, +o0) ’\ . .

* Lokalni minimum: (2,1) M(—2,-1 \_/

* Lokalni maksimum: (=2, —1)
s Img=[-1,1]

. Sin%x:ilsx:iz



Zadatak 4. Rijesite jednadzbu: x* — 2xsin(xy) + 1 =0

Nadopunjavanje do potpunog kvadrata e sin(xy) =1=x2—2x+1=0x=1

(x — sin(xy))? = sin®(xy) — 1 x=1=sin(y) =1y = % + 2km; keZ

(x — sin(xy)? = 0=>sin?(xy) —1 >0

e sin(xy) = —-1=2>x*4+2x+1=0=>x=-1

. T
sin?(xy) > 1 <>|sin(xy) = +1 ‘ x=—-1=sin(—y)=—-1=y = -+ 2km; kel

Rj: (1% + an) , (—1,% + an), kel



Zadatak 4. Rijesite jednadzbu: x* — 2xsin(xy) + 1 =0

sin(xy)++/4sin2(xy)—4
2
°| lzraz pod korijenom vedi ili jednak nuIa.l

* X12 =

e sin®(xy) = 1=sin(xy) = +1 ‘

 Uvrstavanjem sin(xy) = +1 u polaznu jednadzbu dobivamo x = =+1.
e x=1=sin(y) =1=>y =§+ 2kt keZ

e x =—1=sin(—y)=—-1>y =§+ 2km; ke

Rj: (1,7 + 2km), (=1, + 2kn), ke



Zadatak 5. Rijesite jednadzbu: sinx + sin3x = 2

Kako je sinx < 1isin3x < 1 za svaki realan broj x zakljuCujemo da jednadzba ima rjeSenje ako i samo ako
sustav jednadzbi

stnx = 1 ima rjesenje
sin3x =1 J €.

Skup rjesenja jednadzbe sinx = 1 je {x €ERix ==+ 2km, k € Z}.

N

Skup rjesSenja jednadzbe sin3x = 1 je {x eER:x = % + Zan,m € Z}.

2mm

T T . . T _ T, 2mm . ..
{xER.x—E+2kn,kEZ}n{xER.x—E+T,mEZ}—Q)Jer|25+2kn—6+ 3 slijedi

1 = 2(m — 3k) sto je nemoguce.

sinx =1

. nema rjesenja.
sin3x =1 J J

Sustav jednadzbi {

Jednadzba sinx + sin3x = 2 nema rjesenja.



Zadatak 6. Odredite sva realna rjesenja jednadzbe
—V1—x2—-3x=0.

Zapigimo danu jednadibu u sljedeéem obliku: V1 — x2 = 4x3 — 3x
Uvjeti: 1 — x2 > 0,4x3 — 3x = x(Zx — \/§)(2x + \/§) >0

RjeSavanjem uvjeta dobivamo: x € [—?, 0] U [?, 1]

Kvadriranjem jednadzbe i sredivanjem dobivamo jednadzbu 16x® — 24x* + 10x% — 1 = 0.
Uvodenjem supstitucije x* = t i faktorizacijom dobivamo (2t — 1)(8t?> — 8t+ 1) = 0.

1)1z 2t — 1 = 0 dobivao t = %, odnosno x = ig.

2) Rjedenja kvadratne jednadibe 8t* — 8t +1 =0 sut = %ﬁ odakle dobivamo x = i% 2 ++/2

RjeSenja polazne jednadzbe su: x; = — — \/ 2 4++/2 2, X3 = \/



Zadatak 6. Odredite sva realna rjesenja jednadzbe
4x3 — V1 —x2 —3x = 0.

Zapidimo danu jednadzbu u sljedeé¢em obliku: V1 — x2 = 4x3 — 3x

Uvjeti: 1 —x%2 > 0=>x € [—1,1]

. . .o . T 1T
Uvedimo supstituciju x = sina, ae |— E’E]'

Jednadzba se svodi na jednadzbu V1 — sin2a = 4sin3a — 3sina, tj.|cosal = —sin3a

Za ae [—g,%‘ je cosa = 0, pajednadzba poprima oblik
I8
cosa = —sin3a, tj. sin3a + sin (E — a) =0
Primjenom formula za pretvorbu zbroja trigonometrijskih funkcija u umnozak dobivamo:
s I8
sinfa +—) - cos Za——) =0
(a+3) cos(2a -3
1) Opce rjesenje jednadzbe sin (a + %) =0 jea= —% + 2km, keZ.

2) Opce rjesenje jednadzbe cos (Za — %) =0 jea= 3?” + %n, , keZ.



Zadatak 6. Odredite sva realna rjesenja jednadzbe
4x3 —VJ1 —x%2—-3x = 0.

v . . e v . T T T T 3T
Jednadzba ima tri rjesSenja u intervalu [_E’E]: Y

Rjesenja polazne jednadzbe su:

. T V2
X, = sm(——) = — =
4 2

x2=sin(—§)=— 1—cos§__l /—_\/7

2 2




Zadatak 6. Odredite sva realna rjesenja jednadzbe
4x3 — V1 —x2%2—-3x = 0.

| y * Ucenik moze crtanjem grafova funkcija
f(x) = 4x3 —3x i g(x) = V1 — x2 zakljugiti

da jednadzba ima tri rjesenja.




Zadatak 7. Odredite realne brojeve m za koje
jednadZba~x + 3 + Vx + 5 = m ima rjesenja.

* Uvjetx = —-3,m=0.
* Kvadriranjem dobivamo: 2,/(x + 3)(x + 5) = m? — 2x — 8

m2-8
P
m*—16m2+4
4m?2

 Zaklju¢ujemodajem? —2x —8=>0,tj.x <

* Ponovnim kvadriranjem dobivamo: x =

m*—16m2+4

o > —3 je ekvivalentna s nejednadzbom (m? — 2)? > 0 $to vrijedi za svaki

* Nejednadzba

m € R.

2 4 2 2 4 2
m“-8 m*—16m-+4 . . v m“—8 m*—16m-+4
ix = dobivamo nejednadzbu < odakle
4m?2 2 4m?2

e lzx <
rje$avanjem dobivamo m? > 2.

« Konaéno, jednadzba ima rjedenja za svakim > /2.



Zadatak 7. Odredite realne brojeve m za koje
jednadzbax + 3 + Vx + 5 = m ima rjesenje.

e Zapisimo jednadzbu u obliku

Vx+t3=—Vx+5+m ]

« Nekaje f(x) =vVx+3,g9(x)=—-Vx+5 ;

« g(-3)=—2 /

* Ako graf funkcije g translatiramo duz y osi za /10
m > +/2, jednadzba ée imati rjesenje i to -5 3. 1

jedno obzirom na sliku i injektivnost danih
funkcija.




Zadatak 8. RijeSite jednadzbu: Vi+x+3V1—x=2

 Klasi¢an nacin: * RjeSavanje iracionalnih jednadzbi
(m)fﬂ n (3\/1Tx)3 sustavom algebarskih jednadzbi
+3V1+xV1—x(V1+x+V1—x)=8 *Vi+x=u
l+x+1—x+3y1—x2-2=8 M1 —x=v
6-V1—x2=6 .{u+v=2
J1i—x2 =1 w4 vt =2

1—x2=1 cwd+2-w3d3=2
cu*-2u+l=0=>u=1
c u=12V1l+x=1x=0

* Provjera pokazuje da O jest rjesenje dane
iracionalne jednadzbe.



3 —
Zadatak 8. RijeSite jednadzbu;: Vi+x+3V1l—x=2

eV1—x=2-V1+x




Zadatak 9. Rijesite jednadzbu: V2 —x +Vx—1—-1=0

e Da bi jednadzba imala smisla mora biti x = 1.

. 3
 Uvedemo nove nepoznanice: V2 —x =u,Vvx—1=v

* Tada dobivamo sustav: ’;,‘ + 1]2: 1
u+ve=1

* Izrazimo li iz prve jednadzbe sustava v = 1 — u i uvrstimo u drugu jednadzbu dobivamo
u3 + u® — 2u = 0, odakle faktorizacijom dobivamo:

u?+u—-2)=uw+2)(u—-1=0
e Izu = 0 dobivamo V2 — x = 0, odnosno x = 2.
e Izu = —2 dobivamo V2 — x = —2,0dnosno x = 10.
e Izu = 1 dobivamo V2 — x = 1, odnosno x = 1.
* Provjera pokazujedasux = 2,x = 10 i x = 1 rjeSenja dane iracionalne jednadzbe.



Zadatak 9. Rijesite jednadzbu: V2 —x +Vx—1—-1=0
V2—x=1-+vVx—-1 |

2 — A
14
o
B(2,0)
0 1




Zadatak 10. Rijesi sustav jednadzbi

<J(x—1)2+<y 2)2+4 /(x —4)2+(y — 6)2=5
6x +7y =43

\
* Neka su u pravokutnom

koordinatnom sustavu dane
tocke A(1,2),B(4,6), C(x,y).

* Tada je:

AC| = /(x — 1)2+(y — 2)?

BC| = /(x — 4)2+(y — 6)?
AB| =./(1—4)2+(2—6)2=5




Zadatak 10. Rijesi sustav jednadzbi

V& =124+ — 2)2+ /(x — 4)2+(y — 6)2=5

6x + 7y = 43

Mora vrijediti |CA| + |CB| = |AB | te dobivamo:
V= D2y = 2)2+ 4/ (x — 4)2+(y — 6)2= 5

* ZakljuCujemo da nejednakost prelazi u jednakost kada se tocka
C nalazi na duzini AB.

Kako jednadzba pravca AB glasi —4x + 3y —2 =0
kako se pravci 6x + 7y = 43 i 3y — 4x = 2 sijeku u tocki
(g, 4 ) slijedi da je (g, 4) rieSenje polaznog sustava.

N

™
Y

—4dr+3y=2

6x 4+ 7y = 43

o



Zadatak 11. Rijesi jednadZbu: x* — 2v/5x% + x + 5 —4/5=0

Dana jednadzba moze se zapisati u obliku:

(\/g)z —2x2+ DV5+x*+x=0.

2 2 2 __ 4
Stoga dobivamo (\/g)lz =X /(2 ;1) A +x).

Sredivanjem navedenog izraza dobivamo dvije kvadratne jednadzbe:
x24+x—-V5=0ix2—x+1-+/5=0.

—14+/1+4+/5 1i\/4\/§—3}
2 ’ 2 '

Njihovim rjesavanjem konacno nalazimo x € {
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LINEARNE JEDNADZBE

ZUPANIJSKO
NATJECANIJE

PRIPREME

LOGARITAMSKE
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DRZAVNO
NATJECANIJE




* Odaberi bilo koji krug

* Pomakni se lijevo ili desno do najblizeg pravokutnika
* Pomakni se gore ili dolje do najblizeg kruga

e Zatim dijagonalno do najblizeg pravokutnika

* | konacno lijevo ili desno do najblizeg kruga
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