ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
14. ozujka 2025.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

. . . 11 3. . at-b
Ako za realne brojeve a i b vrijedi a +b=91 — + - = —, izra¢unaj ——.
a b 4 ab — bo

Prvo rjeSenje.

Faktorizacijom brojnika i nazivnika slijedi:

at—bv*  (a® —b?)(a® +b?)

= 2 bod
A — 1 (a®—0)(a® + b) oce
_ 2, 12
_ (@ —0b)(a+b)(a”+b°) 2 boda
(a —b)(a® + ab+ b?)(a + b)(a® — ab + b?)
2 4 12
_ @ +b ' 1 bod
(a® + b2 + ab)(a® + b? — ab)
1 1 3 b 3
Iz p + =1 slijedi a;; =, pa je ab=12. 2 boda
Nadalje vrijedi:
a®+b* = (a+b)? — 2ab = 81 — 24 = 57, 2 boda
pa je
a* — b 57 57 19
ab—b6  (B7+12)(57—12) 69-45 1035
Napomena: Kod prva dva boda 1 bod nosi pravilna faktorizacija brojnika, a 1 bod
pravilna faktorizacija nazivnika. Analogno se dodjeljuju i druga dva boda.
Drugo rjeSenje.
Faktorizacijom brojnika i nazivnika te kra¢enjem slijedi:
4 _ 4 2 12\(n2 o B2
at —b* (a® —b%)(a® + b%) 2 boda
ab —0%  (a? —b?)(a* + a?b? + b*)
a’+v?
= — 1 bod
at 4 a?b® + bt °
Kao i u prvom rjesenju dobijemo da je ab = 12, odnosno a?b? = 144 2 boda
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te da je a® + b* = 57. 2 boda
Nadalje je:

a* +b* = (a® 4+ V?)? — 2a®b* = 57* — 2 - 144 = 2961. 2 boda

Konac¢no dobivamo:

a* — b a? + b o7 o7 19

a —b  at+a?b?+ 0t 2961 + 144 3105 1035 ©
Napomena: Kod prva dva boda 1 bod nosi pravilna faktorizacija brojnika, a 1 bod
pravilna faktorizacija nazivnika.
Zadatak B-1.2.
Odredi sve vrijednosti realnoga parametra p tako da jednadzbe
x—1 +x+3_4x2+2 x
w2 +22  4—x2 23 —4dx 2z —a?
: 1
(z +p)* + (z — p)? = 2(x — 0.5p)(z + 0.5p) — P
imaju isti skup rjesenja.
Prvo rjeSenje.
Rijesimo najprije prvu jednadzbu. Faktorizacijom svih nazivnika u jednadzbi dobi-
vamo:
r—1 x4+ 3 B 422 + 2 n x 2 boda
r(r+2) (2—-2)(x+2) 2r-2)(z+2) z(x-2)
Jednadzba ima smisla ako x ¢ {—2,0,2}. 1 bod
Mnozenjem sa zajednickim nazivnikom slijedi:
(z—2)(z—1)—2(z+3) =42+ 2+ 2(z + 2), 1 bod
odnosno
52% + 8z =0, 1 bod
z(bz +8) = 0.
8
Samo je x = —% rjeSenje zadane jednadzbe. 1 bod
Uvrstavanjem tog rjesenja u drugu jednadzbu dobivamo:
(o) s (5o =2 ()
5P 5 ) U5 ) U Tl TP
60 16 o 61 16, 128 1, 5
25 50 P Top TP Ty Tl Tk
5 5
“p—2) =0 1
P (2p 8> 0 bod
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Ako je p = 0, druga jednadzba prelazi u jednadzbu
1
(x+0)2+(x—0)?=2(x—-05-0)(z+0.5-0)——-0,
x

odnosno jednadzbu 222 = 222 &ja su rjesenja svi realni brojevi osim nule, pa jednadzbe
nemaju isti skup rjesenja. 1 bod

1
Ako je p = 1 i z # 0, druga jednadzba poprima oblik

( +1>2+( 1>2—2( 0.5 1)( +0.5 1) L]
T+ r—4) =2(z-05 ) {z+05-7 =D
A B L S o 8
odnosno 2x° 4+ — = 22° — — — — koja ima jedinstveno rjesenje xr = ——. 1 bod
8 32 Az 5
1
Dakle, jedino za p = 1 zadane jednadzbe imaju isti skup rjesenja. 1 bod
. L . r ... : .
Napomena: Ucenik treba provijeriti i za p = 01iza p = 1 rjesenje druge jednadzbe,
odnosno navesti da za p = 0 rjeSenje nije jedinstveno, a za p = 1 jest jedinstveno.
Ukoliko to ne napravi oduzeti po 1 bod po slucaju.
Drugo rjeSenje.
Druga jednadzba ima smisla ako je x # 0. Nakon kvadriranja, mnozenja i sredivanja
druga jednadzba poprima oblik:
5
2+ P oo 1 bod
2 x
5 1
= — ] =0.
b <2p + x)
Ako je p = 0 skup rjesenja druge jednadzbe je R\ {0}.
2
Ako je p # 0 tada je rjesenje druge jednadzbe oblika x = e 1 bod
P
Analogno kao i u prvom rjesenju dobivamo da je jedino rjesenje prve
jednadzbe z = —&. 6 bodova
Budud¢i da prva jednadzba ima samo jedno rjesenje, p = 0 ne moze biti vrijednost
trazenog parametra. 1 bod
Jedina moguca vrijednost parametra p dobiva se izjednacavanjem rjesenja jednadzbi:
2 8
50 5’
1
=-. 1 bod
p 1 Y
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Zadatak B-1.3.

Koliko ima troznamenkastih brojeva koji pri dijeljenju s ¢etiri daju ostatak dva, a pri
dijeljenju s tri daju ostatak jedan?

Prvo rjesenje.

Neka je x trazeni troznamenkasti broj.

Ako pri dijeljenju broja x s Cetiri ostatak iznosi dva, tada je x = 4a + 2, a € Z.

Ako pri dijeljenju broja x s tri ostatak iznosi jedan, tada je x =3b+ 1, b € Z.

Slijedi 4a+2=3b+1, a,b € Z

4a +1 _ da+a-+1 _ —|—a+1.

Nadalje je b =
adalje je 3 3 a 3
Bududi da su a i b cijeli brojevi zakljuc¢ujemo da treba biti cijeli broj, odnosno
a+1
=c, c€ .
5 ¢, c

Nadalje, s obzirom da je a = 3¢ — 1, slijedi
r=4a+2=4B3c—1)+2=12c—-2, c€ Z.

Kako je x troznamenkasti broj zaklju¢ujemo da je 100 < 12¢ — 2 < 999,

17 1001
odnosno — <ec < —.
2 12

Zakljuéujemo da je c € {9,...,83}, te da ima 83 — 8 = 75 trazenih brojeva.

Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju zakljucujemo da je 4a+2 = 3b+1, a,b € Z, odnosno da vrijedi
diofantska jednadzba 4a — 3b = —1.

Uocimo da je jedno partikularno rjesenje ove jednadzbe a = —1, b = —1, pa vrijedi
4.-(=1)=3-(-1)= -1,

4a — 3b = —1.

Oduzimanjem ovih jednadzbi dobivamo
4(a+1)—=3(0b+1)=0,
odnosnoa+1=3c,b+1=4c,ce€eZpajea=3c—1,b=4c—1te
r=12c -2, c € Z.

Sada kao i u prvom rjesenju zakljuéujemo da je ¢ € {9,...,83}, te da ima
83 — 8 = 75 trazenih brojeva.
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Trece rjesenje.

Troznamenkasti brojevi koji daju ostatak dva pri djeljenju s cetiri su 102, 106, 110,
114, 118, ..., 994, 998.

Troznamenkasti brojevi koji daju ostatak jedan pri djeljenju s tri su 100, 103, 106, 109,
112, 115, 118, ..., 994, 997.

U oba niza nalaze se brojevi 106, 118, ..., 994.
Zakljuéujemo da se radi o brojevima oblika 106 + 12k, k € {0, 1,2, ..., 74} te da takvih

brojeva ima 75.

Napomena: Ukoliko ucenici ispiSu sve trazene brojeve i to¢no ih prebroje dodijeliti svih

10 bodova.

Zadatak B-1.4.

U pravokutnome trokutu ABC' s pravim kutom u vrhu C' i hipotenuzom duljine 8 cm
mjera unutarnjega kuta u vrhu B dvostruko je veca od mjere unutarnjega kuta u vrhu
A. Izvan toga trokuta konstruirani su jednakostrani¢ni trokuti AC'D i BEC. Koliko
iznosi povrsina cetverokuta ABFED?

Prvo rjeSenje.

5 -
Ea
Ll
W
LY
\“\
% [
kY - i
A “'.—I I |
AR ST 3
A 5 -
i N .
. v e 4
“ = #
A -
A \ - #
A ¥
S A ™ 7
5 . ~e g
* % Q,
A % li.‘
~ %
Ny ¢
% #
L) ’
LI ’
AT ’
N4
wy  f

D

Neka je a = |[<BAC| i 8 = |<CBA|. Tada iz § = 2aq, slijedi a = 30° i 8 = 60°.

Neka je tocka F' sjeciste pravaca EC'i AD. Buduéi da su trokuti BEC' i C'DA jednakos-
tranicni, zakljucujemo da je |[<CAF| = 60° = 3, |[<FCA| = 180°—90°—60° = 30° = «
pa je i |[<AFC| = 90°.

Trazena je povrsina ¢etverokuta ABED jednaka zbroju povrsina ¢etiriju trokuta:

Papep = Papc + Perc + Pacp + Pogp.

|BC|  |BC|

Kako je sina = =— = , slijedi [BC| =4 cm i [AC| = 44/3 cm.
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Sada je redom:

Rwazwch@:fL§@=8%%m%
Pppc = |BC|2 V3 = 4221/3 = 44/3 cm?,
Pacp = |ACE V3 = (4\/%1)2\/5 =12V3 cm?,
Powp — IECIé\DF\ _ 4'2\/5 — 43 em?,

Konacno izracunavamo ukupnu povrsinu:

Pagpp = 8V3 + 4V3 + 12V3 + 43 = 28v/3 em?.

Napomena: Ucéenik je do duljine katete BC mogao doéi zakljucivanjem da je u pra-
vokutnom trokutu s danim mjerama unutarnjih kutova duljina katete BC jednaka
radijusu opisane kruznice, odnosno koristiti se ¢injenicom da je u takvom trokutu du-
ljiina krace katete jednaka polovici duljine hipotenuze.

1 bod za odredivanje duljina kateta trokuta ABC' treba dodijeliti ako su duljine kateta
tocno izracunate, neovisno o nacinu izracuna.

Drugo rjeSenje.
Skica je ista kao i u prvom rjesenju.

Kao i u prvom rjesenju nalazimo da je o = 30° i 8 = 60° te da je |[BC| = 4 cm i
|AC| = 4v/3 cm.

Neka je tocka F' sjeciste pravaca EC' i AD. Na isti nacin kao i u prvom rjesenju
nalazimo da je |[<FCA| =30°1i |[<AFC|=90°.

Trazena je povrsina cetverokuta ABED jednaka zbroju povrsina cetverokuta EFAB
i trokuta EDF"

Papep = Pprap + Pepr.

Unutarnji kutovi uz vrhove A i F' ¢etverokuta EFAB su pravi zbog Cega je taj Cetve-
rokut trapez.

Uocimo da je CF visina jednakostranicnog trokuta kojem je osnovica duljine 44/3 cm,
pa je |CF| =6 cm, a |[EF| =10 cm.

Sada je redom:

—_

1

Pgpap = = - (|EF| + [AB|) - |AF| = = - (10 4+ 8) - 2¢/3 = 18V/3 cm?,

N |

2
1 — 1
PEDF=§'!DF]-]EF]=§-2\/§-1O:10\/§.

Konacno izracunavamo ukupnu povrsinu:

Pagep = 18V3 + 10V3 = 28v/3 cm?.
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Zadatak B-1.5.

Na skolskome je natjecanju iz matematike u prvome razredu sudjelovalo 7 u¢enika medu
kojima su Ana, Dino, Jakov, Katja i Toni. Bududci da je ljestvica poretka objavljena
sa zaporkama, njihovi se prijatelji iz razreda zabavljaju pogadanjem koja su mjesta
ostvarili Ana, Dino, Jakov, Katja i Toni. Pri tome su im poznati sljedeé¢i podatci:

e nema ucenika s istim brojem bodova

e Tonijev je rang paran broj

e Dino je ispred Ane.
Na koliko nacina prijatelji mogu dodijeliti rang Ani, Dinu, Jakovu, Katji i Toniju?

Prvo rjeSenje.

Ako svakom od pet navedenih ucenika dodijelimo njegov rang, dobit ¢emo peteroz-
namenkasti broj. Anin rang je prva znamenka, Dinov druga, Jakovljev tre¢a, Katjin
cetvrta i Tonijev zadnja, peta znamenka.

Stoga trazenih rasporeda ima i koliko razli¢itih peteroznamenkastih brojeva sastavlje-
nih od brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6 i 7 pri ¢emu se znamenke ne mogu ponavljati, broj je
paran i prva znamenka mora biti ve¢a od druge.

Ako je Tonijev rang paran broj, zadnja znamenka moze biti 2, 4, 6. Dakle, zadnju
znamenku biramo na 3 nacina.

Neka je zadnja znamenka 2. Preostale znamenke biramo iz skupa {1, 3,4, 5,6, 7}.

Budu¢i da prva znamenka mora biti ve¢a od druge:

« ako je druga znamenka 1, prvu biramo iz skupa {3,4,5,6,7} (5 izbora)
« ako je druga znamenka 3, prvu biramo iz skupa {4,5,6,7} (4 izbora)
o ako je druga znamenka 4, prvu biramo iz skupa {5,6,7} (3 izbora)
« ako je druga znamenka 5, prvu biramo iz skupa {6, 7} (2 izbora)
o ako je druga znamenka 6, prvu biramo iz skupa {7} (1 izbor).
Ukupan broj mogué¢ih nac¢ina da izaberemo prve dvije znamenke je
5+4+3+2+1=15.

Nakon odabira prve dvije i zadnje znamenke tre¢u i cetvrtu znamenku biramo od
preostala cCetiri broja. To mozemo uciniti na 4 - 3 = 12 nacina.

Za svaki od 3 odabira zadnje znamenke postoji 15 odabira prve i druge, sto je ukupno
3 - 15 odabira za te tri znamenke.

Za svaki od tih 3 - 15 odabira, postoji po 12 odabira trece i ¢etvrte znamenke, sto daje
ukupno 3 - 15 - 12 = 540 razlic¢itih peteroznamenkastih brojeva koji zadovoljavaju dane
uvjete.

Stoga je 540 nacina da se danim ucenicima dodijeli rang od 1 do 7.
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Drugo rjeSenje.

Kao i u prethodnom rjesenju svakom ¢emo od pet navedenih ucenika pridruziti njegov
rang, odnosno jedan od brojeva iz skupa {1,2,3,4,5,6,7}.

Najprije Toniju pridruzujemo jedan od brojeva iz skupa {2,4, 6} Sto moZemo napraviti
na 3 nacina.

Preostala 4 natjecatelja mogu dobiti bilo koji od preostalih Sest brojeva Sto mozemo
napraviti na 6 -5 -4 - 3 = 360 nacina.

Opisano pridruzivanje mozemo napraviti na 3 - 360 = 1080 nacina.

U pola od tih na¢ina ¢e Ana imati poziciju veéu od Dina, a u pola ¢e biti obrnuto sto
nam nosi ukupno 1080 : 2 = 540 nacina koji odgovaraju uvjetu zadatka.

Trece rjesenje.

Razlikujemo sljedece slucajeve:

1. Dino je prvi.
Tada za Tonija mozemo odabrati jednu od 3 parne pozicije, dok za Anu preostaje
5 pozicija Sto je 3 - 5 = 15 razmjestaja.

2. Dino je drugi.
Tada za Tonija mozemo odabrati jednu od preostale 2 parne pozicije, dok Anu
mozemo smjestiti na 4 pozicije. Prema tome u ovom sluc¢aju za njih imamo 2-4 = 8
razmjestaja.

3. Dino je tredi.
Ako je Toni na drugoj poziciji tada Anu mozemo smjestiti na 4 pozicije, a ako Toni
na Cetvrtoj ili Sestoj poziciji Anu mozemo smjestiti na 3 pozicije. To je ukupno
4 4 2 -3 = 10 razmjestaja.

4. Dino je cCetvrti.
Ako je Toni na drugoj poziciji, za Anu na raspolaganju imamo 3 pozicije. Ako
je Toni na Sestoj poziciji, za Anu imamo 2 pozicije. Prema tome u ovom sluc¢aju
imamo ukupno 5 razmjestaja.

5. Dino je peti.
Ako je Toni na 6 poziciji, Ana mora biti na sedmoj. Ako je Toni na drugoj ili
cetvrtoj poziciji, Ana mora i¢i na Sestu ili sedmu poziciju. Prema tome izbor
pozicije za Tonija i Anu nosi 1+ 2 -2 = 5 nacina.

6. Dino je Sesti.
Tada Ana mora biti na sedmoj poziciji, a Toni moze biti na drugoj ili cetvrtoj
poziciji pa za njega imamo 2 nacina.

Za Dina, Anu i Tonija prema navedenom imamo ukupno 15+ 84+ 10+5+5+2 =45
razmjestaja.
Preostala 4 natjecatelja mozemo razmjestiti na 4 -3 -2 -1 = 24 nacina.

Medutim kako ucenike koji nisu medu navedenih 5 ne razlikujemo, taj broj moramo
podijeliti s 2. Prema tome, za te natjecatelje imamo ukupno 24 : 2 = 12 nacina.

Ukupno imamo 45 - 12 = 540 razmjestaja.
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Cetvrto rjesenje.

Kao i u prethodnom rjesenju rezultate natjecanja shva¢amo kao niz od 7 znakova, pri
¢emu pozicija znaka oznacava rang natjecatelja.

Od tri parna mjesta odaberimo najprije mjesto za Tonija Sto mozemo uciniti na 3
nacina.

Od preostalih 6 mjesta sada odabiremo 2 mjesta za Anu i Dina. Prvo mjesto odabiremo
na 6 nacina, a drugo onda na 5 nacina sto ukupno daje 6 - 5 = 30 nacina. Medutim,
kod Ane i Dina su pozicije odredene, tj. Dino mora biti na poziciji s manjim, a Ana
na poziciji s veéim brojem sto ukupno daje 30 : 2 = 15 nacina.

Preostaje jos 4 mjesta na koja proizvoljno mozemo rasporediti preostale 4 osobe sto
mozemo uciniti na 4 -3 -2 -1 = 24 nacina.
Opisani proces daje ukupno 3 - 15 - 24 = 1080 nacina.

Kako poredak dva natjecatelja koja nisu medu odabranima nije bitan, rang odabranih
pet natjecatelja mozemo dodijeliti na 1080 : 2 = 540 nacina.

Napomena: Ucenik je mogao najprije odrediti broj nacina za Anu i Dina, no u tom
sluc¢aju bi trebao analizirati tri posebna slucaja u ovisnosit koliko parnih pozicija za-
uzimaju Ana i Dino. Ako je ucenik korektno zapisao pripadna tri sluc¢aja dobiva 1 bod,
te po 1 bod za tocno odreden broj nacina u svakom od slucaja. Preostalih 6 bodova
tada dodijeliti prema navedenoj shemi.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
14. ozujka 2025.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.
Odpredi sve realne brojeve = za koje vrijedi:

1‘9

-+

A

RS

|

Rjesenje.
Zapisimo danu jednadzbu u pogodnijem obliku:

L) -2 (a0 1) =0

3($9+1>—7$3<x3+1)20
3(x3+1)(xﬁ—x3+1)—7x3(x3+1):o 3 boda

(z*+1) (3a° —2® +1) = 72*) =0

(2% +1) (32° — 102" + 3) = 0 2 boda
Slijedi da je 2% +1 = 0 ili 32° — 102% + 3 = 0. 1 bod
U prvom je sluc¢aju z; = v/—1 = —1. 1 bod
U drugom slucaju uvodenjem supstitucije 22 = ¢ dobivamo kvadratnu jednadzbu 3t% —

1
10t + 3 = 0 ¢ija su rjesenja jednaka t; = 3, to = 3 1 bod
.. . . 3 3 1

Slijedi da je zo = /3, ©3 = 3 2 boda

1
Dakle, sva rjesenja zadane jednadzbe su —1, /3, \3/;
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Zadatak B-2.2.

Duljine kateta pravokutnoga trokuta odnose se 1 : v/2. Odredi kosinus manjega kuta
koji zatvaraju teziSnice povucene na katete tog trokuta.

Rjesenje.

1
C D A

Nekajeb:azl:\/ﬁ,odnosnob:kia:\/ﬁk.

Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutan trokut AEC' dobivamo da je duljina
tezisnice povucene iz vrha A trokuta ABC' jednaka:

t = |AE| = w+<gf::Jm%_(“@)2:kV3

2 2

Analogno, primjenom Pitagorinog poucka na pravokutan trokut DBC' dobivamo da je
duljina tezisnice povucene iz vrha B trokuta ABC' jednaka:

t, = |BD| = JaQ—l— (S)Z = J(\/ﬁk)u (I;)Q = 3;

Primijenimo li poucak o kosinusu na trokut T'BFE dobivamo:

|BE|> = |TE* + |TB|* — 2|TE| - |TB| -cosg. (¥)

Kako teziste dijeli tezisnicu u omjeru 2 : 1 ra¢unajuci od vrha trokuta, zakljucujemo

da je:
ITE| = ;ta = k\6/67 |TB| = §tb = k.
Kona¢no, uvrstavanjem |TE| = kT\/é, ITB| =Fki|BE|=3a= @ u () slijedi:
k* k2

— =+ k*—2-——-k-cos,

k6
2 6 6

odakle sredivanjem dobivamo

cos p =

“|S
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Napomena: Bududi da se trazi kosinus kuta u trokutu, ucenici mogu pretpostaviti da
se radi o pravokutnom trokutu s duljinama kateta a = v/2, b = 1 te im zbog toga ne
treba oduzimati bodove.

Zadatak B-2.3.

ab . cd
Odredi sve razli¢ite racionalne brojeve a—o i %0 za koje vrijedi
ab cd ab cd ., .
(1()) + <10> =1 + 10’ pri ¢emu su a, b, ¢, d znamenke i b # 0, d # 0.

Prvo rjeSenje.

Nakon mnozenja zadane jednakosti sa 100 dobivamo jednakost
ab’ +cd’ = 10(ab + cd).
Oznac¢imo x = ab, y = cd. Tada je

22 +y* = 10(z + ).

Zapisimo posljednju jednadzbu u pogodnom obliku:

2? — 10z +y* — 10y = 0

2? — 107 + 25 + y* — 10y + 25 = 50.

Tada je (x —5)* + (y — 5)* = 50.

Budu¢i da su z,y prirodni brojevi, vrijedi da je

(x—5)=25i(y—5)2=25(r—5)*=1i(y—5)?=49ili (z—5)?=49i(y—5)* =1

pa imamo sljede¢e mogucnosti

r—5b=4biy—5=2bilic—-5=4+7iy—5==+1
ili obrnuto, Sto nam daje isto rjesenje zbog simetri¢nosti jednadzbi.

U prvom ¢emo slucaju dobiti (x,y) € {(10, 10), (0,0), (10,0), (0,10)} Sto nije rjesenje
zbog uvijeta u zadatku.

U drugom slucaju rijeSimo redom sustave:

r—5=7
= (z,y) = (12,6),
{y_5_1 (a.9) = (12,6

{5:?:1—7 =>($,y):(—2,6),

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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{””‘5f7 = (2.y) = (12,4),
y—9>5=-—1

{””‘5:‘7 = (2,9) = (~2,4).

y—o=-1
2 boda

Jedina moguca rjesenja su uredeni parovi (12,6) i (12,4), pa su trazeni decimalni
brojevi

1.210.6 ili 1.210.4. 2 boda
Drugo rjeSenje.
Nakon mnozenja zadane jednakosti sa 100 dobivamo jednakost

ab” + cd = 10(ab + cd).
Tada je
(10a + b)* 4 (10c¢ + d)? = 10(10a + b + 10c + d),
odnosno
100a* + 20ab + 100¢* 4 20cd + (b* + d*) = 100a + 100c + 10(b + d) () 1 bod

Uoé¢imo da su svi pribrojnici osim b + d? djeljivi s 10, pa i zbroj b* + d* mora biti
djeljiv s 10. 1 bod

Imamo sljedeé¢e moguénosti:

(b,d) ili (d,b) € {(1,3),(2,4),(2,6), (5,5), (4,8), (3,9), (6,8), (7,9)}, 1 bod

odnosno

b? + d* € {10, 20, 40,50, 80, 90, 100, 130}. 1 bod

Ako u izraz (x) uvrstimo da je b* + d* = 10k, k € {1,2,4,5,8,9,10, 13} i podijelimo s
10 dana jednakost prelazi u

10a® + 2ab + 10¢® + 2cd + k = 10a + 10c + (b+d), k € {1,2,4,5,8,9,10,13}. (%)

Buduéi da je b + d uvijek paran broj, slijedi da je k € {2,4, 8,10}, odnosno 1 bod
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(b,d) ili (d,b) € {(2,4),(2,6),(4,8),(6,8)}ib-+d € {6,8,12,14}. 1 bod

Iz jednakosti (xx) slijedi

10(a*+c*—a—c)=(b+d) —k—2(ab+ cd).

Buduéi da je razlika (b + d) — k jednaka 4 slijedi

5(a*+c —a—c)=2— (ab+ cd). 1 bod
Uoc¢imo da je lijeva strana uvijek pozitivna ili jednaka 0 te da desna strana mora biti
djeljiva s 5. Zaklju¢ujemo da je ab + cd = 2. 1 bod
Kako su b i d razli¢iti od 0, jedina je moguénost (a,c) = (1,0), (b,d) € {(2,4),(2,6)}.
Zbog simetricnosti isto vrijedi za (¢, a), odnosno (d, b). 1 bod
Trazeni su brojevi tada jednaki 1.210.6 ili 1.210.4. 1 bod

Zadatak B-2.4.

Zadan je pravokutan trapez ABCD s pravim kutovima pri vrhovima A i D. Duljine
su osnovica trapeza [AB| =9 cm i |CD| = 4 em. Kruznica s promjerom AD dodiruje
krak BC'. Kolika je povrsina trapeza?

Prvo rjeSenje.

Skicirajmo pravokutni trapez, oznac¢imo diraliSte polukruznice i kraka trapeza s F te
uocimo pravi kut SEB, pri ¢emu je tocka S srediste dane kruznice. 2 boda

Uvedimo oznake |AB| = a, |BC| =10, |DC| =¢, |AD| =d.

Kako su trokuti ABS i BES pravokutni sa zajednickom hipotenuzom, te kako je
|SA| = |SE| = r, po S-S-K poucku o sukladnosti trokuta zaklju¢ujemo da su trokuti
ABS i BES sukladni.

Stoga je |BE| = a. 2 boda
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Analogno, kako su trokuti SEC i SC'D pravokutni sa zajednickom hipotenuzom te
kako je |SD| = |SE| = r, po S-S-K poucku o sukladnosti trokuta zakljucujemo da su
i trokuti SEC i SC'D sukladni.

Stoga je |CE| = c. 2 boda

Nadopunimo skicu spustanjem visine iz vrha C' na osnovicu a trapeza ABCD.

Primijenimo li Pitagorin poucak na pravokutan trokut BC'N dobivamo da je duljina
visine trapeza:

[CN| = \/(a+¢)? — (a—¢)? = VI3 — 52 = /169 — 25 = 12 cm. 2 boda
Konacno, povrsina trapeza je:
AB| +|CD 9+14
P:"J;H-\szg-mzmcm?. 2 boda

Napomena: Ako ucenik uoci da su navedeni trokuti sukladni po poucku SSK, a nije
obrazlozio (zajednicka hipotenuza, polumjer i kut nasuprot hipotenuze) dodijeliti sve
pripadajuce bodove.

Drugo rjeSenje.
Ako zadani trapez ABC' D osnosimetri¢no preslikamo s obzirom na os koja sadrzi pro-
mjer kruznice, dobit ¢emo jednakokracan trapez B'BCC". 2 boda

' D ¢ (
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Buduéi da je novonastali trapez opisan zadanoj kruznici, zaklju¢ujemo da je B’BCC’
tangencijalni ¢etverokut. 2 boda

Prema svojstvu tangencijalnog ¢etverokuta vrijedi da je:
|BB'| + |CC’'| = |BC| + |B'C'|, 1 bod
odnosno
18+ 8 =2|BC].
Odatle je |BC| = 13 cm. 1 bod

Tada je visina trapeza spustena iz vrha C jednaka:

|ICN| = /132 =52 = /169 — 25 = 12 cm. 2 boda

Povrsina zadanog trapeza jednaka je:

_ |AB|+|CD| 9+4

P 5 |CN| = 5 12=T8 cm?. 2 boda

Zadatak B-2.5.

U pravokutniku ABCD na stranici AB oznaceno je n toc¢aka, a na svakoj od stranica
BC, CD i AD po pet tocaka. Ukupan broj svih trokuta kojima su vrhovi odredeni
oznacenim tockama iznosi 2150. Odredi broj n ako vrhovi pravokutnika nisu medu
oznacCenim tockama.

Prvo rjesenje.
Nacine povezivanja odabranih tocaka u trokut mozemo podijeliti na pet slucajeva.
Prvi slucaj.

Jedan vrh trokuta nalazi se na stranici AB, a preostala dva vrha svaki na jednoj od
stranica BC, CD i AD.

Vrh trokuta na stranici AB mozemo odabrati na n nacina, dvije od preostale tri stranice
na kojima se nalazi po jedan vrh trokuta mozemo odabrati na 3 nacina, dok tocku na
svakoj od tih stranica mozemo odabrati na 5 nacina.

Broj tako dobivenih trokuta je n -3 - 5% = 75n. 2 boda

Drugi slucaj.

Jedan vrh trokuta je na stranici AB, a preostala dva vrha na jednoj od preostalih triju
stranica pravokutnika.

Vrh trokuta na stranici AB mozemo odabrati na n nac¢ina, stranicu na kojoj se nalaze
dva vrha mozemo odabrati na 3 nacina, a dvije tocke na toj stranici mozemo odabrati
na % nacina.

Broj tako dobivenih trokuta je n -3 - % = 30n. 2 boda
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Tredi slucaj.
Na stranici AB nalaze se dva vrha trokuta, dok je treéi vrh na jednoj od preostale tri

stranice pravokutnika.

. c s T v . -1 v
Dva vrha trokuta koji se nalaze na stranici AB mozemo odabrati na % nacina,

stranicu na kojoj se nalazi tre¢i vrh mozemo odabrati na 3 nacina, dok tocku na
odabranoj stranici mozemo odabrati na 5 nacina.

Broj tako dobivenih trokuta je w 3-5="2n-(n—-1). 2 boda

Cetvrti slucaj.

Na svakoj od stranica BC', C'D i AD nalazi se po jedan vrh.
Na svakoj od tih stranica vrh mozemo odabrati na 5 nacina.
Broj tako dobivenih trokuta je 5% = 125. 1 bod

Peti slucaj.

Na jednoj od stranica BC', CD i AD nalaze se dva vrha trokuta, a na jednoj od njih
jedan vrh.

Stranicu na kojoj se nalaze dva vrha mozemo odabrati na 3 nacina, a vrhove na toj

stranici mozemo odabrati na %4 nacina.

Preostalu stranicu na kojoj se nalazi tre¢i vrh mozemo odabrati na 2 nacina, a vrh na
toj stranici na 5 nacina.

Broj tako dobivenih trokuta je 3 - % -2-5 = 300. 1 bod

Zbrojimo li broj trokuta po navedenim sluc¢ajevima slijedi

15
T5n 4300 + - n- (n — 1) + 125 + 300 = 2150,

dakle sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu

n?+13n—230 =0

1 bod
Cija su rjesenja 10 i —23.
Kako je n broj to¢aka na stranici AB zaklju¢ujemo n = 10. 1 bod
Drugo rjeSenje.
Ukupno je oznaceno n + 15 tocaka. Od njih biramo tri koje ¢e biti vrhovi trokuta.
Bilo koje tri tocke mozemo odabrati na
(n+15)(n+15—1)(n+ 15— 2)
nacina, ali taj broj moramo podijeliti s brojem njihovih medusobnih rasporeda (bez
obzira na poredak).
Medusobnih rasporeda tri tocke ima 3-2-1 = 6. 2 boda
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Dakle, tri vrha trokuta od n 4 15 tocaka mozemo odabrati na

(n 4 15)(n + 14)(n + 13)
6

nacina. 1 bod

Od toga broja moramo oduzeti odabire triju tocaka koje se nalaze na istoj stranici
pravokutnika.

Tako na stranici AB tri tocke moZzemo odabrati na

n(n—1)(n — 2)
6

nacina. 1 bod

Na svakoj od stranica BC, C'D i AD tri tocke mozemo odabrati na

5-4-3

=10
6

nacina. 1 bod

Tada je ukupan broj odabira tri vrha trokuta jednak:

(n+15)(n+14)(n+13) n(n—1)(n—2)

— —3-10.
6 6
2 boda
Stoga je trazeni broj rjesenje jednadzbe:
15 14 13 —1)(n—2
(n+ 1)+ 1Y +13) _nln-Dm-2) o
6 6
1 bod
Nakon mnozenja jednadzbe sa 6 i sredivanja imamo redom:
(n® +29n + 210)(n + 13) — n - (n* — 3n + 2) — 180 = 12900
n® 4+ 42n + 587n + 2730 — n® + 3n* — 2n — 180 = 12900
451 + 585n — 10350 = 0
n’*+13n—230=0
1 bod
Trazeni broj n je pozitivno rjeSenje ove jednadzbe, broj n = 10. 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
14. ozujka 2025.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.

Koji je najveci cetveroznamenkasti prirodni broj koji se moze zapisati koristec¢i sve
znamenke brojeva A, B, C ako je

A =1/53/2025 - /332025 - /55,

\/log, 2025

2
B =log ,

\ 1089005 2

2025

log (sin® 40° + sin? 50°
C =2025 & ( )?

Rjesenje.

[zrac¢unajmo vrijednosti brojeva A, B i C.

A= 542025 - {/33/2025 - {/53/5 = /5 - 2025 - /312025 - (/51 -5 —
— V532025 V/3%.2025- V55 = V/58.3%.20252 = 1\2/58-34-(52-34)2:

— V/58.31.51.38 = V/512.312=5.3 =15, 3 boda
2\ /logy 2025
B =log ———— =1log 2V10822025 _ |45 2025V 1%82025 2 — 1 bod
2025V 1082025 2
= y/log, 2025 - log 2 — 1/10g9p95 2 - l0g 2025 = 1 bod
log 2025 9 log 2 9
=4/———— -log“2 — -log® 2025 = 1 bod
\/ g2 8 \/log 2025 °® ©
= /10g 2025 - 1og 2 — 1/log 2 - log 2025 = 0. 1 bod
C = 2025log<sin2 40°+sin?50°) _ 202510g(sin2 40°+cos240°) _ 1 bod
= 20258 = 2025° = 1. 1 bod
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Trazeni ¢etveroznamenkasti broj je 5110. 1 bod
Napomena: Bilo koji ispravan nacin odredivanja toc¢ne vrijednosti broja A vrijedi 3

boda. Za svaku racunsku pogresku oduzeti 1 bod.

Zadatak B-3.2.
Odredi zbroj rjesenja jednadzbe (2 + \/§)COS$+(2 - \/§> “** = 4 na intervalu (—3m, 3n].

Rjesenje.
1
Primijetimo da je (2+ v3) - (2—+v3) =4 —3 =1, odnosno 2 — /3 = : 1 bod
jetimo da je (24 v3) - (2~ v3) N R
Stoga zadanu jednadzbu mozemo zapisati u obliku
CosS T 1
2 + \/g -+ —~ N cost — 4.
( ) (2+V3)
Supstitucijom t = (2 + \/§> o jednadzba prelazi u kvadratnu jednadzbu
£ —4t+1=0. 2 boda
Njezina su rjesenja t1 9 = 2 £ V3. 1 bod
U prvom slucaju je (2 + \/5)60” =243 paje
cosx = 1, 1 bod

odnosno r = 2k, k € Z. 1 bod
U drugom je slucaju (2 + \/5)00” =2—+/3paje

cosx = —1, 1 bod
odnosno z = (2k — )7, k € Z. 1 bod
Uocimo da su sva rjesenja polazne jednadzbe oblika © = kn, k € Z.
Na intervalu (—3m, 37| rjeSenja su —27, —m, 0, 7, 2, 3. 1 bod
Njihov zbroj iznosi 3. 1 bod

Napomena: Ucenik ne treba zapisati opcéa rjesenja trigonometrijskih jednadzbi. Ukoliko
za svaku jednadzbu u oba promatrana slucaja ispise rjesenja na trazenom intervalu
treba mu dodijeliti sve bodove predvidene za ta rjeSenja (ukupno 3 boda).

Ucenik moze polaznu jednadzbu pomnoziti ili s (2 + \/g)cosx ili s (2 — \/§)COS$ i na
taj nac¢in do¢i do kvadratne jednadzbe. U tom slucaju treba mu dodijeliti sve bodove
predvidene za tu kvadratnu jednadzbu (3 boda).

Zadatak B-3.3.
Odredi sve uredene parove prirodnih brojeva m i n za koje je temeljni period funkcije
2
fR—=R, f(z) = ’3 . Sini2 —5-cos —12; jednak 20257.
m n
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Rjesenje.

2
Funkcija f je zbroj dvije periodi¢ne funkcije fi(z) = i fo(x) =—5-cos =
m

2
Njezin je temeljni period jednak najmanjem pozitivhom realnom broju koji je period
obiju tih funkcija, tj. najmanjem zajednickom visekratniku njihovih perioda, u slucaju
da takav broj postoji.

Odredimo temeljni period svake od tih funkcija.
x 2

Temeljni period funkcije g(z) = 3sin — Jjednak je Tﬂ = 2m?m.
m —_

.z
3~sm—2
m

m2

jednak polovini temeljnog perioda

Tada je temeljni period funkcije fi(z) = ’3 - sin %
m

funkcije g, odnosno P, = m?.

Funkcija fo(z) = =5 - cos n—f ima temeljni period P, = 277r = n’m.

7’L2
Kako je najmanji zajednicki visekratnik perioda funkcija f; i fo broj V(m?mr, nr) =
20257, zakljucujemo da je V(m? n?) = 2025 = 3* - 52
Tada je m?,n? € {1,9,25,81,225,2025} jer su to jedini djelitelji broja 2025 koji su
potpuni kvadrati.
Bududi da vrijedi D(m?,n?) -V (m? n?) =m?-n? a V(m? n?) = 2025, 2025 mora biti
djelitelj umnoska brojeva m? i n?.
Stoga imamo sljede¢e mogucénosti:

(m?,n?) € {(1,2025), (2025, 1), (9, 2025), (2025, 9), (25, 2025), (2025, 25),
(81,2025), (2025, 81), (225, 2025), (2025, 225), (2025, 2025),
(25,81), (81,25), (81,225), (225,81)} .

Kako su m i n prirodni brojevi trazeni uredeni parovi su:

(m,n) € {(1,45), (45,1)(3,45), (45,3), (5,45), (45, 5), (9,45), (45, 9),
(15,45), (45, 15), (45,45), (5,9), (9,5), (9, 15), (15,9)} .

(ukupno 15 uredenih parova).

Napomena: U zadnjem koraku je moguce dobiti 1 bod ako ucenik navede najmanje 6
uredenih parova koji slijede iz prethodnog koraka, a 2 boda ako navede bar 12 toc¢nih
uredenih parova.

Ako nigdje nije vidljivo da ucenik odreduje najmanji zajednicki visekratnik perioda
dviju funkcija, odnosno brojeva m?, n? i nije odredio skup svih moguéih m? i n?, onda
moze dobiti 4 boda za odredivanje perioda funkcija fi(x) i fo(x) i jos 1 bod za ispitiva-
nje nekih mogucih sluc¢ajeva i 1 bod za odredivanje najmanje 6 tocnih uredenih parova
(m,n) (ukupno najvise 6 bodova).

Ako ucenik zaboravi podijeliti temeljni period funkcije apsolutne vrijednosti s 2, odre-
divat ée najmanji zajednicki visekratnik od 2m?r i n?m koji bi trebao biti 20257, $to je
nemogucée jer je 2m? sigurno paran broj. U tom slu¢aju uéenik moze dobiti maksimalno
6 bodova (ako je uocio da se radi o apsolutnoj vrijednosti, da trazi najmanji zajednicki
visekratnik brojeva 2m? i n? te ako je i napisao zakljucéak da ne postoje takvi prirodni
brojevi jer 2025 nije paran, a 2m? je paran broj).
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Zadatak B-3.4.

Neka je ABCDEFA'B'C'D'E'F’ pravilna uspravna Sesterostrana prizma u kojoj je
tocka P poloviste brida AB, a to¢ka R poloviste brida EF. U kojemu su omjeru
obujam piramide DRPFE’ i obujam zadane prizme?

Rjesenje.

Skicirajmo bazu prizme, pravilini Sestero-
kut ABCDEF i oznac¢imo tocke P i R.
Oznac¢imo duljinu osnovnog brida prizme
|AB| = a i sa h duljinu visine prizme i pi-
ramide. Tada je povrsina baze prizme

B=6- QVF_ 3 2vf'

Povrsina baze piramide jednaka je povrsini
trokuta DRP i moze se izracunati kao raz-
lika povrsine baze prizme i zbroja povrsina
trapeza APRF, cetverokuta BCDP i tro-
A P B kuta DER.

Cetverokut APRF je jednakokracan trapez (jer je PR srednjica trapeza ABEF i stoga
je PR || AF i duljine |PR] fa) Cija je visina jednaka visini jednakostrani¢nog trokuta
duljine stranice |AP| = § pa je njegova povrsina jednaka

a+|PR|'%\/§:a+%a'a\/§:Ea2\/§.
2 2 2 4 16

P APRF —

Cetverokut BC'DP moze se podijeliti na jednakokraéni trokut BC'D i pravokutni tro-
kut BDP. Unutrasnji kutovi jednakokrac¢nog trokuta BC'D su 120°, 30° i 30°, pa je
njegova povrsina jednaka povrsini jednakostrani¢nog trokuta ¢ija je stranica duljine a,
a*\/3

4

tj. Ppep =

Povr$ina pravokutnog trokuta BDP jednaka je Pgpp = 2 : =

a*\/3

Stoga je povrsina Pgcpp = Ppep + Pepp = 5

§-a-sinl120° a2§ a3
== ,

Povrsina trokuta DER jednaka je Pppr =

2
Konacno, povrsina baze piramide, odnosno povrsina trokuta DRP jednaka je

Pprp = B — (Paprr + Pecpp + Pper) =

2 2
— 2@2\/5— (1523@2\/5+ ¢ 2\/§ 4+ 2 \/§> - gaz\/g'

8 16
Obujam piramide DRPE’ jednak je

1 3
vairamida - 3 PDRP h = 176a2\/§h

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.

1 bod

2 boda

2 boda

1 bod

1 bod

1 bod

22/30



3
Obujam prizme jednak je Viyuma = B - h = §a2\/§h.

Trazeni omjer obujma piramide i prizme jest

Vpiramida o %&2\/3}2‘ o 1

‘/prizma B %a2\/§h N 8

Napomena: Ucenik ne mora posebno racunati obujmove prizme i piramide. Buduéi da
imaju iste visine, mogu zakljuciti da je obujam piramide jednak tre¢ini obujma prizme
s istom bazom DRP. Stoga je dovoljno izracunati omjer povrsina trokuta DRP i
sesterokuta ABCDEF i podijeliti s tri.

Osim na prikazani nac¢in, uc¢enik moze i na druge nacine izracunati povrsinu trokuta
DRP i taj racun ako je potpuno toc¢an nosi 6 bodova (na primjer moze izracunati

|PR| = 2a, |[RD| = aTﬁ, |DP| = “T\/ﬁ, svaka ta udaljenost po 1 bod plus racunanje
povrsine Heronovom formulom ili nekom drugom metodom 3 boda).

Zadatak B-3.5.

Martin je na rasprodaji potrosio 972 € kupivsi ukupno 42 videoigre za svoju tek otvo-
renu igraonicu videoigara na igra¢im konzolama 1 i 2. Sve su videoigre za igrac¢u
konzolu 1 imale identi¢nu cijenu, koja je izrazena u eurima prirodni broj. Videoigre
za igra¢u konzolu 2 prodavale su se po 6 € nizoj cijeni od cijene videoigara za igracu
konzolu 1. Koliko je videoigara za igra¢u konzolu 1 mogao kupiti Martin i po kojoj
cijeni ako se zna da je kupio vise videoigara za igra¢u konzolu 27

Prvo rjesenje.

Uvedimo oznake:
m = broj kupljenih videoigara za igra¢u konzolu 1
n = broj kupljenih videoigara za igra¢u konzolu 2

¢ = cijena po kojoj su se prodavale videoigre za igra¢u konzolu 1

¢ — 6 = cijena po kojoj su se prodavale videoigre za igra¢u konzolu 2

Prema uvjetima u zadatku vrijedi da je m,n € Ny, m <niceN, c> 6.
Ukupan broj kupljenih videoigara kao i cijena koja je za njih pla¢ena modelira se
sustavom jednadzbi

m+n =42 (1)
m-c+n-(c—6)=972. (2)
Iz jednadzbe (2) redom slijedi:

mc +nc — 6n = 972
(m +n)c—6n =972
42c—6n =972  /:6
7c—n =162, odnosno 7c =162+ n.
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Zaklju¢ujemo da 162 + n mora biti visekratnik broja 7.

Bududi da je m < ni42 =m+n < 2n slijedi da je n > 21, odnosno 22 < n < 42.
Sada se lako provjeri da je 162+n visekratnik broja 7 jedino za brojeve n € {27,34, 41} .
Iz sustava jednadzbi (1) i (2) imamo sljedeée moguénosti:

zan=27=m=15=c= 27,

zan=34=m=8=c=28,
zan=41=m=1= c = 29.

Dakle, Martin je za igra¢u konzolu 1 kupio ili 15 videoigara po cijeni 27 € za komad ili
8 videoigara po cijeni od 28€ za komad ili samo 1 videoigru po cijeni 29 € za komad.

Drugo rjeSenje.

Uvodimo iste oznake kao i u prvom rjesenju postavljajuci identicne uvjete m,n € Ny,
m<niceN, c>6.
Takoder kao i u prvom rjesenju matematicki model je sustav jednadzbi

m+n =42 (3)
m-c+n-(c—6)=0972. (4)

Sredivanjem jednadzbe (4) redom slijedi

m-c+ (42 —=m)- (c—6) =972
mc + 42c — 252 — mc 4 6m = 972
42c+6m =1224  /: 6
Tc+m =204 odnosno 7c=204—m.

Zakljucujemo 204 — m mora biti visekratnik broja 7.

Bududi da je m < nid2 =m+n > 2m slijedi da je m < 21, odnosno 0 < m < 20.
Sada se lako provjeri da je 204 —m visekratnik broja 7 jedino za brojeve m € {1,8,15}.
Iz sustava jednadzbi (3) i (4) imamo sljedeée moguénosti:

zam =15 = c =27,
zam =8 = c = 28,
zam=1= c=29.

Dakle, Martin je za igra¢u konzolu 1 kupio ili 15 videoigara po cijeni 27 € za komad ili
8 videoigara po cijeni od 28€ za komad ili samo 1 videoigru po cijeni 29 € za komad.

Trece rjesenje.
Uvodimo iste oznake kao i u prvom rjesenju postavljajuci identicne uvijete m,n € Ny,
m<nicéeN,c>6.
Takoder kao i u prvom rjesenju matematicki model je sustav jednadzbi
m—+n =42 (5)
m-c+n-(c—6)=0972. (6)
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Rijesimo li ovaj sustav jednadzbi po nepoznanicama m i n dobit ¢emo
m=—7c+204 i n="Tc—162. (7)
Prema uvjetu u zadatku m > 0 pa je
—T7c+ 204 > 0, odakle slijedi da je ¢ < 29.
Iz uvjeta da je m < n slijedi da je
—Tc+204 < 7¢ — 162, odnosno c¢ > 27.

Dakle, ¢ € {27,28,29}.
Tada iz (7) slijedi

za ¢ =27 = m = 15,
za ¢ =28 = m = §,
zac=29=m=1.

Dakle, Martin je za igrac¢u konzolu 1 kupio ili 15 videoigara po cijeni 27 € za komad ili
8 videoigara po cijeni od 28 € za komad ili samo 1 videoigru po cijeni 29 € za komad.

Napomena: Ako ucenik zadatak rjesava iskljucivo metodom pogadanja, za svako pogo-
deno rjesenje dodijeliti po 1 bod, tj. pogadanjem rjesenja moze dobiti najvise 3 boda.

Ako ucenik djelomi¢no modelira jednadzbama pa potom prijede na metodu pogadanja
dodijeliti za svako pogodeno rjesenje po 1 bod kao i one bodove koji mu po bodovnoj
shemi pripadaju za pojedini zakljucak koji je zapisao.

Da bi ucenik dobio 1 bod za uvjete ne mora nuzno zapisati uvjet ¢ > 6, niti je nuzno da
uvjete navodi na pocetku rjesavanja. Dovoljno je da u tijeku rjesavanja jasno koristi
¢injenicu da su dane veli¢ine m, n, ¢ cijeli brojevi (nenegativni) i da je m < n.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
14. ozujka 2025.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.
Koliko ima kompleksnih brojeva z kojima su realni i imaginarni dio cijeli brojevi i za
koje vrijedi

Im(2? + 1) > 2(Im 2)?

|z — 1] <37

Rjesenje.
Neka je z =z + yi. Tada je

= -y +22yii 2+ 1 =2 -y + 14 2y 1 bod
Tada nejednakost Im(z? 4+ 1) > 2(Im 2)? prelazi u 2xy > 2y*, odnosno y* —zy < 0. Iz 1 bod
y(y — z) < 0 slijede dvije moguénosti 1 bod

y<0 ... Jy=0
{y}x lh{ygx’ (%)

sto je u koordinatnom sustavu dio ravnine izmedu osi x i pravca y = x. 2 boda

Druga nejednakost |z —i| < 3 za z = x + yi prelazi u nejednadzbu 2% + (y — 1)? < 9,
sto je u koordinatnom sustavu otvoreni krug sa sredistem S(0, 1) i polumjerom r = 3. 1 bod

Trazeni skup tocaka prikazan je na sljedecoj slici.

2 boda
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Zatocke (x,y) s cjelobrojnim koordinatama koje su unutar danog kruga vrijedi —3 < x < 3,

—2 < y < 4. Sa skice i direktnom provjerom uvjeta iz (x) dobivamo 10 tocaka s cjelo-

brojnim koordinatama koje pripadaju skiciranom skupu. Dakle, trazenih kompleksnih

brojeva ima 10. 2 boda

Napomena: Ucenik moze i bez geometrijskog prikaza trazenog skupa kompleksnih bro-
jeva doci do rjesenja. Nakon navodenja svih uvjeta za x i y moze direktnom provjerom
tih uvjeta ispisati sve trazene uredene parove cijelih brojeva. U tom slucaju treba
dodijeliti sve predvidene bodove ako je jasno da je proveden postupak provjere uvjeta.

Napomena: Zadatak se moze rijesiti i koristeci trigonometrijski zapis kompleksnog broja
z = r(cosp + ising), ¢ € [0,27). Prva se nejednadzba tada svodi na nejednadzbu
r?sin(2p) = 2r?sin? ¢ (2 boda), iz koje slijedi:

sinp =0 . sinp <0
{ cos p = sinp il { cos p < sing (1 bod), (+)

5
0.3 v 5]
Pripadni kompleksni brojevi z su dakle u Gaussovoj ravnini izmedu osi z i pravca
y = z (2 boda). Druga nejednadzba u Gaussovoj ravnini ponovno odreduje otvoreni
krug polumjera r = 3 sa sredistem u tocki S(0, 1) (1 bod). Daljnji postupak i bodovanje
je isto kao u navedenom rjesenju.

Rjesavanjem ovih sustava nejednadzbi za argument se dobije ¢ €

Zadatak B-4.2.

Odredi koordinate sredista i polumjer kruznice koja dira os x, pravac s jednadzbom
y = v/3z i kruznicu s jednadzbom (x — 104/3)? + (y — 10)? = 25.

Rjesenje.

Skica

Neka trazena kruznica k ima srediste u tocki S(p, ¢) i polumjer r. Buduéi da kruznica
k dira zadani pravac i os x, njezino je srediSte od zadanog pravca i osi x udaljeno za
r te se nalazi na simetrali kuta ¢ = <AOB kojeg zadani pravac zatvara s pozitivnim
smjerom osi . 1 bod
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Kako je tg o = /3, ¢ = 60°, slijedi da je tg £ =tg30° = ? = %. (%).
Zbog uvjeta da kruznica k dira zadanu kruznicu (z — 10v/3)? + (y — 10)? = 25 vrijedi
da je |S1S| = r + 5, odnosno (10v/3 — p)? + (10 — ¢)? = (r + 5).

Kako je ¢ = r i zbog (%) je p = v/3¢, prethodna jednakost prelazi u jednadzbu s jednom
nepoznanicom. Slijedi redom:

(10v3 — v/39)* + (10 — ¢)* = (¢ + 5)°
4(10 - ¢)* = (¢ +5)*.
Tada je 2(10 — q) = ¢+ 5 ili 2(10 — ¢) = —g — 5, odnosno ¢; = 51 ¢z = 25.

Tada je p; = 5v/3 1 ps = 25v/3. Dakle, trazena kruznica moze imati srediste u tocki
S1(5v/3,5) i polumjer r; = 5 ili u tocki S5(25v/3,25) i polumjer ry = 25.

Zadatak B-4.3.
Brojevi ay, as, as, ... Cine aritmeticki niz, pri cemu je a; # ao. Tri ¢lana istoga
niza, ag, as i ag, ¢ine geometrijski niz tim redoslijedom. Odredi najmanje moguce
pozitivne cijele brojeve k i [ za koje i brojevi as, ax, a; takoder ¢ine geometrijski niz
tim redoslijedom.
Rjesenje.
Neka je prvi ¢lan aritmetickog niza a i neka je d njegova razlika. Tada je opéi ¢lan tog
niza jednak a, = a + (n — 1)d. Za geometrijski niz as, as, ag vrijedi redom
(a+4d)* = (a + d)(a + 8d)
a® + 8ad + 16d* = a® + 9ad + 8d”
ad = 8d°.

Kako je prema uvjetima zadatka d # 0 slijedi da je a = 8d.

Tada je op¢i ¢lan zadanog niza jednak
a, =8d+ (n—1)d = (7+n)d. (%)

Za geometrijski niz as, ax, a; vrijedi a; = a3 - a;, 3 < k < [ pa primijenimo li (%) dobit
¢emo
(7+ k)*d®> = 10d(7 + 1)d
(7+k)* =10(7+1).

Zakljucujemo da 7 + k mora biti visekratnik od 10.
Za k = 3 dolazimo do suprotnosti s uvjetom 3 < k < [.

Za k = 13 slijedi | = 33 sto zadovoljava uvjet zadatka. Stoga su trazeni brojevi k = 13,
[ = 33.
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Zadatak B-4.4.

Na skupu realnih brojeva definirana je funkcija

B 1

o 14+ a1+ —2r + 1
Odredi f(1) + f(2) +--- + f(2025).

/()

Rjesenje.

Faktorizirajmo izraze pod korijenom u nazivniku zadane funkcije:

1 1
x) = = :
/@) Vat+2e+ 1+ Va2 -1+ V22— 20 +1 \f’/(a:+1)2+{’/(:c—l)(x+1)+\?/(:c—1)2
1 bod
v 1—vr—1
Prosirivanjem razlomka s Vot Ve dobit ¢emo u nazivniku razliku kubova:
vr+1—Jr—1
fa) = vVr+1— o —1 V41—V -1
(\3/(x+1)2+\?’/(a:—l)(m+1)+\‘°/(x—1)2) (x?/x%—l—\?/x—l) (z+1)—(z—-1)
2 boda
Konacno, zadana funkcija ima sljedeci oblik:
L 5
f(x)zi(\/x—l—l—\/x—l) 1 bod
Uvrstavanjem redom brojeva 1, 2, ..., 2025 za z slijedi niz jednakosti:
2f(1) =v2- 0
2f(2) =V3-V1
2f(4) = V4 -2
2£(2023) = V2024 — v/2022
21(2024) = /2025 — /2023
2£(2025) = v/2026 — v/2024 3 boda
Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo
2(f(1) + f(2) + -+ f(2025)) = /2026 + /2025 — /1.
Stoga je trazeni zbroj jednak
1
F) 4+ f(2) 4+ -+ f(2025) = 5(\3/2026 + v/2025 — 1). 3 boda
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Zadatak B-4.5.
Rijesi jednadZbu 27 + 1 = (x + 1)” u skupu kompleksnih brojeva.

Rjesenje.
Ako desnu stranu zadane jednadzbe raspisemo po binomnoj formuli dobit ¢emo
a' 4+ 1=2a"+72° + 212° + 352" 4 352° + 212” + Tz + 1. 1 bod
Nakon toga ¢emo zapisati jednadzbu u pogodnijem obliku kako slijedi:
725 + 212° + 352 4+ 352° +- 212 + 7w =0 /: 7
2%+ 32° + 52t + 523 + 322+ =0
v (2° + 32" + 52® + 52® + 3r + 1) = 0. 1 bod
Zakljuc¢ujemo da je jedno rjesenje jednadzbe x1 = 0. 1 bod
Preostala ¢emo rjesenja dobiti rjesavanjem simetri¢ne jednadzbe 5. stupnja
2° + 32 4+ 52° + 522 +3r +1=0.
Ona se moze napisati u obliku
(z° +2* + 22%) + (22° + 32° + 32%) + (22 + 32+ 1) =0
iz Cega slijedi da je

e r+ 1)+ 2032+ 1) + 323 (x + 1)+ 22+ 1)(x + 1) =0,

odnosno

(z + 1) (2* +22° + 32° + 22 + 1) = 0. 2 boda
Tada je x +1 = 01ili 2* + 223 + 322 + 22 +1 = 0. Iz 2 + 1 = 0 slijedi drugo rjeSenje
To = —1. 1 bod

Preostaje jos rijesiti simetri¢nu jednadzbu ¢etvrtog stupnja o + 222 + 322+ 22 +1 = 0.
Faktorizirajmo izraz s lijeve strane:

ot +22° + 327 + 20 + 1= (2" + 2* + 1) + (22° + 22° + 27)
= (" +22* +1—-2°) +22(2* + . + 1)
=((@*+1)? -2 +20(z* + o +1)
=@ —z+ D)@ +z+1) +22(z° +2+1)
=@ +r+D)(@*—2+14+27) = (2> +1+1)> 2 boda

1 V3. 1 V3,

Zakljucujemo da su preostala rjesenja jednaka 34 = 5T 5 b 56 =5 + - ¢ 2 boda
Napomena: Ucenik moze do¢i do rjeSenja simetricne jednadzbe petog stupnja xo = —1

na bilo koji nacin, druké¢ijim raspisom ili pogadanjem. Navodenje tog rjesenja donosi

1 bod, a toc¢na faktorizacija polinoma 2 boda.

Takoder, ako se simetri¢na jednadzba cetvrtog stupnja toc¢no rijesi na neki drugi nacin,
postupak se isto boduje s 2 boda plus 2 boda za rjesenja.
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