ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
5. razred — osnovna skola
14. ozujka 2025.

Ako ucenik ima drukdiji postupak rjeSavanja zadatka, Povjerenstvo treba i taj postupak bodovati

i ocijeniti na odgovarajuci nacin.

Zadatak 0S-5.1.

Tena je zamislila tri prirodna broja. Odredi sva tri broja ako je poznato sljedece:

e prvi je broj najmanji parni cetveroznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama
e drugi je broj najveci ¢etveroznamenkasti broj s razli¢itim neparnim znamenkama
koji nije djeljiv s tri

e treci je broj jednak zbroju tri ¢etvrtine prvoga i ¢etiri sedmine drugoga broja.

Rjesenje.
Kako bi prvi broj bio najmanji cetveroznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama,
znamenke tisucica, stotica i desetica redom su 1, 01 2.

Znamenka jedinica mora biti 4 kako bi trazeni broj bio paran, pa je prvi broj 1024.

Zatim, kako bi drugi broj bio najveci ¢etveroznamenkasti broj s razli¢itim neparnim
znamenkama, znamenke tisuéica, stotica i desetica redom su 9, 7 i 5.

Kako je 9+ 7+ 5 = 21, znamenka jedinica ne smije biti 3 jer drugi broj nije djeljiv s
3, pa mora biti 1. Dakle, drugi broj je 9751.

Odredimo jo§ treéi broj. Cetvrtina prvog broja je 1024 : 4 = 256, pa tri Getvrtine prvog
broja iznose 256 - 3 = 768.

Sedmina drugog broja iznosi 9751 : 7 = 1393, pa cetiri sedmine drugog broja iznose
1393 - 4 = 5572.

Konacno, treci je broj 768 + 5572 = 6340.
Napomena: Ako su pogresno odredeni prvi ili drugi broj, pri odredivanju tre¢ega broja
uceniku se, od predvidena 3 boda, dodjeljuju najvise 2 boda na sljede¢i nacin: 1 bod za

odredivanje tri cetvrtine prvog broja ako je prvi broj djeljiv s 4, te 1 bod za odredivanje
cetiri sedmine drugog broja ako je drugi broj djeljiv sa 7.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Zadatak 0S-5.2.

Astra i Gea rjesavale su ispit iz astronomije. Za svaki zadatak s toénim odgovorom
daje se isti broj bodova. Za svaki zadatak bez odgovora oduzima se isti broj bodova.
Za svaki zadatak s netocnim odgovorom oduzima se dvostruko vise bodova nego za
zadatak bez odgovora. Gea je u svim zadatcima dala to¢ne odgovore i postigla 120
bodova. Astra je postigla ukupno 20 bodova te je dijagramom prikazano koliko je imala
tocnih i neto¢nih odgovora te na koliko zadataka nije dala odgovor. Koliko se bodova
oduzima za svaki zadatak bez odgovora?

QS = N W s

tocan odgovor netocan odgovor bez odgovora

Prvo rjeSenje.

Na ispitu iz astronomije bilo je ukupno 5+ 3 4+ 4 = 12 zadataka.

Za svaki se zadatak s to¢nim odgovorom daje 120 : 12 = 10 bodova.
Astra je imala 5 to¢nih odgovora, pa je za njih dobila 5 - 10 = 50 bodova.

Kako je postigla ukupno 20 bodova, 50 — 20 = 30 bodova je izgubila na netoc¢ne
odgovore i zadatke bez odgovora.

Kako je na tri zadatka dala neto¢an odgovor i na jos cetiri nije odgovorila, za svaki
netocan odgovor oduzima se manje od 10 bodova. Broj bodova koji se oduzimaju za

netocan odgovor mora biti paran; 2, 4, 6 ili 8 bodova.

U tim sluc¢ajevima bi se za zadatak bez odgovora oduzimalo redom 1, 2, 3 ili 4 boda.
bodovi koji se oduzimaju za neto¢an odgovor 2 4 6 8
bodovi koji se oduzimaju za zadatak bez odgovora 1 3 4
ukupno se oduzima Astri za netoéne odgovore 6 12 18 24
ukupno se oduzima Astri za zadatke bez odgovora 4 8 12 16
ukupno se oduzima Astri 10 20 30 40

nemogucée | nemoguce | moguce | nemoguce

Za svaki zadatak bez odgovora oduzimaju se 3 boda.

Napomena: Za posljednja 3 boda potrebno je pokazati da je rjesenje jedinstveno, tj.
da nema drugih rjesenja. To se moze argumentirati uo¢avanjem rasta (pada) ukupnog
broja bodova koji se oduzimaju Astri s obzirom na rast (pad) broja bodova koji se
oduzimaju. Ucenik moze i pretpostaviti da je broj bodova prirodan broj (kao Sto
je prikazano tablicom). Tada se za navedena tri nemoguéa sluc¢aja dodjeljuju 2 boda
(1 bod za dva, 2 boda za sva tri slucaja), a 1 bod dodjeljuje se za moguci slucaj, odnosno
rjesenje zadatka.
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Drugo rjeSenje.

Na ispitu iz astronomije bilo je ukupno 5+ 3 + 4 = 12 zadataka.

Za svaki se tocan odgovor daje 120 : 12 = 10 bodova.

Astra je imala 5 to¢nih odgovora, pa je za njih dobila 5 - 10 = 50 bodova.

Neka je N broj bodova koji se oduzimaju za netoc¢an odgovor, a X broj bodova koji se
oduzimaju za zadatak bez odgovora.

Astra je postigla 20 bodova, pa je broj bodova koje je izgubila za neto¢ne odgovore ili
zadatke bez odgovora 30.

Odnosno
3-N+4-X =30,
te N =2 X.
Stoga,
6X +4X =30
10X = 30
X =3.

Za svaki zadatak bez odgovora oduzimaju se 3 boda.

Zadatak 0S-5.3.

Koliko ima prirodnih brojeva oblika 2025abc koji su djeljivi s 9, a ¢iji su ostatci pri
dijeljenju brojem 2 i brojem 5 medusobno jednaki?

Prvo rjeSenje.

Ostatak pri dijeljenju s 2 moze biti 1 ili 0, a ostatak pri dijeljenju s 5 moze biti 0, 1, 2,
3 ili 4. Ako ostatci moraju biti medusobno jednaki, tada su to ostatci 01 1.

I.slucaj

Ako je ostatak pri dijeljenju s 2 i s 5 jednak 0, zakljucujemo da je broj djeljiv s 10 i
posljednja je znamenka trazenoga broja ¢ = 0.

Broj je djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenaka djeljivs 9, paje 24+0+2+5+a+0+0 =
94+a+b, 9+a+be{9,18,27}, tj. a+b € {0,9,18}.

Ako je a+ b =0, tada je a = b = 0. Takav je jedan broj.

Ako je a + b =18, tada je a = b = 9. Takav je jedan broj.

Ako je a +b =09, tada je b =9 — a. S obzirom na to da a moze biti bilo koja od 10
znamenaka, takvih je deset brojeva.

II.slucaj

Ako je ostatak pri dijeljenju s 2 jednak 1, znamenka je ¢ neparna, tj. ¢ € {1,3,5,7,9}.
Ako je ostatak pri dijeljenju s 5 jednak 1, vrijedi ¢ € {1,6}.

Zakljuc¢ujemo da vrijedi ¢ = 1.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Broj je djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 9, pa je 24+0+2+5+a+b+1 =
10+a+0b, 10+a+be{18,27},tj. a+be {8,17}.

Ako je a4+ b =8, tada je b = 8 — a, pa a moze biti bilo koja znamenka osim 9. Takvih
je devet brojeva.

Ako je a+ b =17, takva su dva broja jerjea=8ib=9ilia=91b=38.
Ukupno trazenih brojeva oblika 2025abc ima 23.

Drugo rjeSenje.

Promatramo brojeve oblika 2025abc koji su visekratnici broja 9 te provjeravamo za-
dovoljavaju li uvjete zadatka, odnosno jesu li im ostatci pri dijeljenju brojem 2 i
brojem 5 medusobno jednaki. Najmanji je broj koji promatramo 2025000, najveci
2025999, a medu njima je 112 visekratnika broja 9 (to su brojevi oblika 2025000 + 9n
zan € {0,1,...,111}).

’ ‘ broj ‘ ostatak pri dijeljenju s 2 ‘ ostatak pri dijeljenju s 5 ‘ uvjeti zadovoljeni ‘
1 | 2025000 0 0 da
2 2025009 1 4 ne
3 2025018 0 3 ne
4 2025027 1 2 ne
5 2025036 0 1 ne
6 2025045 1 0 ne
7 2025054 0 4 ne
8 2025063 1 3 ne
9 2025072 0 2 ne
10 | 2025081 1 1 da
11 | 2025090 0 0 da
12 | 2025099 1 4 ne
13 | 2025108 0 3 ne
14 | 2025117 1 2 ne
15 | 2025126 0 1 ne
16 | 2025135 1 0 ne
17 | 2025144 0 4 ne
18 | 2025153 1 3 ne
19 | 2025162 0 2 ne
20 | 2025171 1 1 da
21 | 2025180 0 0 da
22 | 2025189 1 4 ne
109 | 2025972 0 2 ne

110 | 2025981 1 1 da
111 | 2025990 0 0 da
112 | 2025999 1 4 ne

Uvjete zadovoljavaju 1., 10. i 11., 20. i 21., ... te 110. i 111. broj u tome nizu.
Nakon prvoga broja imamo ukupno 11 parova, odnosno 22 broja.

Ukupno trazenih brojeva oblika 2025abc ima 23.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Zadatak 0S-5.4.

Na gradskome trgu postavljen je mozaik od jednakih ploc¢ica oblika pravilnoga Ses-
terokuta. U prvome je koraku na sredistu trga postavljena jedna bijela plocica. U
drugome su koraku oko nje postavljene crne plocice, njih Sest. U tre¢emu su koraku
oko njih postavljene bijele plocice itd. U svakome su sljede¢em koraku oko prethodno
postavljenih ploc¢ica postavljene plocice druge boje, naizmjence bijele i crne boje. Slika
prikazuje izgled mozaika nakon pet koraka.

Postupak je nastavljen na opisani nacin dok nije provedeno ukupno 2025 koraka. Time
je mozaik dovrsen. Za koliko je broj bijelih plocica u gotovome mozaiku veéi od broja
crnih plocica?

Prvo rjeSenje.

U prvome je koraku jedna bijela plocica, u tre¢emu je dodano 12 = 2 - 6, a u petomu
24 = 4 - 6 bijele plocice.

Broj je bijelih ploc¢ica u 2025. koraku

142-6+4-64+6-6+...+2024-6.

U drugom je koraku oko prve bijele dodano 6 = 1 -6, a u ¢etvrtome 18 = 3 - 6 crnih
plocica.

Broj je crnih plocica u 2025. koraku

1-64+3-6+5-6+...42023-6.

Razlika je broja bijelih i broja crnih plocica:
1+(2-1)-64+(4-3)-64+(6—5)-6+...4 (2024 —2023) -6 =

=141012-6 = 6073.

Napomena:

Ucenik moze izracunati ukupan broj bijelih plocica (6150937),
broj crnih ploéica (6144864),

a zatim odrediti njihovu razliku (6073).
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Drugo rjeSenje.

U drugome koraku dodano je 6 crnih, u treéem 12 bijelih, u cetvrtome 18 crnih, a u
petom 24 bijelih plocica.

U svakomu koraku nakon drugoga broj je dodanih plocica za 6 vec¢i od broja doda-
nih plo¢ica u prethodnome koraku. Stoga je razlika broja zadnje dodanih bijelih i
prethodno dodanih crnih plocica uvijek 6.

Crne i bijele plocice nakon prvog koraka dodavane su naizmjence 2024 puta (1012 puta
bijele, a 1012 puta crne),

Sto znaci da je broj bijelih za 1012 - 6 = 6072 veé¢i od broja crnih plocica.

Nakon dodavanja jedne bijele plocice iz prvoga koraka u gotovome mozaiku ukupan
broj bijelih plocica vedi je od ukupnoga broja crnih plocica za 6072 4+ 1 = 6073.

Zadatak 0OS-5.5.

Na veliki papir zalijepljeni su kvadrati ABCD, EFGH i IJK L, kao sto je prikazano
na slici. Stranica kvadrata ABC'D dva je puta dulja od stranice kvadrata EFGH.
Stranica kvadrata IJKL tri je puta dulja od stranice kvadrata FFGH. Tocke u
kojima se sijeku rubovi kvadrata tocke su P, R, S i T. Presjek kvadrata ABCD
i IJKL kvadrat je TJPD povrsine 9. Presjek kvadrata I[JKL i EFGH kvadrat je
ISGR povrsine 25. Ako je opseg lika ABCPKLRHEF ST jednak 280, odredi povrsinu
toga lika.

B A
F E
J.|T S I
C D
P
G [ H
K L
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Prvo rjeSenje.
Kvadrat kojemu je povrsina 9 ima stranicu duljine 3, a kvadrat kojemu je povrsina 25
ima stranicu duljine 5. 1 bod

Rub lika ABCPKLRHFEFST sastoji se od tri dijela, kao sto je prikazano na donjoj
slici.

Neka je x duljina stranice kvadrata EFGH. Tada su duljine stranica kvadrata ABC'D
i IJKL redom 2z i 3z.

Opseg lika ABCPKLRHEFST jednak je zbroju:
o opsega kvadrata FFGH umanjenoga za duljine dviju stranica kvadrata cija je
povrsina 25, odnosno 4x — 10 1 bod

o opsega kvadrata ABC'D umanjenoga za duljine dviju stranica kvadrata cija je
povrsina 9, odnosno 4 - 2x — 6 =8z — 6 1 bod

« opsega kvadrata [JKL umanjenoga za duljine dviju stranica kvadrata ¢ija je
povrsina 9 i duljine dviju stranica kvadrata ¢ija je povrsina 25, odnosno 4-3z—16 =
122 — 16, 2 boda

tj. opsega sva tri kvadrata umanjenoga za 32

4r — 10 + 8z — 6 + 122 — 16 = 280

24x — 32 =280
24x = 312
x = 13. 2 boda
Povrsina lika ABCPKLRHEF ST jednaka je zbroju povrsina kvadrata EFGH, ABC'D
i IJKL umanjenom za 9 + 25 = 34, 1 bod
P=13-13426-26+39 -39 — 34 =169 4 676 + 1521 — 34 = 2332. 2 boda

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025. 7/30



Drugo rjeSenje.

Kako je presjek kvadrata EFGH i IJK L kvadrat ¢ija je povrSina 25, odnosno ¢ija je
stranica duljine 5, zaklju¢ujemo da duljina stranica kvadrata EFGH mora biti veca

od 5.

Rub lika ABCPKLRHFEFST sastoji se od tri dijela, kao Sto je prikazano na donjoj
slici.

w

Kakoje5+5+34+3+3+3+4+5+5=32, opseg lika ABCPKLRHEFST jednak je
zbroju opsega sva tri kvadrata umanjenom za 32.

Do rjesenja se moze doéi promatranjem opsega kvadrata i opsega trazenoga lika.

duljina stranice kvadrata opseg kvadrata opseg lika

EFGH | ABCD | IJKL | EFGH | ABCD | IJKL | ABCPKLRHEFST
6 12 18 24 48 72 112 premalo
7 14 21 28 56 84 136 premalo
12 24 36 48 96 144 256 premalo
13 26 39 52 104 156 280 v
14 28 42 56 112 168 304 previse
15 30 45 60 120 180 328 previse

Zakljuc¢ujemo da je duljina stranice kvadrata EFGH jednaka 13.

Povrsina lika ABCPKLRHEF ST jednaka je zbroju povrsina kvadrata EFGH, ABC'D
i IJKL umanjenom za 9 + 25 = 34, odnosno

P=13-13426-26439-39 — 34 = 169 4+ 676 + 1521 — 34 = 2332.

Napomena: Kako bi uc¢eniku bila dodijeljena 4 boda za tablicu, potrebno je pokazati da
je rjesenje jedinstveno, tj. obrazloziti kako nema drugih rjesenja. Jedinstvenost rjesenja
moze se argumentirati uocavanjem rasta (pada) opsega s obzirom na rast (pad) duljina
stranica kvadrata. Ucenik moze i ispisivati slucajeve kada je stranica prvoga kvadrata
manja (veéa) od 13, te na taj na¢in argumentirati smanjenje (povecanje) opsega.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
6. razred — osnovna Skola
14. ozujka 2025.

Ako ucenik ima drukdiji postupak rjeSavanja zadatka, Povjerenstvo treba i taj postupak bodovati
i ocijeniti na odgovarajuci nacin.

Zadatak 0S-6.1.
Marko je s balkona pustio loptu da pada prema ravnome tlu. Nakon svakoga odbijanja
od tla lopta odsko¢i i dosegne — prethodne visine. Ako je u tre¢emu odskoku dostigla

visinu od 80 cm, odredi u metrima duljinu ukupnoga puta koji ¢e lopta prijeé¢i od
trenutka kad ju je Marko ispustio do trenutka kad peti put dodirne tlo.

Prvo rjeSenje.

2
Lopta je u treéemu odskoku dosegnula visinu od 80 cm, Sto je R visine s koje je pala.

80:2 =200 ili > ie80
Do = ili -

5 5 1°
1

5
2 56 200.
5 ¢

U tre¢emu je padu pala s visine od 200 cm. 2 boda
2
U drugome je odskoku dosegla visinu od 200 cm, sto je v visine s koje je pala.

2 2
200 : s = 500 ili = je 200
L 100
— je
5 J
5
— je 500.
5 ¢
U drugome je padu pala s visine od 500 cm. 2 boda
2
U prvome je odskoku dosegla visinu od 500 c¢m, sto je £ visine s koje je pala.
2 2
500 : — =1250 ili = je 500
5 5
1
— je 250
5 1

5
- Je 1250.
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Lopta je na pocetku pala s visine od 1250 cm.

U cetvrtome je padu pala s visine od 80 cm.

U cetvrtome je odskoku dosegnula visinu od g od 80 = 32 cm, sto odgovara i duljini
pada kad peti put dodirne tlo.

Ukupna duljina puta iznosi 1250 4+ 2 - 500 4+ 2 - 200 4+ 2 - 80 + 2 - 32,

tj. 2874 cm.

U metrima duljina puta iznosi 28.74 m.

Drugo rjeSenje.

Neka je x visina s koje je Marko ispustio loptu.

2 2
U prvome odskoku lopta je dosegla visinu R od x, odnosno gx

4
U drugome odskoku je dosegla visinu — od -z, odnosno - - -z = —=.
D 5 5 5 25
, . . 2 4 8
U tre¢emu odskoku je dosegla visinu — od —=x, odnosno — - —x = —ux.
5 25 5 25 125

8
Uvrstavanjem dobivamo jednadzbu 958 = 80, ¢ije je rjesenje x = 1250.
Marko je ispustio loptu s visine od 1250 cm.

2
U prvome je odskoku dosegnula visinu od E 1250 = 500 cm, Sto odgovara i duljini

pada kad drugi put dodirne tlo.

U drugome je odskoku dosegla visinu od i -500 = 200 cm, sto odgovara i duljini pada
kad treé¢i put dodirne tlo.

U tre¢emu odskoku lopta je dosegla visinu od 80 cm (kako je zadano zadatkom), pa je
u cetvrtome odskoku dostigla visinu od R od 80 = 32 cm, sto odgovara i duljini pada
kad peti put dodirne tlo.

Ukupna duljina puta iznosi 1250 4+ 2 - 500 + 2 - 200 + 2 - 80 4 2 - 32,

tj. 2874 cm.

U metrima duljina puta iznosi 28.74 m.

Zadatak 0S-6.2.

Neka je ABCD kvadrat duljine dijagonale 10 ¢cm. Pravokutnici ACEF, AKLC),
BDGH i BMND sukladni su i dulja stranica im je za 60 % dulja od stranice du-
ljine 10 cm. Unija tih cetiriju pravokutnika lik je u obliku kriza. Odredi opseg i
povrsinu toga lika.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Rjesenje.

Skica
E N
[ ]
F S o M
D C
10) R
A B
G P L
H K

Vrijedi [AC| = |KL| = |FE| = |BD| = |GH| = |[MN| = 10 cm

Dulja stranica pravokutnika iznosi 1.6 - 10 = 16 cm.

Opseg — prvi nacin:

|AK| = |CL| = |AF| = |CE| = |BH| = |DG| = |BM| = |DN| = 16 cm.
|AP| =5cmi |[AK| =16 cm pa je |[PK| =16 —5= 11 cm.
|PK|=|RL|=|OF|=|SE| =|PH| =|0OG|=|RM|=|SN| =11 cm.
Opseg lika iznosi 8 - 11 +4 - 10 = 128 cm.

Opseg — drugi nacin:
Pravokutnici su na slici sukladni, a opseg svakoga od njih je 2- 10+ 2-16 = 52 cm.
Zbroj je opsega tih cetiriju pravokutnika 4 - 52 = 208 cm.

Da bismo dobili opseg lika koji je unija ta cetiri pravokutnika, moramo oduzeti cetiri
duljine dijagonale kvadrata ABC'D i opseg kvadrata OPRS.

Opseg lika iznosi 208 —4 - 10 — 4 - 10 = 128 cm.

Povrsina — prvi nadin:

Povrsinu lika mozemo izracunati zbrajanjem povrsine kvadrata OP RS i c¢etiri sukladna
pravokutnika PK LR, RMNS, SEFO i OGHP.

Povrsina kvadrata iznosi 10 - 10 = 100 cm?.
Povr§ina pravokutnika iznosi 11 -10 = 110 cm?.
Povrsina lika iznosi 100 + 4 - 110 = 540 cm?.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Povrsina — drugi nacin:

Povrsinu lika mozemo izracunati zbrajanjem povrsina cetiriju sukladnih pravokutnika
AKLC, BMND, CEFA i DGHB, od ¢ega oduzmemo povrsinu kvadrata OPRS.

Povrsina kvadrata iznosi 10 - 10 = 100 c¢m?.
Povrsina pravokutnika iznosi 16 - 10 = 160 cm?.
Povrsina lika iznosi 4 - 160 — 100 = 540 cm?.

Napomena: Ako ucenik izracuna tocan opseg i povrsinu lika na nacin koji nije prikazan
u rjesenju, ali uz objasnjenje postupka, za svaki tocan izracun dobiva 3 boda za opseg,
odnosno 4 boda za povrsinu. Bez objasnjenja postupka tocan iznos opsega i povrsine
nose po 1 bod.

Zadatak 0S-6.3.

Na duZini AB, pocevsi od tocke A, odabrane su redom tocke C, D i E tako da je
_ 1 __ S

duzina C'D za 6 cm dulja od = duzine AC, duzina DE za 2 cm kraca je od 3 duzine

_ o 3 _ -

AC', a duljina duzine E'B jest 3 duljine duzine AC'. Kolika je duljina duzine AB ako

je udaljenost polovista duzina CD i EB jednaka 13 cm?

Rjesenje.

T —x+6 11—2 21
£ - e e
A c D E B
Neka je z = |AC].
Slijedi da je
|CD| = -x+6
|DE| = -z —2
3
EB| ==
EB| = Sx
1 . 1 3
z g:1:+6 5172 gl
£ - D em— a———
A c D E B

13 cm

N — 1 1
Udaljenost polovista duzina C'D i EB iznosi 3" |CD|+ |DE| + 3" |EB|.
Buduéi d "d'1 |CD|—1 (1 +6)—1 +3
ududi da vrijedi 5 =5 \g® =t

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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1 13 3
te = |EB| = = 2p = =
¢y [EBl=5 gv =17

1
nepoznanicu x racunamo iz jednadzbe Ex +3+ ix -2+ 1—656 = 13.

Dobivamo z = 16.
. 1 1 3
Slijedi |CD| :§x—|—6:2+6:8, |DE| zix—2:8—2:6, |EB| :§x:6.

Duljina duZine AB iznosi 16 + 8 + 6 4+ 6 = 36 cm.

Zadatak 0S-6.4.

Ana ima cetiri kuglice razli¢itih boja: plavu, crvenu, zelenu i zutu. Treba ih rasporediti
u kutije oznacene brojevima od 1 do 5 tako da su u jednoj kutiji najvise dvije kuglice.
Na koliko nac¢ina Ana moze rasporediti kuglice u kutije?

Rjesenje.

Imamo 3 slucaja: svaka je kuglica u svojoj kutiji, dvije su kuglice u jednoj kutiji i
preostale dvije su svaka u svojoj kutiji te su po dvije kuglice zajedno u kutiji.

1. slucaj: svaka je kuglica u svojoj kutiji.

Prvu kuglicu moze smjestiti u bilo koju od pet kutija, drugu kuglicu u bilo koju od
preostale cetiri kutije itd. Tada je broj mogucih rasporeda 5-4 -3 -2 = 120.

2. slucaj: dvije su kuglice u jednoj kutiji, a preostale su dvije svaka u svojoj kutiji.

Prvu kuglicu za prvu kutiju mozemo izabrati na 4 nacina, drugu na 3 nacina. To je
4 -3 = 12 nacina. Nije nam vazan poredak pa joS moramo podijeliti s 2. Dvije kuglice
koje ¢e biti zajedno u istoj kutiji mozemo izabrati na 4 - 3 : 2 = 6 nacina.

Za svaki od tih odabira moramo jos odabrati 3 kutije (za te dvije kuglice i preostale
dvije kuglice), a to ¢emo uciniti na 5 - 4 - 3 = 60 nacina.

Ukupan broj rasporeda u navedenome je slucaju 6 - 60 = 360.
3. slucaj: po dvije su kuglice zajedno u kutiji.

Primijetimo da je dovoljno odrediti broj na¢ina da za jednu kuglicu odaberemo s kojom
¢e kuglicom biti u kutiji jer je tada i preostali par odreden. Pritom nam nije bitan
poredak, tj. koji je par prvi, a koji drugi. Npr. za plavu kuglicu moze se odabrati na
tri nac¢ina s kojom ¢e kuglicom biti u kutiji, dakle, postoje 3 nacina za odabir dva para
kuglica.

Za svaki od tih odabira dvije kutije u kojima ¢e biti kuglice mozemo odabrati na
5 -4 = 20 nacina.

Dakle, ukupan broj raspreda u ovome je slucaju 3 - 20 = 60.

Konacno, broj svih moguéih rasporeda iznosi 120 + 360 + 60 = 540.

Napomena: Za prvi bod nije nuzno da sva tri slucaja budu navedena u istoj recenici,
ve¢ je dovoljno da ucenik razmatra navedena tri slucaja.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Napomena: U svakome od triju slu¢ajeva mozemo prvo prebrojiti broj nacina da raspo-
redimo kuglice koje ne razlikujemo, a nakon toga pridruzimo boje kuglicama. Redom
po sluc¢ajevima zapisujemo te brojeve kao umnoske: 5-24, 30-12, 10-6. Prebrojavanje
rasporeda kuglica iste boje daje rezultat 5+ 30410 = 45, koji uz objasnjenje nosi 5 bo-
dova (1 bod za slucajeve, po 1 bod za svaki slucaj, 1 bod za zbroj), a bez objasnjenja
2 boda. Ako ucenik taj rezultat pomnozi s 24 uz objasnjenje da na taj nacin odreduje
boje (pritom zanemarujuéi da u nekim slucajevima nije bitan poredak kuglica unutar
kutije) dobiva jos 1 bod. To¢no prebrojavanje nacina na koje mozemo pridruziti boje
nosi 1 bod u prvome slucaju, a po 2 boda u drugome i u tre¢emu slucaju.

Zadatak 0S-6.5.

Neka su a, b, c i d prirodni brojevi za koje vrijedi
a<b<c<d i V(a,b,cd)=120.

Najmanji od tih brojeva ima dva djelitelja, a svaki sljede¢i dva djelitelja vise nego
prethodni. Ako je jo§ poznato da vrijedi V(a,b) = b, V(a,c) = ¢, V(a,d) = d i
V(b,d) # d, odredi sve moguénosti za ¢etvorku brojeva (a, b, ¢, d).

V(a, b, c,d) je najmanji zajednicki visekratnik brojeva a, b, ¢ i d.

Prvo rjeSenje.

Brojevi a, b, ¢, d djelitelji su broja 120, pa se nalaze u skupu
{1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15, 20, 24, 30,40, 60, 120}.

Broj a ima dva djelitelja, pa je a € {2,3,5}.
Broj b ima Cetiri djelitelja, pa je b € {6,8,10,15}.
Broj ¢ ima Sest djelitelja, pa je ¢ € {12,20}.
Broj d ima osam djelitelja, pa je d € {24, 30,40}.

Iz uvjeta V(a,b) = b,V (a,c) = ¢, V(a,d) = d zaklju¢ujemo da je broj a djelitelj brojeva
b,cid. Iz uvjeta V(b,d) # d zakljucujemo da broj b nije djelitelj broja d.

Za a = 2 vrijedi b € {6, 8,10}, ¢ € {12,20}, d € {24, 30, 40}.

Kako b nije djelitelj broja d, za b = 6 jedina moguénost je d = 40, za b = 8 jedina
mogucénost je d = 30 i za b = 10 jedina je moguénost d = 24.

1 bod

2 boda

1 bod

1 bod

Rjesenja su uredene cetvorke (2,6, 12, 40), (2,6, 20, 40), (2, 8,12, 30), (2,8, 20, 30), (2, 10, 12, 24),

(2, 10,20, 24).
Za a = 3 vrijedi b € {6,15}, c =12, d € {24,30}.

Zbog uvjeta b < c jedina je moguc¢nost b = 6, ali tada ne postoji broj d koji nije djeljiv
sa 6. Ovaj slucaj nema rjesenja.

Za a =5 vrijedi b € {10,15}, ¢ = 20, d € {30,40}. Zbog uvjeta da broj b nije djelitel]
broja d, zakljuéujemo da je b = 15 i d = 40. Dobivamo rjesenje (5,15, 20, 40).

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Drugo rjeSenje.
Rastavimo broj 120 na proste faktore: 120 =2-2-2-3-5.

Iz rastava broja 120 na proste faktore i ¢injenice da broj a ima samo dva djelitelja,
zakljuéujemo da a moze biti 2, 3 ili 5.

1. slucéaj: a =2

Bududi da je V(a,b) = bi b ima 4 djelitelja, rastav broja b na proste faktore moze biti
2-3,2-51ili2-2-2.

Bududi da je V(a,c) = ci c ima 6 djelitelja, rastav broja ¢ na proste faktore moze biti
2-2-3ili2-2-5.

Buduéi da je V(a,d) = d i d ima 8 djelitelja, rastav broja d na proste faktore moze biti
2-3-5,2-2-2-31ili2-2-2-5.

Zadano je da je V' (b,d) # d, pa zaklju¢ujemo da mora biti
b=2-3=6id=2-2-2-5=140
b=2-5=10id=2-2-2-3=24ili
b=2-2-2=8id=2-3-5=30.

Imamo moguénosti V' (2,6, ¢,40) = 120, V(2,10,¢,24) = 120 i V(2,8,¢,30) = 120, pa
¢ u svim tim moguénostima moze biti 12 ili 20. Moguca su rjesenja: (2,6, 12,40),
(2,6,20,40), (2,10,12,24), (2,10, 20,24), (2,8,12,30), (2,8,20,30).

2. slucaj: a =3

Buduéi da je V(a,b) = bibima 4 djelitelja, rastav broja b na proste faktore moze biti
2-3ili 3-5.

Buduéi da je V(a,c) = ¢ i c ima 6 djelitelja, rastav broja ¢ mora biti 2 -2 - 3, to jest
c=12.

Buduéi da je V(a,d) = d i d ima 8 djelitelja, rastav broja d mora biti 2 -3 -5, to jest
d = 30. No, buduéi da mora vrijediti V' (b, d) # d, ovaj slu¢aj nema rjesenja.

3. slucaj: a =5

Bududi da je V(a,b) = bibima 4 djelitelja, rastav broja b na proste faktore moze biti
2-5ili 3-5.

Bududi da je V(a,c) = ¢ i ¢ ima 6 djelitelja, rastav broja ¢ mora biti 2 -2 - 5.

Bududi da je V(a,d) = d i d ima 8 djelitelja, rastav broja d mora biti 2-3-5ili 2-2-2-5.
Iz V(b,d) # d slijedi da mora bitib=3-5=15id=2-2-2-5 = 40.

U ovome slucaju dobivamo rjesenje (5,15, 20, 40).

Napomena: Svaka uredena cetvorka nosi 1 bod uz obrazlozenje, a ako ucenik nema
obrazlozenje, za svake dvije to¢no odredene uredene cetvorke ucenik dobiva po 1 bod.

Ako ucenik odredi svih sedam uredenih cetvorki, ali nema obrazloZenje zasto su to
jedine moguc¢nosti, moze dobiti najvise 4 boda.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.

1 bod

1 bod
1 bod

1 bod

1 bod

1 bod

2 boda

2 boda
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
7. razred — osnovna skola
14. ozujka 2025.

Ako ucenik ima drukdiji postupak rjeSavanja zadatka, Povjerenstvo treba i taj postupak bodovati

i ocijeniti na odgovarajuci nacin.

Zadatak OS-7.1.

Tri volontera za dva sata napune 40 vreca s pijeskom za obranu od poplave. Za ko-
liko bi sekunda 16 volontera napunilo 60 takvih vre¢a ako cijelo vrijeme rade istom
brzinom?

Prvo rjeSenje.
Tri volontera za dva sata napune 40 vreca.
Broj vrec¢a trebamo povecati s 40 na 60, tj. % puta.

Toliko ¢e se puta povecati i broj sati potrebnih da se vre¢e napune uz jednak broj

volontera: % -2 = 3. Dakle, tri volontera za tri sata napune 60 vreca.

Vise ¢e volontera isti broj vrec¢a napuniti za manje sati, odnosno broj volontera i po-

trebno vrijeme obrnuto su proporcionalne velic¢ine.

Ako broj volontera povecamo puta potrebno ¢e se vrijeme smanJm puta.
Dobivamo 3 : Q =3- 16 sati.

Jedan sat ima 3600 sekunda

Doblvamo = 3600 =9 - 225 = 2025 sekunda.

Dakle, 16 ¢e volontera za 2025 sekunda napuniti 60 vreca pijeskom.

Drugo rjeSenje.
Tri volontera za dva sata napune 40 vreca.
Ako svi volonteri rade istom brzinom, onda 1 volonter za 2 sata napuni = = 131 vreca.

Jedan sat ima 3600 sekunda.

3

0 vreéa za 7200 sekunda.

Dakle, jedan volonter napuni 2
Da bi napunio Jednu vrecu, Volonteru treba

7200 : 42 = 7200 - 2 = 180 - 3 = 540 sekunda (to je 9 minuta).

Za 60 vreca trebalo bi mu 540 - 60 = 32400 sekunda.

Ako posao obavlja 16 volontera, trebat ¢e im 16 puta manje vremena.
32400 : 16 = 2025

Dakle, 16 ¢e volontera za 2025 sekunda napuniti 60 vreca pijeskom.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Zadatak 0S-7.2.

Dunja, Visnja i Jagoda jele su voénu tortu. Dunja je pojela 20 % vise od Visnje, a
Jagoda 25 % manje od Dunje. Nisu sve mogle pojesti, pa je ostao komad torte. Da
je Dunja pojela 25 % vise, Visnja 20 % vise, a Jagoda 100 % vise od onoga $to je
pojela, ne bi ostalo nista. Koliki je udio torte svaka djevojcica pojela i koliko je ostalo?
Odgovore zapisi u obliku razlomka.

Rjesenje.

Oznac¢imo s x dio koji je pojela Visnja.

Dunja je pojela 20 % vise, znaci da je pojela 1.2z.

Jagoda je pojela 25 % manje od Dunje, znaci da je pojela 0.75 - 1.2x = 0.9z.
Da je Dunja pojela 25 % vise, pojela bi 1.25 - 1.2x = 1.5x.

Da je Visnja pojela 20 % vise, pojela bi 1.2z.

Da je Jagoda pojela 100 % vise, pojela bi 2 - 0.9z = 1.8x.

Zajedno bi pojele 1.5z + 1.2z + 1.8z = 1 (cijelu tortu).

Vrijedi 4.5z = 1, odnosno =z = ﬁ = %. Dakle, Visnja je pojela % torte.
Dunja je pojela 1.2 - % = % C2 = % torte.
Jagoda je pojela 0.9 - % = % . % = % torte
2 4 1 20 +24 418 62 28 14
Ostalo j 1—( — >:1—:1—::t te.
Sralo Je o 1575 90 90 90 45 ¢

Zadatak 0S-7.3.

Za prirodne brojeve a i b vrijedi
a+ab+b=441.
Odredi sve mogucénosti umnoska ab.

Prvo rjeSenje.
Vrijedi sljedeé¢i niz jednakosti:
a+ab+b=441
a+ab+b+1=442
bla+1)+a+1=442
(a+1)(b+1) =442

Broj 442 rastavljamo na proste faktore: 442 =2-13-17

Broj 442 mozemo prikazati kao umnozak dva prirodna broja na sljede¢e nacine:

442 =1-442=2-221=13-34 =17 - 26.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a < b jer se trazi umnozak ab.

Rastav 442 = 1-442 ne daje prirodne brojeve a i b, a iz ostalih rastava imamo sljedece
mogucénosti:

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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a=1,b=220, ab= 220 1 bod
a=12, b =33, ab = 396 1 bod
a =16, b= 25, ab = 400 1 bod

Drugo rjeSenje.
Vrijedi sljedeéi niz jednakosti:

a+ab=441—-1b
a(l+0b)=441—-b/: (1+b), b# —1

441 -0
1+
441 —b  —b—1+442 —(b+ 1)+ 442 N 442 3 bod
1+ b+1 b+1 b+1
Broj 442 rastavljamo na proste faktore: 442 =2-13 - 17. 2 boda

Broj 442 mozemo prikazati kao umnozak dva prirodna broja na sljedece nacine:
442 =1-442=2-221=13-34 =17 - 26. 2 boda

Broj b + 1 mora biti djelitelj broja 442 da bi a bio cijeli broj, ali, kako je a,b € N,
promatramo sljede¢e moguénosti:

b+1| b a ab
2 1 |220 | 220
221 | 220 1 | 220
13 12 | 33 | 396
34 33 | 12 | 396
17 16 | 25 | 400
26 25 | 16 | 400

Umnozak ab moze biti 220, 396 ili 400. 3 boda

Zadatak 0S-7.4.

Na produzetku stranice AB trokuta ABC preko vrha B oznadena je tocka A’ takva da
je |AB| = |BA’|. Na produZetku stranice BC trokuta ABC preko vrha C' oznacena je
tocka B’ takva da je |BC| = |CB’|, a na produZetku stranice C'A trokuta ABC preko
vrha A oznacena je tocka C’ takva da je |C'A| = |AC"|. Koliko je puta povrsina trokuta
A'B'C'" vecéa od povrsine trokuta ABC'?

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025. 18/30



Prvo rjeSenje.
Skica:

1 bod
Neka je toc¢ka D noZiste visine trokuta ABC iz vrha A na stranicu BC, a toc¢ka E
noziste visine trokuta BA'B’ iz vrha A’ na pravac BC.
Trokuti ABD i A’BE sukladni su pravokutni trokuti po poucku KSK 1 bod
jer vrijedi |[AB| = |BA/| 1 bod
i imaju dva para sukladnih kutova (pravi kutovi kod vrhova D i E te vr$ni kutovi s
vrhom B). 1 bod
Iz sukladnosti tih trokuta slijedi |AD| = |[EA’| = v,. 1 bod
Povrsina trokuta ABC' jednaka je
p _|BC|-|AD| a-v,
ABC — 9 - 92 )
1 bod
a povrsina trokuta BA'B’ je
BB'| - |EA 2a - v,
Ppap = | | 1EAT = = 2Pspc
2 2
1 bod
Na isti se nacin moze pokazati da je Popcr = 2Papc 1 Paracr = 2Papc. 2 boda
Povrsina trokuta A’B’C’ moze se izracunati kao zbroj povrsina trokuta ABC, BA'B’,
CB'C"i AAC’, odnosno vrijedi
Pypcr = Papo + Ppap + Poper + Parac = TPapc.
Prema tome, povrsina trokuta A’B’'C’ 7 je puta veca od povrSine trokuta ABC'. 1 bod
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Drugo rjeSenje.
Skica:

1 bod
Neka je tocka N noziste visine trokuta ABC iz vrha C na stranicu AB, a tocka D
noZiste visine trokuta BA’B’ iz vrha B’ na pravac AB. Nacrtamo duZinu C'E paralelnu
s DN tako da dobijemo pravokutnik DNCE.
Trokuti NBC i ECB’ sukladni su pravokutni trokuti po poucku KSK 1 bod
jer vrijedi |BC| = |C'B'| 1 bod
i imaju dva para sukladnih kutova (pravi kutovi kod vrhova N i E te kutovi s uspo-
rednim kracima <CBA i <B'CE). 1 bod

Iz sukladnosti tih trokuta slijedi |CN| = |B'E| = v..
Cetverokut DNCE pravokutnik je, pa je |OCN| = |ED| = v..
Iz toga slijedi da je |B'E| = |ED| = v,, pa je |B'D| = 2|CN| = 2uv.. 1 bod
Povrsina trokuta ABC' jednaka je

__|AB|-|CN| ¢,

Papc 5 7 1 bod

a povrsina trokuta BA'B’ je
/ /
Ppap = 541 2‘3 DI == .22% = 2Pspc
1 bod
Na isti se nac¢in moze pokazati da je Poprer = 2Papc i Paracr = 2Papce. 2 boda
Povrsina trokuta A’B’C’ moze se izracunati kao zbroj povrsina trokuta ABC, BA'B’,
CB'C"i AAAC’, odnosno vrijedi
Pypicr = Papo + Ppap + Poprer + Paracr = TPagc.

Prema tome, povrsina trokuta A’B’C’ 7 je puta veca od povrsine trokuta ABC. 1 bod
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Zadatak OS-7.5.

U tablicu s 3 retka i n stupaca treba upisati brojeve na sljedeé¢i nacin:

o u svakome od triju redaka moraju biti napisani svi prirodni brojevi od 1 do n,
e zbroj brojeva u svakome stupcu mora biti jednak.

a) Pokazi da n ne moze biti 10.
b) Odredi broj takvih rasporeda ako je n = 5.

Rjesenje.

a) Za n = 10 tablica bi imala 3 retka i 10 stupaca.

Ako bi u svakome retku bilo napisano prvih 10 prirodnih brojeva, zbroj svih
brojeva u tablici bio bi jednak 3-(14+2+344454+6+7+8+9+10) = 3-55 = 165.

Ako bi u svakome stupcu zbroj brojeva bio isti, onda bi zbroj u jednome stupcu
trebao biti 165 : 10 = 16.5.

To nije mogucée jer je zbroj tri prirodna broja prirodan broj.

b) Neka je n = 5. Jedan raspored koji zadovoljava uvjete iz zadatka je prikazan u
sljedecoj tablici.

112131415
3141512
o131 14]2

Zelimo pokazati da bilo kojom zamjenom poretka redaka i stupaca dobivamo druk-
Ciji zeljeni raspored. Promjenom poretka redaka dobivamo ukupno Sest razlic¢itih

rasporeda:
11213415 11213415 3141512
415112 51311 2 11213415
5013|1412 3141512 51311142
3141512 513111412 51311142
311142 11213415 3141512
1123415 3141512 11213415

U svakome od tih rasporeda mozemo promijeniti poredak stupaca tako da u pr-
vome retku raspored brojeva bude redom od 1 do 5. Te rasporede zovemo temelj-

nima:
11213145 11213145 112131415
3145|112 513 |1 2 51111213
513111412 3145|112 41215131
11213145 11213145 112131415
215131 31512 1 21411
4151112 512141113 315121411

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2025.
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Promijenimo li poredak stupaca u bilo kojemu od tih rasporeda, dobit ¢emo novi
zeljeni raspored. Svaka dva rasporeda koja se dobivaju na taj nacin su razlicita
jer ¢e im ili biti razlicit prvi redak ili im je prvi redak isti, ali su dobiveni od
razli¢itih temeljnih rasporeda.

Za svaki od temeljnih Sest rasporeda premjestanjem stupaca dobivamo
5-4-3-2-1=120
razli¢itih rasporeda, pa svih moguéih rasporeda ima 6 - 120 = 720.

Dokazimo da ne postoji nijedan drugi raspored koji zadovoljava uvjete zadatka.
Svakomu takvom rasporedu mozemo promijeniti poredak stupaca tako da je prvi
redak tablice popunjen redom brojevima od 1 do 5. Tvrdimo da na taj nacin
moramo dobiti jedan od Sest temeljnih rasporeda.

Ako bi u svakome retku bilo napisano prvih pet prirodnih brojeva, zbroj svih
brojeva u tablici bio bi jednak 3-(14+2+43+4+5) = 3-15 = 45. Da bi u svakom
stupcu zbroj bio isti, taj zbroj mora biti 45:5 = 9.

Taj se zbroj moze postic¢i na sljede¢e nacine:
14+3+5,1+4+4,2+2+5,2+3+413+3+3.

Mogu¢nost 3 + 3 + 3 mozemo eliminirati jer bismo njome iskoristili sva tri broja
3, a ostatak tablice ne bismo mogli po stupcima ispuniti koriste¢i se samo mo-
guénostima 1 +4+41 2424 5. Da bi svaki od brojeva u tablici bio zastupljen
tocno 3 puta, potrebno je dva puta iskoristiti moguénost 1 + 3 + 5 i po jednom
1+444,24+2+5124 3+ 4. Ostale moguénosti ne postoje.

Brojeve 1, 3 i 5 tada mozemo upisati u 1., 3. ili 5. stupac. Buduéi da tu trojku
mozemo iskoristiti dva puta, mozemo ih upisati na tri nac¢ina: u 1.1 3. stupac, u 1.
i 5. stupac ili u 3. i 5. stupac. Ostale stupce tada mozemo popuniti na jedinstven
nacin. Za svaki od ta tri nac¢ina zamjenom 2. i 3. retka dobivamo po dva slucaja,
sto daje tocno 6 temeljnih rasporeda.

Napomena: Rjesenje za n = 5 je zapisano na nacin kojim se naglasava dva dijela rjese-
nja. Prvi dio je opis i prebrojavanje svih tablica sa zeljenim svojstvom, a drugi dio je
dokaz da drugih takvih tablica nema. Ocekivano je da ¢e ucenici prvo odrediti zbroj
po stupcima i nacine na koje se taj zbroj moze posti¢i, te nakon toga analizirati na
koji nacin se tablica moze popuniti po stupcima, pri ¢emu ¢e sustavno po slucajevima
ispisati koji rasporedi su jedino moguéi i prebrojati rasporede po slucajevima. Kod
takvih pristupa po 1 bod nosi odredivanje zbroja po stupcima (9) i odredivanje svih
mogucénosti postizanja tog zbroja: 1 +3+5, 1+4+4, 24+2+4+5,24+3+4 i 3+3+3.
Ako bismo zapisali moguénosti kao uredene trojke dobili bismo sljedeéih 19 trojki:

(1,3,5), (1,5,3), (3,1,5), (3,5,1), (5,1,3), (5,3,1), (1,4,4), (4,1, 4), (4,4,1),

(2,2,5), (2,5,2), (5,2,2), (2,3,4), (2,4,3), (3,2,4), (3,4,2), (4,2,3), (4,3,2) i (3,3,3).

Analiza nacina na koji se trojke mogu medusobno kombinirati nosi 3 boda, a prebro-
javanje svih mogucih rasporeda 3 boda. Analiza rasporeda trojki po stupcima se moze
napraviti na vise nacina. Prikazujemo nekoliko nacina.
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Prvi nacéin. U prvom retku se mora nalaziti broj 1, pa u jednom stupcu moramo
imati jednu od trojki (1,3,5), (1,4,4) i (1,5,3). Bududi da u prvom retku mora biti i
broj 2, u nekom od stupaca moramo imati jednu od trojki (2,2,5), (2,5,2), (2,3,4) i
(2,4,3). Promotramo tri slu¢aja u ovisnosti o trojkama s brojem 1.

Prvi sluéaj. Ako je odabrana trojka (1,3,5), onda uz nju mozemo odabrati trojku
(2,5,2) ili (2,4,3). Ako odaberemo (2,5,2), onda u preostalim stupcima moramo
imati trojke (3,2,4), (4,4,1)1i (5,1, 3). Ako odaberemo (2,4, 3), onda moramo odabrati
(3,5,1), (4,1,4) i (5,2,2).

U drugom slucaju uz (1,4,4) mozemo odabrati (2,2,5) ili (2,5,2), te su ostali stupci
jednozna¢no odredeni. U tre¢em slucaju uz (1,5,3) mozemo odabrati (2,2,5) ili
(2,3,4), te su opet ostali stupci jednozna¢no odredeni.

Dakle, imamo tri sluc¢aja u kojem stupac s brojem 2 na prvom mjestu mozemo odabrati
na dva nacina, Sto daje Sest mogucénosti za odabir stupaca. Stupce mozemo rasporediti
nab-4-3-2-1=120 nacina, te ukupno imamo 720 rasporeda.

Drugi nac¢in. Ako bismo imali stupac s trojkom (3,3, 3), onda bi u drugim stupcima
mogli koristiti samo trojke koje nemaju u sebi broj 3. To su trojke koje odgovaraju
zbrojevima 2 + 2+ 51 14 4 + 4, ali takve trojke se mogu pojavljivati samo jednom
(jer bismo inace imali barem Cetiri puta u tablici broje 2 ili broj 4). Dakle, imali bismo
samo tri moguce trojke za pet stupaca, te ne bismo mogli popuniti cijelu tablicu.

Nadalje, ako se trojke koje odgovaraju zbroju 2 + 2 + 5 ne bi pojavljivale, onda bismo
morali imati tri puta trojku koja odgovara zbroju 1+ 3+ 5 (kako bismo u tablici imali
tri puta broj 5), te bismo tri puta morali imati trojku koja odgovara zbroju 2 + 3 + 4
(kako bismo imali tri puta broj 2). No, imamo samo pet stupaca, pa tako nije moguce
popuniti tablicu. Analogno zaklju¢ujemo da se mora iskoristiti to¢no jedna trojka koja
odgovara zbroju 1 + 4 + 4.

Slicno kao u prvom nacinu mozemo promatrati tri slu¢aja ovisno o odabiru jedne od
trojki (2,2,5), (2,5,2),(5,2,2), te se za svaki odabir pokazuje da mozemo odabrati
tocno dvije od trojki (1,4,4), (4,1,4) i (4,4,1), a da su odabiri trojki za preostale
stupce jednoznacno odredeni. Prebrojavamo kao u prvom nacinu.

Treéi nac¢in. Kao u drugom nac¢inu zakljucujemo da se ne moze pojaviti trojka (3, 3, 3).
Ako bismo imali tri trojke koje odgovaraju zbroju 1 + 3 4+ 5, onda bi u preostala dva
stupca morali biti samo brojevi 2 i 4, Sto nije moguce. Dakle, moramo imati barem
jednu trojku koja odgovara zbroju 2+ 3+ 4. Nije moguce imati tri takve trojke jer bi u
preostala dva stupca morali biti samo brojevi 1 i 5, a niti dvije takve trojke jer bismo
morali imati barem jednu trojku koja odgovara zbroju 2+2-+5 i tada bismo imali ¢etiri
puta broj 2 u tablici. Dakle, imamo to¢no jednu trojku koja odgovara zbroju 2+ 3+ 4
i tocno jednu trojku koja odgovara zbroju 2 + 2 + 5.

Ako odaberemo trojku (2,3,4), onda moramo odabrati trojku (5,2,2), te za ostale
stupce moramo odabrati (1,5,3), (3,1,5) i (4,4,1). Za svaku drugu od Sest trojki
koje odgovaraju zbroju 2 + 3 4+ 4 na isti nac¢in dobivamo da su svi stupci jednoznac¢no
odredeni. Stupce mozemo rasporediti na 120 nacina, pa ima 6 - 120 = 720 rasporeda.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
8. razred — osnovna Skola
14. ozujka 2025.

Ako ucenik ima drukdiji postupak rjeSavanja zadatka, Povjerenstvo treba i taj postupak bodovati
i ocijeniti na odgovarajuci nacin.

Zadatak 0S-8.1.

Odredi vrijednost izraza
(VI + I+ VIFDVE ~ 5~ VTTDWE 4T~ VTTD)WT ~ i+ VT )
za x =0.0b1y =>.

Prvo rjeSenje.

Mnozenjem prve i tre¢e zagrade uz primjenu formule za razliku kvadrata dobivamo

Vz + ) — (VT +9)?, 2 boda
odnosno
T+ 2\/xy+y—x—y. 1 bod
Analogno, mnozenjem druge i Cetvrte zagrade dobivamo x — 2,/xy +y —  — y. 3 boda
Zadani je izraz zato jednak
(x4+2ry+y—z—y)(z—2/xy+y—2x—y) =2/ry(—2/7Y), 1 bod
odnosno iznosi —4zy. 2 boda
Za x =0.051y = 5 vrijednost je izraza —4 - 0.05-5 = —1. 1 bod

Drugo rjeSenje.

Mnozenjem prvih dviju zagrada dobivamo
VI ST TP VT TGV T IV T T 1 97
a mnozenjem trece i cetvrte zagrade dobivamo

VI TN T T T~ PV T I~ aVT T IiVE I~/ + 5. 2 boda

Sredivanjem izraza dobivamo:

(z—y—2vay+y*— (x+y) (z—y+2vay+y> - (x +v)), 2 boda
odnosno
(—2y — 2/ zy + y?) - (—2y + 2/ 2y + ¥?). 1 bod
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Mnozenjem tih dvaju algebarskih izraza dobivamo:

= (—2y)° — 22y +y?)° 2 boda

= 4y* — day — 4y° 1 bod

= —dzy 1 bod
Za x =0.051y = 5 vrijednost je izraza —4-0.05-5 = —1. 1 bod

Zadatak 0S-8.2.

Duljina stranice pravilnoga Sesterokuta ABC'DFEF jest 8. Izracunaj povrsinu trokuta
DFG ako je tocka G sjeciste pravaca AB i CD.

Prvo rjeSenje.

Skica:
E D
F C
G
y B A
Velicina unutarnjega kuta pravilnoga Sesterokuta iznosi 120°. 1 bod
Trokut DEF jednakokracan je, pa je |[<DFE| = |[<EDF| = 180°-120° — 30°, 1 bod

Trokut DFG pravokutan je jer je

|<FDC| = |<EDC| — |<EDF| = 120° — 30° = 90°.

1 bod
Kutovi <GBC i <BCG vanjski su kutovi pravilnoga Sesterokuta, tj. |<GBC| =
|<BCG| = 180° — 120° = 60°, pa je trokut BGC jednakostranican. 2 boda
Stoga je |DG| = |DC| + |CG| = 16. 1 bod
Visina FH dijeli trokut DEF na dva sukladna trokuta koji predstavljaju polovicu jed-
nakostrani¢noga trokuta stranice duljine 8, pa je duljina duzine DF jednaka dvostrukoj
duljini visine toga jednakostrani¢nog trokuta, tj.
|IDF|=2-|DH| =23 =83, 2 boda
Povrsina trokuta DFG iznosi ‘DGB‘DF‘ = 16'3\/5 = 644/3. 2 boda
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Drugo rjeSenje.
Skica:

Veli¢ina unutarnjega kuta pravilnoga Sesterokuta iznosi 120°.

Kutovi <GBC i <BCG vanjski su kutovi pravilnog Sesterokuta, tj. |<GBC| =
|<<BCG| = 180° — 120° = 60°, pa je trokut BGC' jednakostranic¢an.

Povrsinu trokuta DFG izré¢unat ¢emo tako da od povrsine peterokuta AGDEF, koja
je jednaka zbroju povrsina pravilnoga Sesterokuta ABCDFEF i jednakostrani¢noga
trokuta BGC', oduzmemo zbroj povrsina trokuta DEF i AGF, tj.

Ppre = Papcper + Peac — Pper — Pagr = 6+ %ﬁ/g + %1/5 = 1123 — Pppr — Pacr.
Trokut DEF jednakokracan je, pa je |[<DFE| = |[<EDF| = 180°-120° — 309,

Visina EFH dijeli trokut DEF na dva sukladna trokuta koji predstavljaju polovicu
jednakostrani¢noga trokuta stranice duljine 8, pa je Pprp = 161/3.

Duzina F1T visina je trokuta AGE povudena iz vrha F.

Kako je |FI| duljina visine jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom duljine 8 ona iznosi
85 — 4/3.

Povrsina trokuta AGF iznosi

Povr§ina trokuta DFG je 112v/3 — 16v/3 — 32/3 = 64+/3.

|AG|-|FI| _ (JAB|+|BG|)-|FI| _ (8+8)-4vV3 _
Ll = 5 = BV — 32V/3.

Napomena: Ako ucenik povrsinu trokuta DF'G racuna tako da od povrSine petero-
kuta IGDFEF oduzme zbroj povrsina trokuta DEF i IGF, slijediti bodovnu shemu
navedenu u drugomu rjesenju.

Zadatak 0S-8.3.

Svako od polja tablice 3 x 3 treba obojiti u crvenu, bijelu ili plavu boju te u svako polje
treba upisati jedan od brojeva 1, 2 ili 3. Na koliko je razli¢itih nacina to moguce uciniti
tako da u svakome stupcu i svakome retku polja budu obojena s tri razli¢ite boje i u
njih budu upisana tri razli¢ita broja?
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Rjesenje.
Uoc¢imo da je broj nacina na koji mozemo obojiti tablicu jednak broju nacina na koji
mozemo upisati brojeve.

Odredimo broj nac¢ina na koje mozemo rasporediti brojeve 1, 2 i 3 u tablicu prema
uvjetu zadatka.

U prvome retku tablice brojeve mozemo rasporediti na 3 -2 -1 = 6 razli¢itih nacina.

Sljedeci redak tablice mozemo popuniti na dva razli¢ita nacina jer odabrani broj u
prvome stupcu drugoga retka ne smije biti isti kao broj u prvome retku i prvome
stupcu, a izbor preostala dva broja u drugome retku jednoznacno je odreden.

1123 1123
2

Posljednji redak tablice time je jednoznac¢no odreden.

Ukupan je broj moguéih rasporeda brojeva u tablici 6 - 2 = 12.

Sveukupan broj rasporeda boja i brojeva u tablici jednak je umnosku broja razlicitih
rasporeda boja i broja razli¢itih rasporeda brojeva.

Broj je razli¢itih nac¢ina popunjavanja tablice uz zadane uvjete 12 - 12 = 144.

Napomena: Ako ucenik sustavno ispise svih 12 rasporeda brojeva (boja) i time utvrdi
da ih ne postoji vise, za taj dio zadatka ostvaruje 6 bodova. To moze sustavno napraviti
na vise nacina, prikazat ¢emo jedan mogudi.

Najprije ispisimo sve dopustene rasporede s brojem 1 u prvome retku i prvome stupcu,

1123 11213 11312 11312
2131 112 2|1 1
31112 21311 31211 21113

potom ispisimo sve dopustene rasporede s brojem 2 u prvome retku i prvome stupcu,

21113 21113 21311 21311
11312 31211 1123 311
31211 11312 31112 11213

a na kraju ispiSimo sve dopustene rasporede s brojem 3 u prvome retku i prvome
stupcu.

31112 31112 31211 31211
1123 21311 1 1
2131 1123 21113 11312

Ako ucenik nesustavno ispise svih 12 rasporeda brojeva (boja) i ni na koji nac¢in ne
objasni zasto ih nema vise od 12, ostvaruje 4 boda od mogué¢ih 6 bodova za taj dio
zadatka.
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Zadatak 0S-8.4.

Duljina stranice jednakostrani¢noga trokuta ABC jest 18. Nad stranicom AB izvan
trokuta konstruirana je polukruznica. Tocka D pripada polukruznici i dijeli je u omjeru
2 : 1. Izracunaj udaljenost tocke C'i sjecista pravca DC' sa stranicom AB.

Prvo rjesenje.

Neka je tocka F poloviste stranice AB, tj. srediste polukruznice koja je nacrtana nad
stranicom AB, izvan trokuta, a tocka F sjeciste pravca C'D i stranice AB.

Skica:

Uocimo da je |EB| = |ED| = 9.
Tocka D dijeli kruznicu u omjeru 2:1 pa je |[<DEB| = 60°.

Zakljucujemo da je trokut EDB jednakostranican. S obzirom da su kutovi <CFA i
<DF B vrsni kutovi i [<FAC| = |<FBD| = 60° prema KK poucku o sli¢nosti trokuta
zakljucujemo je AAFC ~ ABFD.

o [AFL _ JAC| _ 18 _
Stogajeﬁ—@—?—2.

Vrijedi |AB| = |AF| + |FB| = 3|FB]|, iz ¢ega zakljucujemo da je 18 = 3|FB], tj.
|FB| = 6.

Slijedi |EF|=|EB|— |FB|=9—-6=3.

Trokut EFC pravokutan je trokut kojemu su katete duljina |[EF| i |CE]|.

DuZina CE visina je jednakostrani¢noga trokuta ABC, pa je |CE| = %‘/3 = 9/3.
Prema Pitagorinu poucku za pravokutni trokut £FC imamo:

|CF|? = |EF|*> +|CE|?

|ICF| =1/3%+ (9v3)2 = /252 = 6/7.

Udaljenost tocke C' i sjecista pravea DC' sa stranicom AB iznosi 6v/7.
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Napomena: Ako se ucenik umjesto slicnoséu trokuta AFC i BF D koristio slicnoséu
trokuta EDF i BCF te dobio (g4 = & = 2, |BE| = |BF|+|EF| = 3|EF|,9 = 3| EF|
tj. |E'F| = 3, treba ostvariti 3 boda kako je navedeno u bodovnoj shemi.

Drugo rjeSenje.

Kao u prvome rjesenju dokazujemo AAFC ~ ABFD. 4 boda
Iz AAFC ~ ABFD zaklju¢ujemo da je % =18_9 2 boda
C

Vrijedi:

CF| =|CD| — | DF|

CF| = |CD| - }|CF|

ICF| = 2|CD| 1 bod

Trokut ADB pravokutni je trokut s pravim kutom u vrhu D jer je obodni kut nad
promjerom kruznice pravi, pa prema Pitagorinu poucku imamo:

|ADJ? = |AB|* — |BD|?
|AD| = /182 — 92 = 9/3. 1 bod

Trokut ADC pravokutni je trokut jer je |[<DAC| = |<DAE|+ |<EAC| = 30° 4 60° =
90°, pa prema Pitagorinu poucku imamo:

|CDJ? = |AD|* + |AC|?

|CD| = /182 + (9v/3)2 = 9/7. 1 bod
Iz |CF| = 2|CD| slijedi |CF| = 6y/7. 1 bod
Udaljenost tocke C' i sjecista pravca DC' sa stranicom AB iznosi 64/7.
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Zadatak 0S-8.5.

Moze li zbroj prvih n prirodnih brojeva biti jednak zbroju kvadrata triju uzastopnih
prirodnih brojeva?

Rjesenje.

Zbroj je prvih n prirodnih brojeva

n (n+1)

Zbroj kvadrata triju uzastopnih prlrodmh brojeva, za m € N i m > 2 zapisujemo

(m—124+m*+(m+1*=m?*-2m+1+m?*+m?>+2m+1=3m* + 2.

Kako prirodni broj 3m? + 2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 2, razmotrimo slucajeve

mogucih ostataka broja

1.

n(n+l) + pri dijeljenju s 3.

Akojen = 3k, za k € N, onda je = T;H) = (3k+1) prirodan broj koji pri dijeljenju
s 3 daje ostatak 0.

. Akojen = 3k+1, k € Ny, onda je ™ "2+1) = (3k+1) (Bk+2) _ 9k2+29’f+2 = 3.3k'(§+1) +1
prirodan broj koji pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1

. Akojen = 3k+2, k € Ny, onda je (n+1) (3k+2) (3k+3) _ 9k2+;2k+6 3. 3k2+24k+2

prirodan broj koji pri dijeljenju s 3 daJe ostatak O

Ostatak pri dijeljenju zbroja prvih n prirodnih brojeva s 3 moze biti samo 0 ili 1, ¢ime
smo pokazali da zbroj bilo kojih prvih n prirodnih brojeva ne moze biti jednak zbroju
kvadrata triju uzastopnih prirodnih brojeva.

Napomena: Zbroj kvadrata triju uzastopnih prirodnih brojeva mozemo, za neki prirodni
broj m, zapisati i ovako:

m* + (m+1)> + (m + 2)?
=mi4+m?+2m+14+m>+4m+4
=3m*+6m+5
=3(m*+2m+1)+2

Daljnji se postupak nastavlja na prethodno opisani nacin.
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