6. HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA DJEVOJKE
Prvi dan
Zagreb, 22. veljace 2025.

Zadatak 1.

Neka su a, b, ¢ realni brojevi takvi da je a+b+c > 01iab+bc+ ca > 0, te neka su z,y, z realni
brojevi takvi da je x +y + 2z = 0. Dokazi:

azx® + by* + cz* > 0.

Rjesenje.
Pokazimo prvo da su a+b, b+c, c+a pozitivni. Pretpostavimo suprotno, recimo da je a+b < 0.
Tada je ¢ > —(a +b) > 0 pa imamo —(a + b)c > (a + b)? Sto daje
b>2 3b?
+ -

O>a2+ab+b2+ab+bc+ca>(a+ 1

> 0,
2

odnosno a = b = 0, a to je kontradikcija sa a + b < 0.

Ako je neki od brojeva a-+b, b+c, c+a jednak nuli, recimo a+b = 0, tada je ab+bc+ca = —a®? > 0
pa je a = b = 0 i nejednakost koju trebamo dokazati je cz?> > 0 za ¢ > 0, $to je oéito. U
suprotnom, imamo da su svi brojevi a + b, b + ¢, ¢ + a veci od 0.

Sada promotrimo z,y,z. Ako su neka dva od njih 0, i tre¢i je 0 i tvrdnja vrijedi, pa mo-

zemo pretpostaviti, bez smanjenja opéenitosti, da je zy # 0. Podijelimo li nejednakost sa 2,
dobivamo da treba dokazati

2 2 2 2
a-x2+b+c-<x+2y):a-$2+b—l—c(1—l—x> >0
y y y y

z

te sredivanjem uz t = y

zakljuéujemo da treba dokazati

(a+ )t +2ct+ (b+c) = 0.

Funkcija f(t) = (a+c)t*+2ct+ (b+c) je kvadratna s pozitivnim vode¢im ¢lanom, kojoj moZemo
izraCunati diskriminantu

D =4c® —4(a+c)(b+c) = —4(ab + be + ca) < 0.
Vrijedi f(t) > 0 za sve t € R, pa tako i za z/y.

Zadatak 2.

Stado ovaca ¢ini b bijelih i ¢ crnih ovaca. Neke ovce, nuzno razli¢itih boja, su neprijatelji. Svake
dvije ovce koje imaju zajednickog neprijatelja nazivamo prijateljima. Za svake dvije ovce x,y
postoji prirodan broj k£ te niz ovaca o1, 09,...,0 takav da je x = 01,y = 0 i ovce 0;, 011 su
neprijatelji za 1 <1 < k.

Pretpostavimo da svaka ovca ima vise neprijatelja nego prijatelja. Dokazite da vrijedi b = ¢ i
da su svake dvije ovce razli¢itih boja neprijatelji.
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Rjesenje.
Ozna¢imo sa n(x) broj neprijatelja, a sa p(z) broj prijatelja ovce x.

Promotrimo ovcu z koja ima najmanje neprijatelja. Neka je ovca y jedna od njenih neprijatelja.
Kako je svaki neprijatelj ovce y (osim x) prijatelj ovee x, vrijedi n(y) — 1 < p(x).

Medutim, imamo n(y)—1 > n(x)—1 zbog definicije z, a iz uvjeta zadatka vrijedi p(z) < n(z)—1,
pa zakljué¢ujemo n(x) = n(y). Buduéi da za svake dvije ovce postoji niz neprijatelja koji ih
povezuje, postoji prirodan broj n takav da je n(o) = n za svaku ovcu o. Ukupan broj parova
ovaca koje su neprijatelji mozemo izraziti na dva nacina: ako promotrimo bijele ovce, taj broj
iznosi cn, a ako promotrimo crne ovce, taj broj iznosi bn. Stoga vrijedi ¢ = b.

Neka su yq,ys,...,Y, svi neprijatelji ovce x = z1, te neka su xs,...,x, prijatelji ovce x.
Za svaki ¢ = 1,...,n, neprijatelji ovce y; su ili x ili neki od prijatelja ovce x, pa kako ih
ima n, zakljuéujemo da su x1,xo, ..., x, neprijatelji svakoj ovci y1, 4o, ..., y,. Kako za svake

dvije ovce postoji niz neprijatelja koji ih povezuje, zaklju¢ujemo da se stado sastoji od ovaca
X1y Tns Y1, - - - Yn, te slijedi tvrdnja zadatka.

Zadatak 3.

Dan je trapez ABCD u kojem je BC paralelan s AD. KruZnica promjera AB ponovo sijeée
pravce AC'1 BD u tockama M i N redom, a kruznica promjera C'D ponovo sijece pravce AC
i BD u tockama K i L redom. Dokazi da je ¢etverokut K LM N trapez.

Rjesenje.
Primijetimo da je <BMC = 180° — <BMA = 90° i analogno <BLC = 90°, pa je BMLC
tetivan. Analogno, AN K D je tetivan Cetverokut.

Prema tome, mozemo racunati
IMLN =<MLB =<MCB =<CAD = <KAD = <KNL,

pa su pravci ML i KN paralelni, sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 4.

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (p, q,n) takve da su p i ¢ relativno prosti te vrijedi

p+¢¢=n*+1)p*+q

Prvo rjeSenje.

Tvrdimo da su sva rjeSenja oblika (n + 1,n% + n + 1,n) gdje je n proizvoljan prirodan broj.
Lako je vidjeti da sve trojke ovog oblika jesu rjesenje.

Pocetna jednadzba ekvivalentna je sa

glg —1) = (pn* +p—1)p
a kako su p, ¢ relativno prosti, vrijedi p | ¢ — 1 pa mozemo uzeti ¢ = kp + 1.

Uvrstavanjem dobivamo k?p + k = pn? + p — 1, odnosno preuredenjem

k+1=pn*—k+1).
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Buduéi da je desna strana pozitivna, vrijedi £ < n. Ako je k < n, dobivamo
k+1>n>—(n—-1>%+1>n,

sto je kontradikcija. Prema tome, vrijedi £ = n i ¢ = np+1. Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu
dobivamo (n + 1)p = p?, pa imamo p = n + 1, §to je i trebalo dokazati.

Drugo rjeSenje.

Kao u prethodnom rjesenju, dobijemo k + 1 = p(n* — k* + 1) uz ¢ = kp + 1. Sada vidimo da
p | k+1 paimamo k = ¢p — 1 i jednadzba se svodi na

n? = ({p)* —20p + /.

Ako je £ > 1, vrijedi
(tp —1)* < ({p)* — 2lp + £ < ({p)?

Sto je kontradikcija, pa vrijedi £ = 1, to jest k =p—1. Slijedi 1 =n*— (p—1)?+1in=p—1,
te dovrsavamo kao u prvom rjesenju.
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6. HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA DJEVOJKE
Drugi dan
Zagreb, 23. veljace 2025.

Zadatak 1.
Odredi sve funkcije f : R — R takve da za sve z,y € R vrijedi

f@)+ f(fW) + f(f(f(2) =z +y.

Rjesenje.
Takva funkcija ne postoji.

Uvrstimo = = 0. Ako sada oznac¢imo C' = —f(0) — f(f(f(0))), za svaki y € R vrijedi f(f(y)) =
y + C. Uvrstimo li to u pocetnu jednadzbu, imamo da je

f@)+ W+ CO)+(f2)+C) =z +y

pa vrijedi 2f(z) = x — 2C, to jest, f(z) = § — C.

Medutim, sada je y +C = f(f(y)) =f (4 - C) =4+ % za svaki y, kontradikeija.

Zadatak 2.

Neka je n > 3 prirodan broj. Promotrimo sve moguce nacine za poredati brojeve 1,2,...,n u
niz. U nekom takvom poretku, za broj koji se ne nalazi na pocetku ni na kraju niza kazemo da
je breg ako je veci od oba svoja susjeda.

Odpredi prosjecan broj bregova medu svim poretcima.

Rjesenje.
Ukupno ima n! razlic¢itih nacina za poredati brojeve 1,...,n, pa je prosjecan broj bregova
jednak ukupnom broju bregova u svim poredcima podijeljenom s n!.

Prebrojimo u koliko poredaka se breg nalazi na ¢-tom mjestu, za i = 2,3,...,n — 1.

Na (g) nacina biramo tri broja koji ¢e se nalaziti na pozicijama ¢ —1,4,7+ 1. Tada je najveéi od
tri izabrana broja na poziciji ¢, te na 2 nacina mozemo izabrati koji od preostala dva izabrana
broja ide na poziciju ¢ — 1, a koji na poziciju ¢ + 1. Konac¢no, na (n — 3)! nac¢ina poredamo
ostatak brojeva.

Ukupno onda poredaka koje na i-tom mjestu imaju breg ima n; = (g) :2-(n—=3)! = %’

Ukupan broj bregova u svim poredcima je jednak zbroju brojeva n; za ¢ = 2,3,...,n — 1, sto
n—2

je (n—2)- %!, pa je prosjecan broj bregova "z=.
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Zadatak 3.

Neka je ABC siljastokutan trokut takav da je |AB| < |AC|. Neka su E i F' redom tocke
na duzini AC i pravcu AB takve da je EF okomito na BC. Dokazi da su srediSte opisane
kruznice trokuta ABC, polovista duzina BF i C'E te srediste opisane kruznice trokuta AFE
koncikli¢ne.

Rjesenje.
Neka je P poloviste od BF' i () poloviste od CFE.

Neka je G drugo sjeciste kruznica opisanih trokutima ABC' i AEF, te neka su O i S sredista
tih kruznica. Tada je <AGFE = <AFFE i <AGC = 180° — <ABC, pa vrijedi

<FEGC = <AGC — <AGE = 180° — <ABC — <AFE = 90°.

Stoga je () srediste opisane kruznice od EGC'. Iz toga zaklju¢ujemo da je .S okomito na EG,
te je QO okomito na OQ). Buduéi da su EG i C'G okomiti pravci, slijedi da je <OQ.S = 90°.

Analogno se pokazuje da je <OPS = 90°, pa O, P, Q, S leze na kruZnici promjera OS.

Zadatak 4.

Neka je d > 2 prirodan broj. Definiran je niz aq, as, ... sa
a1:1ianH:aZ—i-lzasvakin}l.

Odredi sve parove prirodnih brojeva (p, q) takve da a, dijeli a,,.

Rjesenje.

Odgovor je svi parovi (p, q) takvi da p dijeli g.

Dokazat ¢emo da za sve prirodne brojeve p i k vrijedi

Aprp = @, (mod ay).

Tvrdnju dokazujemo indukcijom po k. Za k = 1 imamo

am=1=al+1=a,1 (moda,).

Pretpostavimo da za neki k vrijedi
ap+p = ar  (mod a,).
Tada jeiaf,,+1=af+1 (mod a,), odnosno
Aftp+1 = Q41 (mod a’p)?

pa tvrdnja vrijedi i za k + 1.

Kako su ay, as, ..., a,—; manji od a, pa nisu djeljivi s a,, te je a, ocito djeljiv s a,, iz tvrdnje
slijedi da je a, djeljiv s a, ako i samo ako je g djeljiv s p.
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