DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
23. travnja 2024.

Zadatak B-1.1.
Neka su a i b realni brojevi takvi da je (a + b)* + (a — b)* = 4112 i a® — b* = 16. Izracunaj
a? 4+ b*.
Rjesenje.
Izraz (a + b)* + (a — b)* moZemo zapisati u sljede¢em obliku:
(a+b)" +(a—b)" = [(@+b)?+ (a7 —2a+b)7’(a—0b)?
= [2a® +26°]" ~2((a+b) - (a — b))?
= 4(a® + 1) —2a® — 1)

Dakle, vrijedi 4 (a® + b?)* — 2(a® — b%)2 = 4112.

Buduéi da je a® — b* = 16, slijedi da je 4(a® + 0*)? — 2 - 162 = 4112,
odnosno 4(a® + b?)* = 4112 + 512 = 4624,

Tada je (a® + b*)? = 1156 pa je traZena vrijednost jednaka a? + b* = 34.

Zadatak B-1.2.

1 1 1
Odredi najveci cijeli broj a za koji su rjesenja jednadzbe —— — — + =0
20 -1 axr 2x+1

(a) realni brojevi

(b) racionalni brojevi.
Rjesenje.

1 1
Iz zadane jednadzbe zakljucujemo da je x # —5 0, 2 ia#0.

1 1 1 4
Zadanu jednadzbu mozemo zapisati u obliku + = —, odnosno _r —.
2{0—1 20 +1  ax 422 — 1  ax

Tada je 422 — 1 = 4ax?. Slijedi da je 22 = ———.
41— a)

Odavde zaklju¢ujemo da ¢e rjesenja zadane jednadzbe biti realni brojevi ako je 1 —a > 0, tj.
a < 1. .

U tom slucaju, bududi da je a # 0, ispunjeni su uvjeti da je x # —=,0, =. Stoga zakljucujemo
da je najveci cijeli broj a za koji su rjesenja dane jednadzbe realni brojevi jednak a = —1.

Da bi rjesenja polazne jednadzbe bili racionalni brojevi pored uvjeta da je a < 1 i a # 0 mora
vrijediti i da je broj 1 — a potpuni kvadrat.

Iz 1 —a =1 slijedi da je a = 0 Sto ne moze biti.

Dakle, najveéi cijeli broj a za koji su rjesenja jednadzbe racionalni brojevi dobit ¢emo ako je
1 —a = 4. Konac¢no dobivamo a = —3.
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Zadatak B-1.3.

Ako se pozitivnom cijelom broju prva znamenka pomakne s prvog mjesta na zadnje, dobiveni
¢e broj biti tri puta veéi od polaznog. Odredi najmanji takav broj.

Rjesenje.

Neka najmanji broj s navedenim svojstvom ima n znamenki. Tada ga mozemo zapisati u
obliku z = a; - 10" +ay- 10" 2+ ... +a,_; - 10 + a,, pri ¢emu su ay, as, ..., a, € {0,1,2,3,...,9}
i aq # 0.

Nakon sto pomaknemo prvu znamenku na zadnje mjesto dobivamo broj

¥ =ay-10" 4 a3-10" 2+ ... +a, 10 +a.

Broj 2’ moZzemo zapisati u obliku:

v =ay-10"" 4 ag- 10"+ L+ a, - 104 a
=10-(ap- 10" 2+ az- 10"+ ... +a,) + a
=10 - (z—a;-10" ") +a
=10x 4+ a; — ay - 10"

Iz ' = 3x dobivamo da je 10x + a; — ay - 10 = 3z, odnosno 7z = a; - (10" — 1), odakle
(10" =1

zakljucujemo da je x = M.

Ako je a; = 7 dobivamo da je x = 10" — 1 = 99...9 , te premjestimo li prvu znamenku na

n devetki
zadnje mjesto dobit ¢emo isti broj, a ne tri puta veéi sto je uvjet zadatka. Dakle, zaklju¢ujemo

da broj 10™ — 1 mora biti djeljiv sa 7.

Direktnom provjerom nalazimo da je najmanji broj n za koji je broj 10™ — 1 djeljiv sa 7 broj
n = 6.

Dakle, najmanji pozitivan cijeli broj koji ima svojstvo da se premjestanjem njegove prve zna-

. 6 _
M = 142857.

menke na zadnje mjesto dobije tri puta veci broj je broj z = -

Zadatak B-1.4.

Ante voli geometrijske mozgalice. Od devet kvadrata kojima su duljine stranica 1 cm, 4 cm,
7cm, 8 cm, 9cm, 10 cm, 14 cm, 15 cm i 18 cm, Ante treba sloziti pravokutnik bez preklapanja
i praznina. Ante je pronasao samo jedan takav pravokutnik. Na koji je nac¢in Ante slozio
dobiveni pravokutnik? Obrazlozi zasto je njegovo rjesenje jedinstveno. (Sva rjesenja dobivena
osnom simetrijom pravokutnika oko njegovih osi simetrije ili rotacijom oko srediSta smatramo
jednakim).
Rjesenje.
Povrsina pravokutnika treba biti jednaka zbroju povrsina svih kvadrata,
124+ 42+ 7% + 82 + 92 4+ 10% + 142 + 152 + 182, tj. 1056 cm?.
Broj 1056 se mozZe faktorizirati kao 1056 = 2° - 3 - 11 pa iz danog rastava lako ¢itamo mogudée
duljine stranica trazenog pravokutnika. O¢cito stranica pravokutnika ne moze biti manja od
18 em. Uzimanjem toga uvjeta u obzir ostaju tri moguénosti:

1. 1056 =22 -48

2. 1056 = 24 - 44
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3. 1056 = 32 - 33

Buduci da postoji po jedan kvadrat odgovarajucih veli¢ina zakljucujemo da kvadrat stranice
duljine 18 cm mora biti u kutu pravokutnika.

Moguénosti 22 -48 i 24 - 44 ne odgovaraju jer ako kvadrat sa stranicom duljine 18 cm smjestimo
u jedan kut pravokutnika, ostaje iznad ili ispod njega pruga Sirine ne vec¢e od 6 cm koja se ne
moze popuniti raspolozivim kvadratima.

Dakle, jedina moguénost je 32 - 33 pa je rjeSenje zadatka jedinstveno (rotacija s obzirom na
srediste pravokutnika ili osna simetrija s obzirom na osi simetrije pravokutnika se ne racunaju
kao nova rjesenja).

Sad se lako napravi skica.

~ 1

ik

Zadatak B-1.5.

Odredi sve realne brojeve a za koje ¢e jednadzba ||2x — 6| — a| = 7 — x imati maksimalan broj
rjesenja.

Rjesenje.

Uoc¢imo da ¢e zadana jednadzba opcenito imati rjeSenje, odnosno maksimalan broj rjesenja
samo ako je 7 —z > 0, odnosno za x < 7. (¥)

Promotrimo sljedec¢a dva slucaja.
Prvi slucaj, ako je x < 3.

Tada je |2z — 6] = —2x + 6 pa vrijedi | —2x +6 —a] = 7 —z. Ako je 7 —z > 0, dvije su
mogucénosti: —2z4+6—a=7—2xili =224+ 6 —a = —7+ z. Ove obje jednadzbe moraju imati
rjesenje x, r < 3.

Rjesenje prve jednadzbe je x = —1 — a. Tada je —1 — a < 3. Dakle, ako je a > —4 jedno
rjeSenje dane jednadzbe jest x = —1 — a.

3—a 13—a

. Tada je

1
Rjesenje druge jednadzbe, —2x +6 —a = -7+ x je x = < 3. Dakle,
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ako je a > 4 dobivamo jos jedno rjesenje zadane jednadzbe.
Promotrimo sad drugi slucaj, za x > 3, odnosno zbog uvjeta (*) za 3 < x < 7.
Tada je |2z — 6] = 22 — 6, odnosno rjesavamo jednadzbu |22 — 6 —a| =7 — x.

Kao i u prvom slucaju imamo dvije moguénosti: 20 —6 —a=7—zili 2z —6 —a = -7+ z.
13 +a

Rjesenje prve jednadzbe je x = . Provjerimo za koje ¢e realne brojeve a ovo rjesenje

zadovoljavati uvjet 3 < x < 7. Slijedi redom:

134+ a

3
—4<a<8

3 < <7

13
Dakle, ako je —4 < a < 8 dobivamo jedno rjesenje zadane jednadzbe, x = + ¢

Rjesenje druge jednadzbe, 20 — 6 —a = =7+ =z, jest t = =1 4+a. Tada iz 3 < =1 +a < 7,
slijedi da ¢e zadana jednadzba imati joS jedno rjesenje uz uvijet 4 < a < 8.

Konac¢no, maksimalan broj rjesenja koje zadana jednadzba moze imati jest 4 uz uvjet da za
realni broj a vrijedi:

—4 <a<8
4 <a<8

Ocito je rjesenje ovog sustava interval (4,8), odnosno zadana jednadzba ima maksimalan broj
rjesenja ako je realan broj a € (4,8).
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
23. travnja 2024.

Zadatak B-2.1.

Odredi sve realne brojeve p za koje je razlika rjeSenja jednadzbe x(x + 4) + p*(1 — x) = 13
jednaka 6.

Rjesenje.
Uoc¢imo da je zadana jednadzba kvadratna te da se moze zapisati u obliku
2 —2(p* —4) +p* — 13 =0.
Primijenimo li uvjet iz zadatka te Vieteove formule, dobivamo sljedeéi sustav jednadzbi:

I1—$216
T+ a9 =p* — 4
T - To = p? — 13.

Zbrojimo li prve dvije jednadzbe dobivamo x; = P42 o wvrstimo li taj izraz u drugu jednadzbu

2 )
2_10

slijedi da je vy = P5—

Ako sada izraze za 1, To uvrstimo u tre¢u jednadzbu sustava, dobivamo bikvadratnu jednadzbu

2 2
p-+2 po—-10
. =p*—13
5 5 p :

odnosno nakon sredivanja
pt —12p* +32 =0.

Tada je p?> = 4 i p? = 8. Konacno, trazeni brojevi p su —v/8, =2, 21 /8.

Zadatak B-2.2.

Dokazi da je v11...11 —22...22 = 33...33, pri ¢emu je znamenka 1 zapisana 2024 puta, a
znamenke 2 i 3 zapisane su 1012 puta.
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Prvo rjeSenje.

Broj 22...22 zapisimo kao 2-11...11, s 1012 jedinica, a broj 11...11 s 2024 jedinice zapisimo
kao 11... 1100 ...00+11...11 pri ¢emu je u prvom broju 1012 Jedlmca i 1012 nula, a u drugom
je 1012 jedinica.

Tada redom slijedi:

VIT I1—22...22= /11,1100 00+ 11... 11 —2 - 11.. .11 =
— /TT...T100...00 — TT... 1T (1012 jedinica i 1012 nula) =

=TT 1110102 — T, 11 =
=TT 1T (101012 — 1) =
— VIT.. . 11-99...99 (1012 jedinica i 1012 devetki) =

=VvIl...11-9-11... 11 =
=3-11...11 = 33...33 (1012 trojki),

sto je i trebalo dobiti.

Drugo rjeSenje.

Za broj koji se sastoji od 2024 jedinice vrijedi

99...99 10*** —1
9 9

Analogno, za brojeve koji se sastoje od 1012 dvojki, odnosno trojki, vrijedi:

11...11 =

. 101012 _ 1
22...22:2-M:2-07,
9 9
- 99...99 101012 1 101912 1
33...33=3" =3- = )
9 9 3
Tada redom slijedi:
102024 _ 101012 _ 1
VIT 11— 22...2 :\/0 A0 -
9
\/102024 —2.101012 4 9 \/102024 —2.101012 4 |
p— 9 p—

02012 2 01012
\/ =33...33.

Time je dana tvrdnja dokazana.

Zadatak B-2.3.

Koliko ima uredenih parova realnih brojeva (z,y) za koje vrijedi

> +3y=9
(lz] + |y| —4)? =17
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Prvo rjeSenje.
Iz druge jednadzbe zadanog sustava slijedi da je
lz| + ly| —4 = —11li |[z| + |y| —4 =1,
odnosno |z| =3 — |y| ili || =5 — |y|. Uo¢imo da iz || > 0 u prvom slucaju slijedi |y| < 3, a u

drugom slucaju |y| < 5.

Buduéi da je x? = |z|?, nakon Sto uvrstimo dobivene izraze za |z| u prvu jednadzbu danog
sustava slijedi da je
(B3—1|y)>+3y=09ili (5 |y|)>+ 3y = 9.

Rijesimo prvo jednadzbu (3 — |y|)? + 3y = 9, pri Cemu je |y| < 3

Ako je y < 0, tada je |y| = —y, pa ova jednadZba nakon sredivanja prelazi u y> + 9y = 0 cija
rjeSenja su 0 i —9. No, kako je |y| < 3, jedino moguce rjesenje je y = 0. Tada je |z| = 3,
odnosno x = —3 ili z = 3 pa dobivamo dva rjesenja pocetnog sustava: (—3,0) i (3,0).

Ako je y > 0 tada je |y| = y pa jednadZzba (3 — |y|)* + 3y = 9 nakon sredivanja prelazi u
y?> — 3y = 0 ¢ija su rjeSenja 0 i 3. Bududi da je y > 0, rjeSenje je y = 3. Slijedi da je |z| = 0,
pa je (0,3) jedno rjesenje pocCetnog sustava.

Rijesimo drugi slucaj, odnosno jednadzbu (5 — |y|)? + 3y = 9, pri emu je |y| < 5

Ako je y < 0 tada prethodna jednadzba prelazi u y?+13y+16 = 0 ¢ija su rjeSenja y; o = 13i2‘/ﬁ,
od kojih je jedino moguée rjesenje M. Tada je |z| = 5 — |y| = %, odnosno

—3+\/ 105 3— \/ 105

xr = ili x = pa dobivamo dva rjeSenja (z,y) poCetnog sustava.

Ako je y > 0, jednadzba (5 — |y|)? + 3y = 9 prelazi u jedndadzbu y* — 7y + 16 = 0 koja nema
realnih rjesenja.

Konacno, postoji ukupno 5 uredenih parova (z,y) realnih brojeva koji su rjeSenja zadanog
sustava jednadzbi.

Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju iz druge jednadzbe zadanog sustava slijedi da je
lz| +|y| —4=—11ili |z|+ |y| —4 = 1.
Dakle, dani sustav svodimo na dva nova sustava jednadzbi:

y=—322+3 . [ y=—322+3
2| + |yl =3 |z + [y[ =5

Bududi da je |z| > 01 |y| > 0, iz druge jednadzbe kod prvog sustava proizlazi da je |z| <
ly| < 3, a kod drugog sustava da je || <5, |y| < 5.

Ove ¢emo sustave rijesiti graficki tako da ¢emo prikazati graficki obje jednadzbe u koordinatnom
sustavu i odrediti u koliko se tocaka ti prikazi sijeku.

y=—31+3

2] + Iy] =
nosti za y: y = 3—|z|ili y = =3+ || Dakle, crtamo parabolu y = —322 + 3 i grafove funkcija
apsolutne vrijednosti y = 3 — |z| ili y = —3 + |z|, pri ¢emu je |x| < 3, |y| < 3.

Iz druge jednadzbe sustava { slijedi |y| = 3 — |z|, odnosno imamo dvije mogué-
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Navedeni su grafovi prikazani na slici:

y ”~
3
-3 3 .
.'L"
-3
Nacrtani se grafovi sijeku u 3 tocke.
o y=—<22+3 1 ,
Nacrtajmo i grafove odredene sustavom | + | ; =5 odnosno parabolu y = —5332 +3i
grafove funkcija apsolutne vrijednosti y =5 — |z| ili y = —5 + |z, pri ¢emu je |z| < 5, |y| < 5.

Nacrtani se grafovi sijeku u 2 tocke, pa je ukupno 5 trazenih uredenih parova (x,y) odnosno 5
rjeSenja zadanog sustava jednadzbi.

Zadatak B-2.4.

Cetverokutu ABCD opisana je kruznica. Neka je toc¢ka M na stranici DC takva da trokut
ADM i cetverokut ABC'M imaju jednake opsege i jednake povrsine. Pokazi da cetverokut
ABCD ima najmanje dvije stranice jednake duljine.
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Rjesenje.

Neka su duljine stranica i velic¢ine kutova oznacene kao na slici:

Bududi da trokut ADM i ¢etverokut ABC'M imaju jednake opsege vrijedi da je

d+y+xr=c—y+x+a+b
—2y=a+b+c—d. (%)

Iz ¢injenice da trokut ADM i Cetverokut ABC'M imaju jednake povrsine slijedi da svaki ima
pola povrsine cetverokuta ABC D:

1 1
Pamp = §PABCD = §<PABC + PACD)
ydsind 1 ,absinf  cdsind
=3 )- (%)

2 2(2+2

Kako su i  obodni kutovi s razli¢itih strana nad tetivom AC vrijedi da je 8+ 6 = 180°,
odnosno sin § = sin(180° — §) = sind.

Jednakost (xx) prelazi redom u

ydsing 1 (abs;né N cdr521n5> /:sind

2 2

yd _1(ab o
2 2\2 2
yd ab cd
L0
2 4+4/
2yd = ab + cd.
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Primjenom jednakosti () imamo:

(a+b+c—dd=ab+cd
ad +bd + cd — d* = ab + cd
d*> —ad —bd +ab =0

did—a)—bd—a)=0
(d—a)(d—b)=0.

Zmaci, ili je d = a ili je d = b ili oboje, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Zadatak B-2.5.

Neka je s(n) zbroj znamenaka prirodnog broja n zapisanog u dekadskom sustavu. Odredi sva
rjeSenja jednadzbe
n — 3s(n) = 2024.

Rjesenje.
Ako broj n ima k znamenki, vrijedi da je 10*~! < n < 10¥ i s(n) < 9%k. Tada iz n > 10*!
slijedi

2024 = n — 3s(n) > 1087 — 3s(n) > 10F! — 27k.

Za k = 5 dobili bismo 2024 > 9865, a ocito i za k > 5 je na desnoj strani broj veéi od 2024.
Zakljuc¢ujemo da je k < 5, odnosno broj znamenaka broja n mora biti manji od 5.

Broj n = 3s(n) + 2024 je ocito veéi od 2024, dakle ne moze biti troznamenkast. Slijedi da je
k=4.

Bududi da je 2024 < n < 2024 + 3 -9 -4 = 2132, zakljucujemo da je prva znamenka broja n
jednaka 2. Takoder vidimo da druga znamenka moze biti jedino 0 ili 1.

Ako je druga znamenka 0, broj n mozemo zapisati kao n = 20ab, gdje su a i b neke znamenke.
Iz zadane jednadzbe slijedi:

2000 4 10a + b — 3(2 4+ a + b) = 2024, odnosno
Ta — 2b = 30.

Ocito a mora biti parna znamenka. Direktnom provjerom dobivamo da je jedina mogucnost
a = 6. Slijedi da je b = 6. Stoga je jedno rjesenje zadane jednadzbe broj n = 2066.
Ako je druga znamenka 1, vrijedi n = 21ab. Iz zadane jednadzbe slijedi:

2100 4 10a 4+ b — 3(2 + 1 + a + b) = 2024, odnosno
2b — Ta = 67.

Ocito a mora biti neparna znamenka. Direktnom provjerom dobivamo da ova jednadzba nema
rjeSenja.

Dakle, jedino rjesenje zadane jednadzbe je broj 2066.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
23. travnja 2024.

Zadatak B-3.1.

Biolozi su prvi dan svake godine pocevsi od 2004. biljezili populaciju zeceva i vjeverica na
nekom podrucju. Primijetili su da se njihov broj mijenja eksponencijalno i to tako da se broj
zeCeva svake Cetiri godine uveca za 50 %, a broj vjeverica svakih pet godina umanji za 25 %.
Ukupan broj vjeverica i zeceva 2024. godine na tom podrucju iznosio je 1458. Ako je 2004.
godine bilo 608 vjeverica vise nego zeceva, dokazi da je 2014. godine zabiljezen veci broj zeceva
nego vjeverica.

Rjesenje.
Oznacimo sa z broj zeCeva, a s v broj vjeverica na promatranome podrucju 2004. godine.

Vrijedi da je v = z + 608.

3\° 3\?
Uocimo da ¢e 2024. godine na tom podrucju biti z - (2) zeceva i v - (4) vjeverica.

3\° 3\*
Dakle, vrijedi da je z - (2) +v- <4> = 1458.

Rastavimo broj 1458 na proste faktore i pojednostavnimo dobivenu jednakost:
3° 34 28

z-§+v-?:2‘36/-3—4

22 3+0=2"3

24z 4+ v = 4608

Rijesimo sustav jednadzbi kako bismo odredili pocetni broj zeceva i vjeverica.
v =z + 608

{24z + v = 4608

2004. godine na tom je podrucju bilo z = 160 zeceva i v = 768 vjeverica.

Ovisnost broja zeceva f, na tom podrucju o proteklom vremenu ¢ u godinama moze se prikazati
t

3\ 4
funkcijom f.(¢) = 160 - (2) , a ovisnost broja vjeverica f, o proteklom vremenu funkcijom
t

£.() = 768 (i) .

Kako bismo dokazali da je 2014. godine zabiljezeno viSe zeceva nego vjeverica, trebamo pokazati
da vrijedi f,(10) > f£,(10).
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Uoc¢imo da vrijedi:

10
3\ 1 243
£.(10) = 160 - (2) Y =160 Ve = 180v/6 = /194 400

10
3\ 5 9
£,(10) = 768 - <4> ° — 768 T = 432 = V/186 624
Bududi vrijedi 194 400 > 186 624, slijedi da je 1/194 400 > /186 624, odnosno f.(10) > f,(10).

Prema tome, 2014. godine zabiljezen je veci broj zeCeva nego vjeverica.

Zadatak B-3.2.
1

Rijesi jednadzbu logy g, 9. (28in2) - 108y g9, (2 cos ) = 1

Rjesenje.

Prije rjeSavanja jednadzbe navedimo uvjete koji moraju biti zadovoljeni kako bi logaritmi bili
dobro definirani.

1. uvjet - argument logaritma mora biti pozitivan: sinz > 0 i cosz > 0

1
2. uvjet - baza logaritma mora biti pozitivna i razli¢ita od 1: sin2x > 0 i sin 2z # 2

Prema tome, za rjesenje jednadzbe x mora vrijediti z € <2k7r, g+ 2k7r>, k € 7Z, pri ¢emu
T om
— + 2km i — +2 Z.

T # 12+ kmiz# 12+ kr, k€

Pojednostavnimo jednadzbu primjenom formule za sinus dvostrukoga kuta te promijenimo baze
obaju logaritama.

1
10g4sinxcosx (2 sin JZ) : 10g4sinxcosx (2 COSZE) - Z

1 1 1

1085 gin  (4sin x cos ) 108y .oe, (dsinzcosz) 4

1089 ginx (4sinx cos ) - 108y o, (4sinz cosz) = 4
1089 ginz (28N - 208 ) - 108y o5, (2COsT - 28in7) = 4
[1 + logZSinx (2 COs I)] : [1 + logQCosaz (2 sin I)] =4

Uvedimo supstituciju ¢ = log, 4, (2cos ).

1
Dobivena kvadratna jednadzba glasi (1 4+ t) - (1 + t) =4, odnosno t* — 2t +1 = 0.

Jedino rjesenje te jednadzbe jest t = 1.
1z logy g » (2 cos ) = 1 slijedi da je 2sinx = 2 cosx, odnosno tgz = 1.

Zbog uvjeta zadatka zakljucujemo da je rjesenje pocetne jednadzbe x = % + 2km, k € Z.
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Zadatak B-3.3.

Mjera jednog kuta trokuta iznosi 60°. Odredi opseg tog trokuta ako mu je polumjer opisane

23
kruznice duljine 2v/3 cm, a polumjer upisane kruznice duljine 5 cm.

Rjesenje.
Neka su a, b i ¢ duljine stranica trokuta ABC', a a;, 3 1 7 redom mjere kutova trokuta nasuprot

tih stranica. Oznac¢imo s R i r duljine polumjera trokutu opisane i upisane kruznice te bez
smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a = 60°.

V3

Odredimo najprije duljinu stranice a. Vrijedi da je a = 2Rsina = 2 - 23 - 5 = 6 cm.

Prema poucku o kosinusu vrijedi da je 6% = b* 4+ ¢* — 2bc cos 60°, odnosno b* + ¢* = 36 + be.

Povrsina trokuta moze se izraziti s pomocu nepoznatih duljina stranica b i ¢ na dva nacina:

abce 6bc ber/3

T AR 83 4

23 6+b+c  (6+b+0c)V3

T3 2 T 3 ’
(64+b+c)V/3 b3

3
iz ¢ega slijedi jednakost 3 =1 odnosno b+ ¢ = Zbc — 6.

9
Kvadriranjem dobivene jednakosti dobiva se b? 4 2bc + ¢ = 1—61)202 — 9bc + 36.

P=r-s

Uvrstavanjem izraza 36 + be dobivenoga primjenom poucka o kosinusu umjesto izraza b* + 2,

9
jednakost poprima oblik 36 4 3bc = 1—6172 2 — 9bc + 36, to jest 1—6b262 = 12bec.

Buduéi su b i ¢ duljine stranica trokuta (pa stoga moraju biti pozitivni brojevi), slijedi da je

64
bc = —.
‘T3
3 3 64
T 1 = — — = — . — — :1 — :1 .
ada je b+ c 4bc 6 13 6 6—06 0 cm

Konacno, opseg trokuta iznosi o =a+b+c =6+ 10 = 16 cm.
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Zadatak B-3.4.
. A ] . . . e 1. —}g 3?
Zadan je trokut ABC'. Na stranici AB oznacena je tocka P tako da vrijedi AP = ZA , & na

duzini CP oznadena je tocka S tako da vrijedi 208 = 35P. Ako je tocka T presjek pravaca
AC' i BS, odredi omjer u kojemu ta toc¢ka dijeli duzinu AC.

Rjesenje.

A P B

Neka je x pozitivan realni broj takav da vrijedi fﬁ =x- 1@ .

Iz jednakosti ﬁ = iﬁ proizlazi da je ﬁ = iﬁ

Nadalje, iz jednakosti ZC@ = 35? slijedi da je |CS| : |SP| = 3 : 2, odnosno da je C@ = ?CT}%,

57~ tcp

Sve vektore u zadanoj ravnini mozemo na jedinstven nacin prikazati kao linearnu kombinaciju
neka dva nekolinearna vektora te ravnine, na primjer AB i AC.

Vrijede sljedece jednakosti:

BC = —AB + AC
() - - ) - (- ) - - L

B = pB-sB--lap- Saps2ae- lap. e

Neka je y pozitivan realni broj za koji vrijedi BT = K B?
7 11 ? 2 ?
Tada vrijedi da je BT = —%yA + gyA )

Buduéi istovremeno vrijedi da je ﬁ = —z@ + ﬁ = —1@ + x/@, iz jedinstvenosti prikaza

20
slijedi da je —%y = —1, odnosno y = I

. 2 2 20 8
Konatnojex =-y=--— = —.
5 5 11 11
. i 8 ? o . R v I .
Iz jednakosti AT = ﬁA zakljucujemo da tocka T duzinu AC' dijeli u omjeru 8 : 3 promatrano
od vrha A.
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Zadatak B-3.5.

Cetiri crvene, dvije plave i tri zute kuglice treba rasporediti u staklenu, drvenu, metalnu i
plasticnu posudu. Na koliko je to nacina moguce uciniti ako ni u jednoj posudi plave i zZute
kuglice ne smiju biti zajedno?

Rjesenje.

Prebrojimo najprije na koliko je nac¢ina moguce rasporediti crvene kuglice u cetiri posude.

1. slucaj: Sve crvene kuglice mozemo staviti u istu posudu (4+0+0+0) na 4 nacina.

2. slucaj: Crvene kuglice mozemo rasporediti tako da tri stavimo u jednu posudu, a ¢etvrtu
kuglicu u neku od preostalih posuda (3+14040) na 12 naéina.

3. slucaj: Crvene kuglice mozemo rasporediti tako da dvije stavimo u jednu posudu, a preostale
dvije u neku od preostalih posuda (24-2+0+0) na 6 nacina.

4. slucaj: Crvene kuglice mozemo rasporediti tako da dvije stavimo u jednu posudu, a preostale
dvije svaku u zasebnu posudu (2+1+14-0) na 12 nacina.

5. slucaj: Crvene kuglice mozemo rasporediti tako da svaku stavimo u zasebnu posudu
(1+14+1+1) na 1 nacin.

Prema tome, crvene kuglice mozemo rasporediti na 4 + 12 + 6 4+ 12 + 1 = 35 nacina.

Preostaje jos rasporediti dvije plave i tri zute kuglice.
1. slucaj: Obje plave kuglice mozemo staviti u istu posudu (2+0+0+0) na 4 nacina.

Bududi zute kuglice ne smiju biti u istoj posudi s plavim kuglicama, na raspolaganju preostaju
tri posude. Tri zute kuglice mozemo rasporediti tako da ih sve stavimo u istu posudu (3-+0+0)
na 3 nac¢ina, tako da dvije stavimo u jednu posudu, a tre¢u kuglicu u jednu od preostalih posuda
(24+140) na 6 nacina te tako da svaku kuglicu stavimo u zasebnu posudu (1+1+41) na 1 nacin.

Dakle, u ovom je slu¢aju moguéih 4 - (34 6 4 1) = 4 - 10 = 40 razli¢itih raspodjela.
2. slucaj: Plave kuglice mozemo staviti u razli¢ite posude (14+1+0+0) na 6 nacina.

Buduci zute kuglice ne smiju biti u istoj posudi s plavim kuglicama, na raspolaganju preostaju
dvije posude. Tri zute kuglice mozemo rasporediti tako da ih sve stavimo u istu posudu (3+0)
na 2 nacina te tako da dvije stavimo u jednu posudu, a treéu kuglicu u preostalu posudu (2+1)
takoder na 2 nacina.

Dakle, u ovom su sluc¢aju moguée 6 - (2 + 2) = 6 - 4 = 24 razli¢ite raspodjele.

Prema tome, plave i zute kuglice mozemo rasporediti na 40 4+ 24 = 64 nacina.

Konac¢no, ukupni broj razlicitih raspodjela kuglica u posude iznosi 35 - 64 = 2240.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
23. travnja 2024.

Zadatak B-4.1.

Ako za realne brojeve a, b, ¢, d i za svaki prirodan broj n > 4 vrijedi jednakost

afn n n n 253
— b d =nt 4+ =n3
() la) o) o) e 5
. o : . . .. b+
odredi za koji prirodni broj m vrijedi ———— =17

Rjesenje.
Nakon raspisivanja binomnih koeficijenata dobivamo sljede¢u jednakost:

1 n(n—1) n(n—1)(n—2) nn—1)mn-2)(n-3) , 253 4
5@ n+0b 5 +c 6 +d o =n" + 5

Slijedi niz ekvivalentnih jednakosti:
8an + 12b (n2 — n) + 4cen (n2 —3n + 2) +d (n2 — n) (n2 —on + 6) = 24n* 4 2024n°,

8an + 12bn? — 12bn + 4en® — 12en? + 8en + dn* — 6dn® + 11dn? — 6dn = 24n* + 2024n3.

Nakon sredivanja lijeve strane, imamo na obje strane polinome cetvrtog stupnja
dn* + (4c — 6d)n® 4 (12b — 12¢ + 11d) n?® + (8a — 12b + 8¢ — 6d) n = 24n* + 2024n®,

a njihova jednakost vrijedi za sve prirodne brojeve n, n > 4.

Tako su odgovarajuci koeficijenti polinoma s lijeve i s desne strane jednakosti jednaki, odnosno
vrijedi sljedeéi sustav jednakosti:
d=24,

de — 6d = 2024,
12b — 12¢ + 11d = 0,
8a — 12b + 8¢ — 6d = 0.
Uvrstavanjem d = 24 redom u drugu, trec¢u i ¢etvrtu jednadzbu dobivamo vrijednost preostalih
koeficijenata. Dakle, ¢ = 542, b = 520 i a = 256.
Uvrstimo li dobivene brojeve u jednakost
b+d—
+ c_ 1

dobivamo

pa je trazeni broj m = 8.
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Napomena: Ucenik moze rijesiti zadatak i uvrstavanjem 4 razli¢ita prirodna broja veca ili jed-
naka 4 u pocetnu jednadzbu na mjesto n i rijesiti sustav 4 jednadzbe s 4 nepoznanice (a, b, c i
d).

Zadatak B-4.2.

Zadane su funkcije f (z) = x'°82024% g () = logygey (2\/ 506 - x) ih(x) =2z —1, pri Cemu je
x> 0,2 # 1. Odredi umnozak svih rjesenja jednadzbe (g o f) (x) = (ho g) ().

Rjesenje.

Odredimo kompozicije funkcija navedene u danoj jednadzbi:

(g o f) (x) =g (f (.T)) =g (xlogzou I) — 10g2024 (21 /506 - $log2024 x)
= 1082024 (2 v 506) + 1085024 (xlogm‘l x) = 1089024 V2024 + 10ggn94 - 10gg094 T

1
= B + (logygay 95)2 )

(hog)(x)=h(g(x)) =h (10g2024 (2\/% ‘ x)) = 2108024 (2\/% : 33) —1

= 2logygp4 @

Uvrstimo dobivene izraze u danu jednadzbu.
(go f)(x) = (hog)(x),

1
) + (10gs004 $)2 = 2logygpy T,
2 <1Og2024 33'>2 —4logyp v +1 =0,

Uvedemo li zamjenu logyg,, =t , dobivamo kvadratnu jednadzbu 2t* — 4t + 1 = 0.

Prema Vieteovim je formulama zbroj njezinih rjeSenja t; + to = —3 = 2. Bududi da su ty i t9
logaritmi rjesenja polazne jednadzbe, navedeni je zbroj jednak logaritmu umnoska rjesenja
i xy. Tada je redom:
1082024 T1 4 1085094 2 = 2,
1082024 (21 - 22) = 2,

T - 1o = 20242 = 4096576.

Zadatak B-4.3.

Stranica AB pravokutnika ABCD dvaput je dulja od stranice BC. Tocka F poloviste je
stranice BC , a tocka E dijeli stranicu AB tako da je ‘E’ : ]ﬁ\ = 2 : 1. Stranica AD

podijeljena je na 7 jednakih dijelova, a stranica C'D na n jednakih dijelova. Tocka G jedna
je od djelisnih tocaka stranice AD, a tocka H jedna od djelisnih tocaka stranice C'D. Odredi
najmanji prirodan broj n za koji ¢e pravci EG i F'H biti paralelni.
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Prvo rjeSenje.

4
Neka je |BC| = a, onda je |AB| = 2a, |AE| = ga, |FC| = g.

Ako je tocka GG m-ta djelisna tocka stranice AD, a H p-ta djelisna tocka stranice C'D, vrijedi:
m

1AG| = Za, |cH| = Loa.
7 n

Ako su pravei EG i FH paralelni onda je AAEG ~ ACHF (kutovi s paralelnim kracima
JAEG =2 «CHF,<EGA = <HFC), pa vrijedi:

|AG| B |AE|
\FC|  |CH|
odnosno
LY
-4
- =2
2

i ™m
Stoga je p = 30 p<n.
m

Ako je m =1 tada je p="" ten € {3,6,...},p € {7,14, ...} $to ne moze biti zbog p < n.
Ako je m =2 tada je p="" ten € {6,12...} ,p € {7,14, ...} §to ne mozZe biti zbog p < n.
Ako je m =3 tada je p="" ten € {9,18,...} ,p € {7,14, ...} §to zadovoljava uvjete.

Ako je m = 4 tada je p = %, ten € {12,24,...} ,p € {7,14, ...} sto zadovoljava uvjete, ali je

u prethodnom sluc¢aju n manji i za ostale moguénosti (m = 5,6) dobili bi veéi n, tako da je
n = 9 najmanji prirodan broj takav da su pravci EG i F'H paralelni.
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Drugo rjeSenje.

Smjestimo pravokutnik u koordinatni sustav tako da je vrh A(0,0):

y
T~
D H C
@
[ ]
° F
\‘ G \
L J
[ ]
A E B X

A(0,0), B(2a,0),C (2a,a),D(0,a), E (%,0), F (20, %) ,G (0, 2a) , H (2a — £2a,a)

Da bi pravcei EG i F'H bili paralelni koeficijenti smjera im moraju biti jednaki:

i 0—%& 3mk 5—a n

G: a = —_—— = _—7’

R 28" a—(2a—122a) 4
3m n ™m
kEG—/fFH:>—% —@:>p:3—m.

Ostatak rjesenja je kao u 1. rjesenju.

Zadatak B-4.4.

U nekoj se igri na sre¢u iz bubnja sa zelenim i plavim kuglicama istovremeno izvlace dvije
kuglice. Igrac¢ ¢e ostvariti dobitak ako izvuce kuglice razli¢itih boja, a vjerojatnost dobitka
iznosi 0.25.

a) Ako u bubnju ima 7 plavih kuglica, koliko ima zelenih?

b) Luka igru ponavlja sve dok ne ostvari dobitak, pri ¢emu nakon svakog ponavljanja izvucene

kuglice vra¢a u bubanj. Vjerojatnost da Luka igru zavrsi u najvise 2k ponavljanja }(Q)SZ je

puta veca od vjerojatnosti da igru zavrsi u najvise k ponavljanja. Odredi broj k.
Rjesenje.
a) Neka je n nepoznati broj zelenih kuglica. Vjerojatnost dobitka ra¢unamo kao:

_O0)

(n;?)  (n+7)(n+6)

Kako bi odredili nepoznati broj n, rjesavamo jednadzbu
14n 1
(n+7)(n+6) 4
koja je ekvivalentna jednadzbi n? — 43n + 42 = 0. RjeSenja ove jednadzbe su n = 1 i

n = 42. Dakle u bubnju uz 7 plavih kuglica moze biti jedna zelena kuglica ili 42 zelene
kuglice.
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b) Jednostavnosti radi oznac¢imo s p vjerojatnost dobitka, a s ¢ vjerojatnost gubitka pri
jednom pokusaju.
Prema nacelu zbroja, vjerojatnost da Luka igru zavrsi u najvise k£ ponavljanja jednaka je
k1

. q
prap+¢p+---+d° 1p:pq_1-

Analogno zakljucujemo da je vjerojatnost da igru zavrsi u 2k ponavljanja jednaka

q2k_1

g—1"

p

Omjer tih dviju vjerojatnosti iznosi ¢* + 1.
Da bi nasli broj k, rjesavamo jednadzbu

(3)’“ Lq o 1267
4 10247

(3)’“_ 243 (3)5
4) 1024  \4/)’

odnosno

pa je k = 5.

Zadatak B-4.5.

U siljastokutnom trokutu ABC' simetrala kuta pri vrhu A sije¢e stranicu BC u toc¢ki D, a
trokutu opisanu kruznicu u tocki E razli¢itoj od tocke A. Ortogonalne projekcije tocke D na
stranice AB i AC redom su tocke F' i G. Dokazi da je povrsina Cetverokuta AF EG jednaka
povrsini trokuta ABC.

Rjesenje.

Neka je o kut pri vrhu A.

vl

vl
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1
Povrsina trokuta ABC je P, = 3 |AB| - |AC| - sina.
Trokuti ADF i ADG su sukladni (k — s — k) pa su dijagonale ¢etverokuta AFEG okomite.
1
Dakle, povrsina Cetverokuta je P = 5 |AE| - |FG].

A AD
Trokuti ACD i AEB su sli¢ni (k— k) pa je \’Ag: = |\AB\|’

odnosno |AB|-|AC| = |AD|-|AE|.

Tada je|AE| = %.

FG je tetiva kruznice promjera kojoj odgovara obodni kut a pa vrijedi

[FG
2
sino = — B
2
Slijedi |F'G| = |AD|sin a.
1AB|-|AC|

1 1
Tada je P» = 5 |AE| - |FG| = -|AD|sina = 5 |AB| - |AC| -sina = P.

2 |AD|

Dakle, trazene su povrsine jednake.
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