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Vektorski umnozak:
Za zadane nekolinearne vektore @i b, vektorski umnozak

d x b je vektor sa svojstvima:

o |axb|=|al[blsin<(a’b)

1 axb je okomit na vektore di b

0 Trojka (E',Bﬁx_lr;) &ini desni
sustav

Ako su vektori kolinearni njihov

vektorski umnozak je nulvektor.




Svojstva vek'ror'skog umnoska:
Za sve vektore @b,Ci za svaki skalar kER vrijedi:

o antikomutativnost: bx@ = -axb
- homogenost: (ka)xb = k(axb)

o distributivnost: (a*b)x¢ = axc + bx¢




Vektorski umnozak u koordinathom sustavu

Tablica mnozenja
vektora baze:

- > > > . F >
Ako su vektori a=a,i+a j+a,K i b=bXT+byj+bzk
vektorski umnozak mozemo izracunati

pomocu determinante:

a

xb

—

i ]k
a, a,
b, b,

ax
bx
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Geometrijska interpretacija:

-

Apsolutna vrijednost
vektorskog umnoska

jednaka je povrsini

axb

paralelograma sto ga
zatvaraju

ta dva vektora. LN




Skalarni umnozak:

= Skalarni umnoZak vektoraai b je realan broj definiran

a-b=|a]|b]cos<(a,b)

= U koordinatnom sustavu a=a,i+a,J, b=b,i+b, | skalarni
umnozak je:

a-b=a.b,+a b,
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Poznati poucci




Ako su A(xy,y1), B(X2.y2) i C(x3,y3), tada je povrsina trokuta

ABC jednaka

P=% [x1(y2-y3)*X2(y3-Y1)+X3(y1-Y2)l

DOKAZ:

AB =(x, _xl)l_:*'(J’z

P:l‘ﬁx/l—(j‘:l
2 2

—
.

l
Xy, =X

X3 =X

_J’1)}:9AC = (x, _xl);+(J’3 _J’1)j

Vo
V3

—
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— )
—

—

k
0
0

- %kxz —x)(V; =) — (5 = x)(y, _J’1)|

1

2

Xy =X Vo —

Xy =X V3—

le(yz V) +x,( = y)+x,(0n =1,
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Ako pravac prolazi zadanim tockama (x1,y1) i (X2.y2),
tada je njegova jednadzba: Vo p
2 1

Xy =X

Y= = (x—x)

DOKAZ: Ako su Ti(x1,y1) i To(X5,y2) zadane, a T(x,y) bilo koja

tocka ravnine, tada uvjet da tocka T lezi na pravcu T;T, glasi

|T1TV.2 X Tl-‘:lz O
i ] l; Xo =X V=)
X,=X y,-y, 0|=0 = 2 R =0
X=X V=Y
x=x  y=-y 0
Vo =W

(X, =x)y-y)-, = y)x-x)=0 = V= N= X, — X, (x_xl)ﬁ




Pouc€ak o simetrali unutarnjeg kuta trokuta:

Simetrala unutarnjeg kuta tfrokuta dijeli nasuprotnu
stranicu u omjeru duljina drugih dviju stranica.

DOKAZ:

CD je simetrala kuta < BCA trokuta ABC,
<BCD= <DCA= 0 , <ADC=€ , <CDB=180°-€

PADC —

PBCD

N[ — | —

CAxCD l
2
1
CBx(CD|=—
2

DAx DC

—>b-s-sind=x-s-silng >

DBxDC

a

b
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X

—>a-s-siIno=y-s5-sln& —>
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‘ Poucak o povrsini ¢etverokuta:
Povrdina etverokuta jednaka je P=%efsing
gdje sue i f dijagonale ¢etverokuta, a ¢ kut medu njima.

DOKAZ: C
ji = SA,ji = SC.K = SB.1 = 5D s/
ZASD = /BSC = ¢
ZASB =2/2CSD =180°—¢

P:%‘nﬁx/g‘+%‘£xﬁ‘+%‘ﬁxi‘+%‘ixnﬁ‘ A B

P:%mksin(lSOo—go)+%knsin¢+%nlsin(lSOo—go)Jr%lmsin(p

P:%(mk+kn+nl+lm)sin(p:%(m+n)(k+1)singp

P:lefsingo ‘ ‘
[ ]
[

2 e

M =2 =




Adicijska formula za sinus:
Za bilo koja dva kuta a i B vrijedi
sin(a+B)=sinacosB+cosasinf

DOKAZ:
<AOC=a , <BOC=B

| 05 <04
s1n(a+,8)=‘@,Ha‘
/ i k cosff —sinf| -

@x@:cosﬂ —-sinf 0|= -k::(sinacosﬂ+cosasinﬁ)-l€

cosa sina 0

cosa sina

=1—>sin(a + f)=sinacos f+cosasin f

1!

\/2\:1,*:1,—’




Poucak o sinusima: Duljine stranica trokuta

odnose se kao sinusi nasuprotnih kutova trokuta.
C

DOKAZ: /\
a

A C B

—

G=b+C—>bxda=bx(b+7)=bxb+bx¢=bx¢
— |bxa|=|bx&|—|b|-|a|-sin £(b,a) = |b|-|¢|-sin £(b,¢)
Z(b,a)=y,/(b,¢)=180°—a,sin(180°— ) =sin

a-siny=c-sima —>a:c=sinqa:siny
=




Euklidov poucak: U svakom pravokutnom trokutu

vrijedic  v=ypg,a=cp,b=\Jcq

gdje je v visina na hipotenuzu c,te p i g ortogonalne
projekcije kateta a i b na hipotenuzu.

DOKAZ: H )
=V-p,b=v—§

ib=0—(—p)(V-G)=0—>v>—vG—vp+pG=0

Y

7 =[5 =12, = 0,7 = 0, 7 =| ||| -cos180° = —pq




Pouéak o dijagonalama romba:
Dijagonale romba medusobno su okomite.

DOKAZ:

AB =1, AD =ii

| =i| = a
AC=AB+BC=AB+AD=m+n
DB =DA+ AB = ii—ii

AC-BD = (i +ii)-(ii—in)=ii* =i’ = ii| || =a’—a’ =

—> AC 1 BD




Poucak o obodnom i sredisnjem kutu: Sredisnji kut
dvostruko je veéi od pripadnog obodnog kuta.

DOKAZ:

A(cosa,sin ), B(cos f,sin 5), C(cos(f + €),sin( S +¢))

E=(cos,B—cosa)f+(sin,8—sina)]’=25ina;’6(sina;ﬂf—cosa;ﬂfj |

AC = (cos(B+&)—cosa)i +(sin(f+¢&)—sina);j = 2sin

a-p-¢ sina+ﬂ+8f a+pf+e-
2 2 2

AB- 4 .a+tf . a+p+ + + [+ +p+ +
cos¢=_—_€=s1na ’Bsma P © tcos ﬂcosa b g=cos(a ’28 g—azﬂj:cosE

\AB\.\AC\ 2 2 2

ﬂmg

=2 =




‘ Adicijska formula za kosinus:

cos(ax + ) =cosa cos f —sin a sin [

cos(a — ) =cosacos f+sinasin

DOKAZ:

4(074,&3’):4/103:(1%

0il-[or-

OA-OB = OAHOB‘-COSZ(O—A,O—B) =cos(a+f3)
A(cosa,sina), B(cos f§,—sin f3)

@-@:cosacosﬂ—sinasin,b’

— cos(a+ ) =cosacos f—sinasin B ﬁ
]
[ ]

LEE

] =2 =




Poucak o kosinusu: a’ =b*+c° —=2bccosa
b>=a’ +c> —2accos 3

¢’ =a’+b>—2abcosy

DOKAZ:

—_— R e

G=BC,b=CA,C=BA

d=c—-b—>a*=b"+c*-2¢b
cb=c-b-cosa

—>a’=b* +c¢* —2bccosa
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Zadatci




Zadatak 1: Pravac prolazi vrhom A i polovistem E stranice CD
paralelograma ABCD, te sijece dijagonalu BD u tocki F. Izracunajte
povrsinu Cetverokuta BCEF, ako je povrsina paralelograma ABCD

jednaka 24. y = ¢
5 b
RJESENJE _ F
:J J PBCEF_PBCD_PEDF
1 a B
PBCD :EPABCD A
Popy |DE><DF| ——ax/lDB‘ j\aX(a b)|= —\axb\ Piyen
EDF =64
FE = yAE = u(~a+by=a+ ub 1
2 2 = 2/__:>PEDF_2:>PBCEF_

FE:DE—DF:%a—z(a’—g):(%—z)m/w

ﬂ'!




Zadatak 2: Dokazi da je povrsina Cetverokuta ABCD
jednaka: P %‘Exﬁ)‘

DOKAZ: 5 C

P=P,. +P,, = %‘ABXAC‘ +%‘AC><AD‘

ABxAC+ACxAD‘

ACxBA+AC><AD‘=%‘AC><(BA+AD)‘

® p=_|dcxBD|

ﬂgg

=2 =




Zadatak 3: Bez uporabe kalkulatora odredi tangens kuta
izmedu dva vektora.

RJESENJE:
gp:L(Zi,Z;)
ixb
g W] o<
cos¢p a-b a-b
al- |

!




Zadatak 4.: Zadani su vrhovi ¢etverokuta ABCD,
A(1,-7), B(3,-3), C(4,5), D(-2,-3).

Dokazite da dijagonala BD dijeli povrsinu ¢etverokuta u
omjeru 1:2.

C

RIJESENJE:
DA=3i —-47,DB=5i,DC =6i +8] )
i j ok B
1 1 R
Py =—-|DAxDB|==-[3 —4 0]l==-20-[k|=10
2 2 2 A
5 0 0
i J k
PBCD:l-‘DBxDC‘:l-S 0 0 =1-40.\/€\=2o
2 2| ol 2

—> P, Py =1:2

!




Republicko natjecanje Bosne 1 Hercegovine 1. . 1980.

ToCka K srediste je stranice AB kvadrata ABCD, a tocka
L dijeli dijagonalu AC u omjeru 3 : 1. DokaZi da je kut
2KLD pravi kut.

— — o D, ¢

Neka je AB = ad, AD = b.
1. 3(% s _1. 32 4

——§a+Z a+ )—Za+Z "
D_L’——E+§(*+E)—§*—EE

- 14“ 197 %
KL’-DL’=1—6(a+3B’)(3a—E)= A Ky B
i(3|€z|2+8a-b—3|13|2)=o
16
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Opéinsko natjecanje Hrvatske 2. r 1989.

U konveksnom peterokutu ABCD tocke K, L, M, N redom
su polovista stranica AB, BC, CD,DE, a toCke P i Q
polovista su duzina KM i LN. Dokazi da je duZzina PQ
paralelna sa stranicom AE i da joj je duljina jednaka

Cetvrtini duljine duzine AE. . v D

— 1 1—- — 1

——MK+—=BA+AE +=ED + =NL =
y MR +5bA+ AL+ 758D+ 7

1

PQ
1( DC + CB + BA)+1BA+AE+1ﬁ
2\2 2 2 2
1
_I__

1—) —_— 1—)
—_ED+DC+~=CB
2(2 T C+ZC) 4

K B
1 > > > > 1 — > > —_— _
Z(ED+DC+CB+BA)+§(ED+DC+CB+BA)+AE




Umjesto zakljucka



Vektorske zarazne bolesti 0
= Pojavljuju se od proljeéa do jeseni @

= Uzrocnik - bakterija, virus, parazit
= Vektor - komarac, krpelj, stjenice

= Vanjski period inkubacije - vrijeme potrebno da
vektor postane zarazan

= Domadin - Covjek, Zivotinja

= Zarazeni vektori najcesée dozivotno prenose
uzrocnika bolesti

= Komarci -groznice (denga, zuta, ¢ikungunja), malarija

= Krpelji - encefalitis, tifus, lajmska bolest

= Cijepljenje, komarnici, insekticidi
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Vektorski trening \ ‘ /
1]

(e
w

= Vektor - 5 traka razli¢itih boja zalijepljenih na pod
pokazuju smjer kretanja

= Kut 45 stupnjeva
= Duljina trake - duljina trupa
= Trake se doti¢u rukama ili nhogama

= Vektori poboljsavaju ravnotezu, stabiliziraju kukove i
zdjelicu
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‘ Istim smj erom




Matematicar polaze vozacki ispit

Nadopuni znak za jednosmjernu ulicu

A.
/\

' -iEinbéﬁﬁ?‘.traﬂQ

B.
/\

&

\Y

D.




Kako je Gru ukrao mjesec
https://www.youtube.com/watch?v=A05n32BI|0a¥Y

Ja sam inade Vektor. To je matematiCki pojam, duzina predstavljena str
koja ima smijer i veliCinu.

Vektor to sam ja, jer svi moji zloCini imaju smijer i veliCinu.


https://www.youtube.com/watch?v=A05n32Bl0aY

ANMO

GORE

3,704




