DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
Vodice, 23. travnja 2024.

Zadatak A-1.1.

Odredi najmanju vrijednost koju moze poprimiti izraz
T+ ‘2 |z| — 1‘
za neki realni broj x.
Rjesenje.
Dani izraz promatramo ovisno o predznaku brojeva x i 2|z| — 1. Neka je prvo z > 0. Tada ta]

izraz postaje x + |2z — 1|. Kada je 2z — 1 > 0, odnosno kada je z > 3 trazeni izraz
r+ 2z —-1)=3z—-1

1
poprima najmanju vrijednost kada je x najmanji, a to je za x = 5 Dakle, u ovom je slucaju
1
najmanja vrijednost izraza jednaka 3 - 3~ 1=-.

2

1
Kada je 2x — 1 < 0, sto zajedno s pretpostavkom x > 0 povlaci x € {O, 2}, trazeni izraz
r—2r—-1)=—-x+1

1
poprima najveéu vrijednost kada je x najveci, a to je za x = 3 Dakle, u ovom je slucaju
1

1
najmanja vrijednost izraza jednaka —5 +1= 5

Neka je sada = < 0. Trazeni izraz postaje x + |2x + 1|. Kada je 2x + 1 > 0, $to zajedno s

pretpostavkom x < 0 povladi z € et 0|, trazeni izraz

r+(2rx+1)=3r+1

1
poprima najmanju vrijednost kada je x najmanji, a to je za x = —5 Dakle, u ovom je slucaju
1 1
najmanja vrijednost izraza jednaka —3 - D) +1= —5

1
Kada je 2x + 1 < 0, odnosno kada je z < —5 trazeni izraz
r—2z+1)=—-2—-1

1
poprima najvecu vrijednost kada je x najvedi, a to je za x = —5 Dakle, u ovom je slucaju
1

1
najmanja vrijednost izraza jednaka 5~ 1= 5
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Iz analize po svim slucajevima, zakljuc¢ujemo da je najmanja vrijednost trazenog izraza jednaka
1

——, te se ostvaruje za r = ——.
2 2

Zadatak A-1.2.

Za viseznamenkasti prirodni broj definirana je operacija tumbanje pri kojem se vodec¢a znamenka
izbrise, a zatim ista znamenka dopise na kraj broja, iza znamenke jedinica. Tako npr. od broja
123 nastaje broj 231, a od broja 107 broj 71. Prirodni broj je mudar ako mu je vodeca znamenka
u dekadskom zapisu jednaka 1, a tumbanjem od njega nastaje triput veéi broj. Odredi sve mudre
brojeve.

Prvo rjesenje.

Broj kojem je prva znamenka u dekadskom zapisu jednaka 1 mozemo prikazati u obliku n =
10* +m, gdje su m i k nenegativni cijeli brojevi i m < 10*. U tom slu¢aju je broj dobiven
tumbanjem jednak je 10m + 1.

3-10F -1
Pretpostavimo da je n mudar. Tada je 10m+1 = 3-(10* +m), odnosno m = — odakle
je
3-10F -1 10" -1
= 10" + = :
" 7 7
Da bi n bio mudar, nuzno je 10! — 1 djeljiv sa 7. Vrijedi i obrat, ako je k nenegativan cijeli
k+1
broj takav da je 10*! —1 djeljiv brojem 7, onda je — mudar broj. Zaista, u tom slucaju
je
10+ —1 3-10F -1
m=————-—10F="—"" —
7 7

nenegativan cijeli broj koji je manji od 10¥, te je zadovoljena jednakost 10m+1 = 3- (10* +m).
Potrebno je odrediti sve nenegativne cijele brojeve k za koje je broj 10**! — 1 djeljiv sa 7.
Kako broj 10! za k = 0,1,2,... redom daje ostatke 3,2,6,4,5,1,... pri dijeljenju sa 7,
zaklju¢ujemo da se ti ostatci ponavljaju s periodom 6, pa je nuzno da je k + 1 djeljiv sa 6,
odnosno da je k = 6] — 1, za bilo koji [ € N.

Dakle, svi mudri brojevi su brojevi oblika

10651 — 1
7

gdje je | € N proizvoljan.

Drugo rjeSenje.

Neka je arax_1 ... asa a9, uz a; = 1 dekadski zapis nekog mudrog broja. Broj dobiven njegovim
tumbanjem je ax_1ax_so . ..ajagax. Iz uvjeta zadatka dobivamo

3 - 1(Lk,1 ... Q100 = Ap—1Ak—2 - - - alaol.

Promotrimo zadnju znamenku izraza na obje strane jednakosti. Zakljucujemo da broj 3ag
zavrsava znamenkom 1, $to je moguce samo ako je ay znamenka 7. Posebno, kako ay # 1,
mudar broj mora imati vise od jedne znamenke (k > 1).
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Sredimo sada zadnju jednakost:

3-1lap_1...a0017 = Qp_1Qp_9...a171
30 - 1ak_1...a2a1+3~7: 10-ak_1ak_2...a17+1

30 - 1ak_1 ...Qa1 + 20=10- Qp—1Qp—9 ... (117

3- 1(lk_1 ... Qo0 + 2= Qp—1Qp—2 ... CL17

Ponovno promotrimo zadnju znamenku izraza na obje strane jednakosti. Zakljucujemo da je
broj 3a; zavrSava znamenkom 5, $to je moguée samo ako je a; znamenka 5. Posebno, kako
a; # 1, mora biti k > 2.

Na analogan nacin iz jednakosti

3-lag_1...a3a25 +2 = ag_1a5_9...a207, tj. 3-laxp_1...azas+1=ar_1a5_o...a35

zakljucit ¢emo da je as = 8. Ovaj postupak ponavljamo dalje, dobivamo a3z = 2, ay = 4, te
onda i

3 - 1ak,1 c a6a54 = Ap—1QK—2 ... a542, tJ 3 - 1&]671 ... Q05 + 1= Ap—1Ap—2 . .. CL54

odakle zakljucujemo as = 1.

Kako smo tek za znamenku as dobili da je jednaka 1, dobili smo prvi mudar broj. Naime, ako
je k=51a, =as =1, dosli smo do mudrog broja 142857.

Za sve ostale mudre brojeve (k > 6) kao ranije dobivamo da vrijedi

3- 1ak,1 . a7a61 = Akp—1Q—2 ... CL514, tJ 3- 1ak,1 .o.a7 = Ap—10K—2 - - - a61,

odnosno da je mudar broj lax_;...arag, onaj koji je dobiven od pocetnog mudrog broja bri-
sanjem zadnjih 6 znamenaka. Mozemo zakljuciti da je taj broj sastavljen Sest znamenaka koje
¢ine broj 142857, ili ponovno da je i broj kojem obriSemo zadnjih 12 znamenaka mudar, itd.

Ponavljajuéi taj argument, zakljucujemo da su svi mudri brojevi
142857, 142857142857, 142857142857142857,

odnosno brojevi nastali proizvoljnim brojem ponavljanja bloka niza znamenaka 142857.
Napomena: Dekadski zapisi mudrih brojeva iz prvog rjesenja brojevi su iz drugog rjesenja:

106 — 1 102 — 1
0 — 142857, 07 — 142857142857, ...,

dakle, radi se o istim rjesenjima zapisanim na drugaciji nacin.

Zadatak A-1.3.

Unutar trokuta ABC' stranica duljina |[AB| = 11, |BC| = 13 i |CA| = 14 nalazi se tocka K
takva da je <K BA = <KCB = 30°. Tocke M i N su redom osnosimetric¢ne slike tocke K s
obzirom na pravce AB i BC. Odredi udaljenost tocaka M i N.

Drzavno natjecanje iz matematike 2024. 3/22



Rjesenje.
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Promotrimo trokut CKN. Zbog osne simetrije vrijedi <KCN = 2<KCB = 60° te |CK| =
|C'N|. Zato slijedi

1
<CKN =<CNK = 5(180o — <KCN) =60°,
pa je trokut C KN jednakostranican.
Analogno, zbog osne simetrije je <K BM = 2<KBA =60°1i |BK|=|BM|, pa onda i
1
<BKM = <BMK = 5(180o — <KBM) = 60°,
pa je i trokut K BM jednakostranic¢an.

Promotrimo trokute M KN i BKC'. Vrijedi |[KN| = |KC|, M K| = |BK] (jer su trokuti CK N
i KBM jednakostranicni), te

IMKN = <MKB+ <BKN =60°+<BKN =<NKC + <BKN = <BKC.

Prema S—-K—-S poucku o sukladnosti su ti trokuti sukladni, pa je zato

IMN| = |BC| = 13.
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Zadatak A-1.4.
Realni brojevi z, y i z zadovoljavaju sustav jednadzbi
23 =22 4y —2
P =22+ 22
23 =223+ — 2.
Dokazida jex =y =2z = 1.
RjesSenje.
Pretpostavimo da postoji neko drugo rjesenje sustava razli¢ito od x = y = z = 1. Ako bi u
takvom rjeSenju bilo x = 1, tada iz zadnje jednadzbe vidimo da je z* = 1, odnosno z = 1, te je

onda iz druge jednadzbe ¥ = 1, odnosno y = 1. Dakle, za bilo koje drugo rjeSenje jednadzbe
nuzno je x # 1.

Pretpostavimo da je z > 1. Tada je 2° > 1, pa je 23 +x > 2. Zato iz zadnje jednadZbe imamo
P=2 4 (2P —2) > 2%

To je moguce samo ako je z > x. Posebno, zbog =z > 1, zaklju¢ujemo da je z > 1.

Kako je z > 1, iz druge jednadzbe analogno dobivamo
=224 (P2 —-2) > 28

odakle zaklju¢ujemo da je y > 2, te posebno y > 1.

Konacno, koristec¢i y > 1 iz prve jednadzbe slijedi
=y + (P +y—2) >y
odakle zaklju¢ujemo x > y. Dobili smo niz nejednakosti z > y > 2z > x koje oc¢ito ne mogu biti

zadovoljene, ¢ime dobivamo kontradikciju.

Pretpostavimo sada da je x < 1. Tada je 23 < 1, pa je 23 + 2 < 2, pa iz zadnje jednadzbe
imamo
P=+ (P +r-2) <2

Sto je moguce samo ako je z < x. Posebno, zbog x < 1 zakljucujemo 2z < 1.
Sada iz druge jednadzbe na analogan nacin zaklju¢ujemo

v =2+ (P4 2—-2) <2,

odnosno y < z < 1, a iz prve jednadzbe

=y + (P +y—2) <y’

dobivamo x < y. Ponovno dobivamo kontradikciju, jer nije moguce da vrijede nejednakosti
r<y<z<wx.

Zaista, x = y = z = 1 jedino je rjesenje ovog sustava jednadzbi.
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Zadatak A-1.5.

Antonija je zamislila 6 razlicitih realnih brojeva, a zatim je na plocu napisala sve moguce
zbrojeve dvaju, ne nuzno razlicitih, zamisljenih brojeva. Kada je Branku rekla da su najmanja
dva od zamisljenih brojeva 2024 i 4048, Branko je zakljucio da koji god preostali brojevi bili,
broj razli¢itih brojeva na plo¢i nije mogao biti manji.

a) Koliko je razli¢itih brojeva na ploci?

b) Koliki sve moze biti najveéi broj koji je Antonija zamislila?

Rjesenje.
Neka su 1 = 2024, x5 = 4048, w3, x4, o5 1 g Antonijini zamisljeni brojevi poredani po veli¢ini
od manjih prema veé¢im. Promotrimo 11 zbrojeva

T1+ T1, T+ X2, T2+ To, Ta+ T3, ..., T+ Tg, Tg+ Tg.

To je 11 razli¢itih zbrojeva (i oni su poredani od manjih prema veéim) pa Branko na plo¢i vidi
barem 11 razli¢itih zbrojeva. Dokazat ¢emo da je to ujedno najmanji moguéi broj razlicitih
brojeva na ploci.

Promotrimo zbroj x; + x3. Da bi na ploc¢i bilo to¢no 11 razli¢itih brojeva, mora biti jednak
jednom od gore zapisanih zbrojeva. Kako je x1 < x5 < x3, nuzno je

T+ T2 <21 +23<XTy+ T3
pa je jedino moguce da je jednak zbroju xs + x2. Dobivamo da je

$3I$2+ﬂ72—$1:3'2024.

Promotrimo sada zbroj xy + x4. Slicnim zakljuc¢ivanjem, taj broj je vec¢i od xs + x3 i manji
3 + x4, pa je jedino moguce jednak zbroju x3 + x3. Dobivamo da je

$4:$3+$3—$224'2024.

Zakljucujuéi slicno dalje promatrajuci zbrojeve x3 + x5 i x4 + xg zakljucujemo x5 = 5 - 2024 i
xg = 6 -2024.

S druge strane, za brojeve x;, = k-2024 (k = 1,...,6) zaista vrijedi da je broj razli¢itih zbrojeva
ne nuzno razli¢itih parova brojeva jednak 11: svi takvi zbrojevi visekratnici su broja 2024, od

22024 do 12-2024. To dokazuje da je moguce da se na ploc¢i nalazi samo 11 razli¢itih brojeva,
pa je to najmanji takav broj. Najveéi Antonijin zamisljeni broj je nuzno z¢ = 6 - 2024 = 12144.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
Vodice, 23. travnja 2024.

Zadatak A-2.1.

Baka Jagoda prodaje tresnje te je uocila da postoji linearna ovisnost izmedu cijene jednog
kilograma tresanja i kolicine prodanih tresanja u danu: svakim povecanjem cijene za 1 € po
kilogramu bi u danu prodala 3 kilograma tresanja manje. Najvedi iznos od prodaje tresanja
bi ostvarila kada bi ih prodavala po cijeni od 3.6 € po kilogramu. Jednog dana unuka Visnja
zamijenila je baku na trznici, sama odredila cijenu kilograma tresanja i prodala tresnje za 18.6
€. Po kojoj je cijeni Visnja mogla prodavati tresnje?

Rjesenje.
Oznacimo s x cijenu kilograma tresanja u eurima. Tada koli¢inu prodanih tresanja u kilogra-

mima mozemo opisati s a — bx, za neke realne brojeve a i b. Iznos od prodaje tresanja jednak
je f(z) = x(a — bx) = —bx? + ax, $to je kvadratna funkcija po z.

Iz uvjeta zadatka slijedi b = 3. Nadalje, najveéi iznos od prodaje tresanja postize se u tjemenu

kvadratne funkcije f, pa slijedi
—a

— =36
—2b ’

odakle je a = 21.6.

Ako je Visnja je prodavala tresnje po cijeni od y eura po kilogramu, vrijedi f(y) = 18.6, odakle
je

—3y% 4+ 21.6y = 18.6
—5y 4+ 36y — 31 = 0,

odakle dobivamo rjeSenja y =1iy =3 =6.2.

Zakljuc¢ujemo da su moguce cijene po kojima je Visnja prodavala cijene 1 € po kilogramu i 6.2€
po kilogramu.

Zadatak A-2.2.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje broj
2n* +19n* 4+ 9

ima to¢no 6 pozitivnih djelitelja.
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Rjesenje.
Zapisimo izraz u obliku
2nt +19n* + 9 = (2n* + 1)(n* + 9).
Pretpostavimo da je broj n djeljiv s 3. Kako je u tom slucaju broj n? +9 djeljiv s 9 i veéi od 9,
a broj 2n? + 1 takoder veéi od 9, zakljucujemo da traZeni izraz ima barem 7 razlicitih djelitelja:

1, 3,9, 2n° +1, 3(2n* + 1), 9(2n* + 1), (n* +9)(2n* + 1)

(poredani su po veli¢ini), odnosno ima vise od 6 djelitelja.

Zato je nuzno n relativno prost s 3. U slucaju n = 1 dobivamo broj 30 = 2 - 3 - 5 koji ima 8
djelitelja, a u slucaju n = 2 dobivamo broj 117 = 3% - 13 koji ima 6 djelitelja. Neka je nadalje
n = 4 relativno prost s 3.

Kada je n relativno prost s 3, broj n? daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3, pa je broj 2n? + 1 djeljiv
s 3. Kako je n? + 9 relativno prost s 3, traZeni izraz ima barem 6 razlicitih djelitelja:

1, 3, n* +9, 2n* +1, 3(2n* + 1), (2n* + 1)(n* +9)

2n +1

(poredani su po veli¢ini). Broj m = je prirodni broj i takoder je djelitelj danog izraza.
Da bi izraz imao to¢no 6 djelitelja, m mora biti jednak jednom od gore napisanih djelitelja.
Kako je m manji od n? +9 i 2n? + 1, jedino je moguce da je m = 1 ili m = 3. U prvom slucaju
iz jednakosti 2n? + 1 = 3 ne dobivamo prirodnih rjesenja, a u drugom slucaju iz 2n®> +1 =9
dobivamo ve¢ pronadeno rjesenje n = 2.

Zato je jedini takav n jednak 2.

Zadatak A-2.3.

Neka su stepenice dio kvadratne ploc¢e dimenzija 111 x 111 koji se sastoji od prvih k polja u
k-tom retku za k= 1,2,...,111. Mogu li se stepenice podijeliti na 111 kvadrata?

(Kvadrati se trebaju sastojati od jedini¢nih polja i ne moraju biti sukladni.)
Rjesenje.
Promotrimo polja stepenica koja se nalaze na dijagonali (najdesnija polja svakog retka). Nikoji

od 111 kvadrata na koje bi te stepenice bile podijeljene ne mogu pokriti dva polja dijagonale.
Zato svaki kvadrat pokriva to¢no jedno polje dijagonale.

Promotrimo polje u kutu stepenica (najlijevije polje zadnjeg retka). Kao i sva ostala polja, mora
biti dio jednog od 111 kvadrata. Polje dijagonale i kutno polje mogu biti u istom kvadratu samo
ako je se to dijagonalno polje nalazi na sredini dijagonale. Zato da bi kutno polje bilo pokriveno
jednim kvadratom, to mora biti kvadrat dimenzija 56 x 56, koji dijeli originalnu ploc¢u na dvije
ploce koje su stepenice od 55 redaka. Svaku od tih novodobiveinh ploc¢a potrebno je podijeliti
na po 55 kvadrata.

Kutna polja tih manjih plo¢a ponovno mozemo pokriti samo kvadratom dimenzija 28 x 28 koji
pokriva srednje dijagonalno polje tih ploca i dijeli svaku od ploca na po dvije nove ploce koje
su stepenice od 27 redaka. [ te plo¢e mozemo pokriti kvadratima samo ako je kutno polje
pokriveno kvadratom dimenzija 14 x 14 koje dijeli ploc¢e na stepenice od 13 redaka, a te ploce
samo ako je kutno polje pokriveno kvadratom dimenzija 7 x 7 koje dijeli ploce na stepenice od
6 redaka.
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Medutim, stepenice od 6 redaka ne mozemo podijeliti na 6 kvadrata buduéi da nijedan kvadrat
ne pokriva istodobno neko polje dijagonale i kutno polje (jer je na dijagonali paran broj polja).
Dolazimo do kontradikcije, stepenice se ne mogu podijeliti na 111 kvadrata.

Zadatak A-2.4.

Zadan je trapez ABC'D kojemu su kutovi uz osnovicu AB §iljasti. Simetrala duzine AD sijece
pravac BC u tocki P, a simetrala duzine BC' sijece pravac AD u tocki ). Dokazi da je
<DPA = 9<BQC.

Rjesenje.

Neka su M i N redom polovista krakova AD i BC. Kako toc¢ka P lezi na simetrali duzine AD
koja prolazi kroz njezino poloviste M, zaklju¢ujemo da je <QM P = 90°. Sli¢no zaklju¢ujemo i
da je <QNP = 90°. Kako su nad duZinom PQ kutovi pri vrhovima M i N pravi, po Talesovom
poucku zaklju¢ujemo da je ¢etverokut QPN M tetivan. Zato je zbroj mjera nasuprotnih kutova
tog cetverokuta jednak 180°, odnosno <@QMN + <QQPN = 180°.

Kako je MN srednjica trapeza, ta je duzzina paralelna s osnovicom AB. Prema jednakosti
kutova s paralelnim kracima, slijedi

<QDC + <QPC = <QMN + <QPN = 180°.

Dakle, zbroj mjera dva nasuprotna kuta cetverokuta QQPC'D je jednak 180°, pa je i taj cetve-
rokut tetivan. Zbog jednakosti obodnih kutova nad tetivom QP slijedi <QDP = <QCP.

Bududi da tocka P leZi na simetrali duZine AD, jednako je udaljena od krajnjih to¢aka te duZine,
pa je trokut ADP jednakokrac¢an. Kutovi uz osnovicu AD su jednaki, pa vrijedi <DPA =
180° — 2<<ADP. Analognim zakljuc¢ivanjem za trokut BC'Q slijedi <BQC = 180° — 2<QCB.
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Konac¢no, dobivamo
<DPA =180° — 2<ADP = 180° — 2<«QDP = 180° — 2<«QCP = 180° — 2<«QCB = <BQC,

sto je i trebalo dokazati.

Zadatak A-2.5.

Mihael je na ploc¢i zapisao kvadratnu funkciju f(z) s cjelobrojnim koeficijentima. Nakon toga,
u svakom je koraku promijenio (povecao ili smanjio) za 1 ili koeficijent uz x ili konstantni ¢lan.
U zadnjem koraku je na ploci zapisana kvadratna funkcija g(z).

Je li sigurno da je u nekom trenutku na ploci bila zapisana kvadratna funkcija s cjelobrojnim
nultockama ako je

a) f(z) =22+ 1+2024 1 g(x) = 2* + 2024z + 17
b) f(z) = 2% + 2024z + 2024 i g(x) = * — 2024z + 20247

Rjesenje.
Za a) dio zadatka za funkciju koja se u nekom trenutku nalazi na plo¢i promotrimo njezinu
vrijednost u z = —1. U svakom je koraku ta vrijednost cjelobrojna te naraste za 1 ili padne

za 1, buduéi da su koeficijenti kvadratne funkcije f cjelobrojni te se u svakom koraku jedan od
koeficijenata poveca ili smanji za 1.

Kako je na pocetku na plodci ta vrijednost f(—1) = 2024 pozitivna, a na kraju g(—1) = —2022
negativna, te u svakom trenutnu naraste ili padne za 1, u nekom trenutku na ploci sigurno se
nalazi kvadratna funkcija h(z) = 2% + ax + b za koju vrijedi h(—1) = 0. Ta funkcija h ima
cjelobrojne nultocke: jedna nultocka je —1, a prema Vieteovim formulama druga nultocka joj
je 1 —a. Dakle, za a) dio zadatka, odgovor je da.

Za b) dio zadatka pronaéi ¢emo niz koraka koji vode od funkcije f do funkcije g takav da se ni
u kojem trenutku na ploc¢i ne nalazi funkcija s cjelobrojnim nultockama.

Oznac¢imo s p bilo koji prosti broj veéi od 2024. Napravit ¢emo sljedece tri grupe koraka. U
prvoj grupi koraka naizmjeni¢no povecavamo za 1 konstantni ¢lan pa koeficijent uz = sve dok
od funkcije f ne dodemo do funkcije 2% + px +p. U drugoj grupi koraka smanjujemo koeficijent
uz z dok ne dodemo do 22 — pz +p. U treéoj grupi koraka naizmjeni¢no poveéavamo koeficijent
uz x pa smanjujemo konstantni ¢lan dok ne dodemo do funkcije g.

Dokazimo da se opisanim koracima na ploc¢i nikad neée nac¢i kvadratna funkcija s cjelobrojnim
nultockama. U prvoj grupi koraka na ploci ée se uvijek nalaziti funkcija oblika % + mx + m
ili x> + mx + (m + 1), za neki prirodan broj m > 2024, a u trec¢oj grupi koraka na ploci ¢e se
nalaziti funkcija oblika 22 —mx+m ili 22 —mx + (m+1), za neki prirodan broj m > 2024. Kada
bi neka od kvadratnih funkcija imala cjelobrojne nultocke, neka od diskriminanti tih funkcija
trebala bi biti potpun kvadrat. Diskriminante tih funkcija su oblika

Dy =m?>—4m, Dy=m?*—4(m+1).
Kako je m > 2024, za njih vrijedi

(m—=32=m>—6m+9<m?—(dm+1)<m?—4m <m? —dm +4 = (m — 2)~
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Dakle, nalaze se izmedu dva uzastopna kvadrata prirodna broja, pa ne mogu biti potpuni
kvadrati. Time smo dokazali da se u prvoj i tre¢oj grupi koraka na ploci neé¢e nalaziti kvadratna
funkcija s cjelobrojnim koeficijentima.

U drugoj grupi koraka na ploéi ée se uvijek nalaziti funkcija oblika x? + nx + p, za neki
n € {-p,—p+1,....,p — 1,p}. Prema Vieteovim formulama umnozak njezinih nultocaka
jednak je p. Da bi neka funkcija takvog oblika imala cjelobrojne nultocke x; i zo, te nultocke
bi nuzno trebale biti 1 i p ili —1 i —p. Ponovno prema Vieteovim formulama, koeficijent uz x
moze biti jednak +(p + 1). Kako je |n| < p, kvadratna funkcija koja ¢e se pojaviti na ploé¢i u
drugoj grupi koraka takoder ne¢e imati cjelobrojne nultocke.

Time smo pronasli niz koraka koji vode od funkcije f do funkcije g takav da se ni u kojem
trenutku na plo¢i ne nalazi funkcija s cjelobrojnim nultockama, pa je za b) dio zadatka odgovor
ne.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
Vodice, 23. travnja 2024.

Zadatak A-3.1.

Odredi sve realne brojeve x za koje vrijedi

logy (4" 4 2%) + 1og (4o 490y 2 = 2.

Rjesenje.
Iz svojstva logaritama slijedi log,. 5. 2 = m. Uvodenjem supstitucije t = log, (4% 4 2%)
imamo
1
2=1t+4+ -
t
0=1t>—2t+1,

iz ¢ega zakljucujemo da je t = 1, odnosno 4% + 2* = 2.

Uvodenjem supstitucije y = 2% dobivamo kvadratnu jednadzbu y? +y — 2 = 0, kojoj su rjesenja
y=—2iy = 1. Kako je y = 2” nuzno pozitivan, odbacujemo moguc¢nost y = —2. [z2* =y =1
dobivamo jedino rjeSenje pocetne jednadzbe x = 0.

Zadatak A-3.2.
Postoje li realni brojevi x,y € <O, —> takvi da su

3

2
1 1 ) 1
1 e —
sinz’  siny sin(x + y)

prirodni brojevi?
Rjesenje.

T
Pretpostavimo da postoje takvi realni brojevi x,y € <0, §> Neka su n i m prirodni brojevi

1 1
- im=—.
sin x siny

takvi da je n =
Buduci da su sin x, siny vec¢i od nule i manji od 1, zaklju¢ujemo da su n i m veéi od 1.

Kako je broj ———— prirodan, njegova je reciproc¢na vrijednost racionalan broj. Prema
sin(x + y)

adicijskoj formuli vrijedi

sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny =sinz - /1 —siny + /1 —sin?z - siny
1 \/m2—1+\/n2—1 17\/m2—1—|—\/n2—1

n m n m mn
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Brojnik tog izraza

g=vm?2—1++vn2—1

nuzno je racionalan broj. Kvadriranjem jednadzbe
vn?—1=qg—+vm?—1

dobivamo
n?—1=¢q¢*—2¢vVm2—14+m?—1,
odakle zaklju¢ujemo da je nuzno v/m? — 1 racionalan broj.

Dokazimo da taj broj ne moze biti racionalan. Pretpostavimo suprotno, postoje prirodni brojevi

a i b takvi da je
\/m2—1:%

Neka su bez smanjenja opcenitosti a i b relativno prosti. Kvadriranjem dobivamo

2
a
m?—1=—

b2’
Kako je broj s lijeve strane prirodan, takav mora biti i s desne, $to je moguée samo ako b* | a®.
Kako su a i b relativno prosti, to je moguce samo ako je b = 1. Dobivamo jednakost

m? —1=a>

Kako je (m — 1) < m? — 1 < m? (prva nejednakost vrijedi za sve prirodne brojeve m veée od
1), broj m? — 1 ne moZe biti potpun kvadrat ¢ime dolazimo do kontradikcije.

Dakle, brojevi
1 1 ) 1
1 e —
sinz’  siny sin(z + y)

ne mogu istodobno biti prirodni ni za koje z,y € <O, g>

Zadatak A-3.3.

Dan je jednakostrani¢ni trokut ABC. Duzina AD sijece stranicu BC u tocki E, a pritom je
IBAD =20°1|DE| = |AB|. Odredi <ADB.

Prvo rjeSenje.
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Oznac¢imo <ADB = ¢.
Promatranjem unutarnjih kutova trokuta ABE dobivamo
<AEB = 180° — <BAFE — <ABFE = 180° — 20° — 60° = 100°.
Primjenom poucka o sinusima u trokutu ABFE slijedi
|BE|  sin<BAE  sin20°  sin20°

|AB|  sin<AEB  sin100°  sin80°’

gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili sin xz = sin(180° — z).
Promotrimo sada trokut BED. Vrijedi <BED = 180° — <BFEA = 180° — 100° = 80° pa je
zato <EBD = 180° — <BED — <BDE = 180° — 100° — ¢ = 100° — . Ponovnom primjenom
primjenom poucka o sinusima dobivamo

|BE|  sin<BDE sin ¢

|DE|  sin<EBD  sin(100° — ¢)

Buduéi da je prema uvjetu zadatka |DE| = |AB|, vrijedi
sin20°  |BE| |BE| sin ¢
sin80°  |AB| |DE|  sin(100° — )’

Zato je
sin 20° sin(100° — ¢) = sin 80° sin ¢.

Primjenom formule pretvorbe umnoska sinusa slijedi
cos(p — 80°) — cos(120° — ¢) = cos(80° — ¢) — cos(80° + ),
pa koristenjem parnosti funkcije kosinus slijedi
cos(120° — ) = cos(80° + ).

Buduéi da je ¢ unutarnji kut trokuta ABD, njegova je mjera manja je od mjere vanjskog
kuta <AEB = 100°. Zato su obje mjere 120° — ¢ i 80° + ¢ izmedu 0° i 180°. Dakle, da
bi im kosinusi imali jednaku vrijednost, jedino je moguce da su te mjere jednake. Dobivamo
120° — ¢ = 80° + ¢, odakle je ¢ = 20°.

Drugo rjeSenje.
Neka je tocka F na duZini DE takva da je <EBF = 20°.
Imamo
<BFA =180° — <BAF — <ABF = 180° — 20° — 80° = 80°
<BEF =180° — <EBF — <BFFE = 180° — 20° — 80° = 80°,
pa je zato trokut BDF' jednakokracan, te je |BE| = |BF|.

Jednako tako, zbog <BF A = <F'BA = 80° slijedi i da je trokut ABF jednakokracan, |[AB| =
|AF|.

Promotrimo sada trokute ABF' i DEB. Zbog |AB| = |DE|, |BF| = |EB|i<ABF = <DEB =
80° slijedi da su ti trokuti sukladni prema S-K-S poucku o sukladnosti. Zato imamo

JADB = <FEDB = <BAF = 20°.
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Zadatak A-3.4.

Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je 1 < a < b i da vrijedi
a+blab+1 1 b—alab—1.
Dokazi da je b < av/3.
Rjesenje.
Prema uvjetu zadatka, izraz a+b dijeli ab+ 1, te dijeli i broj a(a+0b), pa dijeli i njihovu razliku:
a+blab+1—ala+b)=ab+1—a®>—ab=1—d’
Analogno:
b—alab—1—alb—a)=ab—1—ab+a®>=a*—1.
Zaklju¢ujemo da oba broja m = b+ain = b— a dijele prirodan broj a® — 1, pa to vrijedi i za

najmanji zajednicki visekratnik tih brojeva V' (m,n). Posebno, vrijedi

V(im,n) <a®—1.

Primijetimo da su brojevi a i b relativno prosti. U suprotnom, postoji d > 1 koji dijeli a i b, pa
dijeli i njihovu sumu a + b, a prema uvjetu zadatka dijeli i ab+ 1. Kako d | ab, dobivamo d | 1,
sto je u kontradikeiji s d > 1.

Kako je D(m,n) = D(a+b,a —b) = D(a+b,2a), te kako su a i b relativno prosti, taj djelitel;]
moze biti jednak 1 ili 2. Iz relacije D(m,n) - V(m,n) = mn zakljuCujemo da za najmanji
zajednicki visekratnik brojeva V' (m,n) vrijedi

mn mn

V(m,n):m 5

\%
|

Koristenjem dviju dobivenih nejednakosti dobivamo

(a+b)2(b—a) :% <V(m,n) <a®—1

odakle je b> — a? < 2(a? — 1) < 2a?, odnosno b? < 3a?. Kako su a i b prirodni, vrijedi b < a/3,
sto je i trebalo dokazati.

Zadatak A-3.5.

U igri za dva igraca koristi se 101 praznih kutija i dovoljna koli¢ina zetona. Igraci, Ema i Lovro,
naizmjence odigravaju poteze. U svakom potezu, igra¢ stavlja po jedan Zeton u sto razli¢itih
kutija. Pobjeduje igra¢ nakon ¢ijeg poteza u jednoj od kutija bude 201 zeton. Ako Ema igra
prva, koji od igraca moze osigurati pobjedu?
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Rjesenje.

Kako bi igrac koji zeli pobijediti stavio u neku kutiju 201. Zeton, prije njegovog zadnjeg poteza
u nekoj kutiji mora se nalaziti 200 zetona. To se moze dogoditi najranije u 200. potezu (t;j.
nakon 100 Eminih i Lovrinih poteza), buduéi da se u k-tom potezu u svakoj kutiji nalazi najvise
k zetona. S druge strane, prvo pojavljivanje kutije od 200 Zetona moze se dogoditi najkasnije u
201. potezu: nakon bilo kojih 201 poteza na 101 kutiju rasporedeno je 20100 > 199-101 Zetona,
pa prema Dirichletovom principu mora postojati kutija koja sadrzi barem 200 Zetona.

Zato da bi Lovro pobijedio u ovoj igri mora sprijeciti da se u 200. potezu pojavi neka kutija s
200 zetona, bududi da ¢e u 202. (svojem 101.) potezu moci odigrati pobjednicki potez tako da
postavi Zeton u kutiju s 200 Zetona i bilo kojih drugih 99 kutija.

Neka bez smanjenja opéenitosti Ema u prvom potezu stavi zeton u svaku kutiju osim zadnje.
Tada Lovro u svojem prvom potezu postavlja zeton u svaku kutiju osim prve, u svojem drugom
potezu postavlja zeton u svaku kutiju osim druge, ..., u svojem 100. potezu postavlja zeton u
svaku kutiju osim predzadnje. Tih 100 poteza radi neovisno o preostalih 99 poteza koje Ema
u meduvremenu napravi.

Na ovaj nacin je u prvih 200 odigranih poteza za svaku kutiju postojao potez u kojem nije bilo
postavljanja zetona u tu kutiju, pa se u svakoj kutiji nalazi najvise 199 zetona. Zato Ema ne
moze pobijediti u svojem 101. potezu, pa Lovro moze osigurati pobjedu u ovoj igri u svojem
101. potezu.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
Vodice, 23. travnja 2024.

Zadatak A-4.1.

Koristedi niz (a,),en definirana su dva nova niza, (b,)nen i (¢n)nen tako da za svaki prirodan
broj n vrijedi

n
bn = Qp+41 — Z a;, Cp = Qp4+2 — Gp41-
i=1
Ako je niz (b, )nen aritmeticki, dokazi da je (¢,)nen geometrijski niz.
Rjesenje.

Kako je niz (b,)nen aritmeticki, svaki njegov ¢lan nakon prvog jednak je aritmetickoj sredini
njegovog prethodnika i sljedbenika. Za sve n € N slijedi

. bn + bn+2
bn+1 - 9
n+1 1 n n+2
an+2_zai:§ an+1—zai+an+3—zai
i=1 i=1 =1
n+1 n+2

n
2o — Ans1 — Qi =2 YA — Y 4 — >
i=1 i=1 i=1
ntl n n+2 n+1
(a'n+2 - an+1) - (a'n+3 - an+2) = (Z a; — Zai) - (Z a; — Z ai) :
i=1 i=1 i=1 i=1

Koristenjem definicije niza (¢, )en te ¢injenice da se parovi suma u zagradama na desnoj strani
razlikuju za po jedan pribrojnik, dalje dobivamo

Cn — Cnt1 = Qpy1 — Apy2 = —Cp

Cnt1 = 2Cp.

Kako gornja jednakost vrijedi za sve n € N, zakljuCujemo da je niz (c,)neny geometrijski s
kvocijentom 2.

Zadatak A-4.2.
Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi

f(f(@) —y°) =yf ().
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Rjesenje.

Uvrstavanjem y = 1 u pocetnu jednakost dobivamo

f(f(z) = 1) = f(a%)

za svaki x € R, a uvrstavanjem y = —1 dobivamo

f(f(z) = 1) = = f(?)
za svaki r € R. Izjednac¢avanjem te dvije jednakosti slijedi f(z?) = 0, odakle zaklju¢ujemo da
je f(z) =0 zasvaki z > 0.

Posebno, f(0) = 0, pa ako uvrstimo x = 0 u pocetnu jednakost, dobivamo f(—%?) = 0, odnosno
f(2) =0 zasvaki z < 0.

Kako je f(z) = 0 za sve z > 01 z < 0, zakljuujemo da je jedino moguée rjeSenje funkcija
f(z) = 0. Direktnom provjerom utvrdujemo da to zaista jest rjesenje.

Zadatak A-4.3.
Za prirodan broj n neka je T'(n) broj uredenih trojki prirodnih brojeva (a, b, ¢) za koje postoji
trokut sa stranicama duljina a, b i ¢ ¢iji je opseg jednak n.

a) Dokazi da je 7(2024) = T'(2021).

b) Dokazi da je 7°(2023) > T7°(2020).

Rjesenje.
Nazovimo uredenu trojku prirodnih brojeva dozvoljenom ako postoji trokut sa stranicama du-
ljina a, b i ¢. Svaka uredena trojka (a,b,c) je dozvoljena ako i samo vrijede nejednakosti
trokuta:

a+b>c, b+c>a, c+a>0.

Nad dozvoljenim trojkama definiramo operaciju uvecavanja tako da svakom ¢lanu trojke (a, b, c)
pridodamo broj 1, odnosno dobijemo trojku (a + 1,0+ 1,¢+ 1).

Dokazimo da ako je trojka (a, b, c) dozvoljena, da je tada i trojka brojeva dobivena operacijom
uvetavanja ponovno dozvoljena. U to se mozemo uvjeriti jer i za tu uve¢anu trojku vrijede
nejednakosti trokuta:

(a+1)+O+1)>a+b+1>c+1

(analogno 1 preostale dvije nejednakosti).

Zato za svaki prirodan broj n vrijedi nejednakost T'(n + 3) > T'(n): za svaku od dozvoljenih
trojki kojoj je suma c¢lanova jednaka n postoji jedna dozvoljena trojka kojoj je suma c¢lanova
n + 3 dobivena operacijom uvecavanja od te trojke, a te sve trojke su medusobno razlicite.

Da dokazemo T'(2023) > 7'(2020), dovoljno je pokazati da postoji jedna dozvoljena trojka kojoj
je suma ¢lanova 2023, a nije dobivena operacijom uveéavanja. Takva trojka (1011,1011,1): za
nju vrijede sve nejednakosti trokuta pa je dozvoljena, a nije dobivena operacijom uvecavanja
od neke trojke prirodnih brojeva jer joj je treé¢i clan jednak 1.

Da dokazemo T(2024) = T'(2021), potrebno je dokazati da operacijom uvecavanja od trojki
kojima je suma 2021 mozemo dobiti sve dozvoljene trojke kojima je suma 2021. Pretpostavimo
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da postoji neka trojka (a,b,c) takva da je a + b+ ¢ = 2024, a nije dobivena operacijom
uveCavanja. Prvo dokazimo da nijedan od ¢lanova a, b i ¢ ne moze biti jednak 1. U suprotnom,
ako bez smanjenja opcenitosti vrijedi ¢ = 1, iz nejednakosti trokuta slijedi

a+l=a+c>b, i b+1=b+c>a,

odakle je nuzno b = a. No, tada je a + b+ ¢ = 2a + 1 neparan broj, pa nije jednak broju 2024.

Kako je broj a + b — ¢ = 2024 — 2¢ paran broj ve¢i od nule, on je vedi ili jednak 2, pa vrijedi
a-+b—c > 2, odnosno
(a—1)+(b—-1)=2c>c—1.

Analogno mozemo dokazati i druge dvije nejednakosti, pokazujuci da je zaista svaka dozvoljena
trojka (a,b,c) kojoj je suma ¢lanova jednaka 2024 nastala operacijom uvecavanja dozvoljene
trojke (a — 1,0 — 1, ¢ — 1) sume ¢lanova 2021, sto dokazuje 7(2024) = T°(2021).

Zadatak A-4.4.

Neka je ABC siljastokutan trokut u kojemu je |AB| > |AC|, toc¢ka I srediSte njemu upisane

kruznice, a P poloviste duZine BC. Neka je K poloviste luka BC kruZnice opisane trokutu
ABC koji sadrzi tocku A. Dokazi da vrijedi <BIP + <CIK = 180°.

RjesSenje.
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Oznacimo s «, i v mjere kutova trokuta ABC pri vrhovima A, B i C, te s k kruznicu opisanu
trokutu ABC. Neka je tocka L poloviste luka BC' koji ne sadrzi tocku A.

—_—— 1
Kako je L poloviste luka BC', vrijedi <LAC = <BAL = §<IBAC’ = %. Iz jednakosti obodnih

kutova nad tetivom BL kruznice k slijedi <BCL = <BAL = %. Kako I lezi na simetrali kuta

<BCA, dobivamo <U/CL = <UCB + <BCL = 04—21—7. Iz jednakosti kutova nad tetivom C'A

kruznice k slijedi <ALC = <ABC = . Za preostali kut trokuta I LC vrijedi

a+y  a+vy

[LC =180° — f —
< = 2

=<UCL,

odakle zakljucujemo da je trokut ILC jednakokracan, pa je zato |[IL| = |CL|. Analogno se
dokaze da je i trokut I LB jednakokracan.

Tocke K i L polovista su lukova BC, pa leze na simetrali stranice BC'. Na njemu lezi i srediste
kruznice k, pa je duzina K L promjer kruznice k. Po Talesovom poucku obodni kutovi nad tom
duzinom su pravi, pa je zato <K AL = 90° i <K CL = 90°. Iz jednakosti kutova nad tetivom

C'L u kruznici k slijedi <CKL = <CAL = %. Zato su trokuti K LC i C'LP pravokutni kojima

a
je mjera jednog kuta uz hipotenuzu jednaka 5 pa su slicni. Iz te slicnosti slijedi

ICL|  |KL|

|\PL|  |CL|
Koristeéi |C'L| = |IL|, dobivamo

|IL| B |K L]

|\PL|  |IL|"

Zato su trokuti LIK i LPI koji imaju zajednicki kut pri vrhu L sli¢ni, pa je <UKL = <PIL.

Oznacimo s R sjeciste pravca LK i CI. 1z trokuta C'RL imamo

<CRL =180° — <RLC — <RCL =180° — <KLC — <ICL

a—+y a  a+y v
=180° — (90° — <LK(C) — —— =90° + — — =90° — —.
( < ) 2 * 2 2 2
S druge strane, ¢injenica da je trokut /LB jednakokracan povlaci
«BIL = <IBL = <IBC + <CBL = 7 _ o _ %

odakle zaklju¢ujemo <BIL = <CRL.

Konacno, koristeéi ¢injenicu da je <C'RL vanjski u trokutu RIK, dobivamo
<IBIP = <BIL — <PIL=<CRL —<IKL =<RIK =180° — <«CIK,

sto je i trebalo dokazati.
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Zadatak A-4.5.

Neka d(k) oznacava broj prirodnih djelitelja broja k. Odredi sve prirodne brojeve n takve da

je

S d(k) = d(n)).

k=1

Prvo rjeSenje.

Direktnom provjerom vidimo da je za brojeve n redom 1, 2, 3, 4, 5 vrijednost d(n) jednaka
redom 1, 2, 2, 3, 2, pa je zbroj brojeva djelitelja prvih n prirodnih brojeva redom jednak 1, 3,
5, 8, 10. S druge strane n! redom iznosi 1, 2, 6, 24, 120. a njihovi brojevi djelitelja su redom 1,
2, 4, 8, 16. Vidimo da su za n < 5 jedina dva rjesenjan =11in =4, dok za n = 5 vrijedi

i d(k) =10 < 16 = d(5!).

k=1
Matematickom indukcijom dokazat ¢emo tvrdnju: za sve prirodne brojeve n > 5 vrijedi

n

S d(k) < d(n)).

k=1
Time ¢emo dokazati da sun =11 n =4 jedini prirodni brojevi s trazenim svojstvom.

Baza indukcije za n = 5 je gore dokazana. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan
broj n. U koraku indukcije treba dokazati tvrdnju za n + 1. Koristec¢i pretpostavku indukcije
slijedi

n+1

SO d(k) = 3" d(k) + d(n + 1) < d(n!) + d(n + 1).

Da bismo dokazali tvrdnju za broj n + 1 potrebno je dokazati nejednakost
din) +dn+1) <d((n+1)!).

Svaki djelitelj broja n! ujedno je i djelitelj broja (n + 1)!; takvih djelitelja je d(n!). Nadalje, za
svaki djelitelj r broja n 4+ 1 veéi od 1, broj r - n! djelitelj je broja (n 4 1)!, a nije djelitelj broja
n!; takvih djelitelja je d(n 4+ 1) — 1.

Konac¢no, neka je p neki prosti djelitelj od n + 1 i neka je p* najveéa potencija broja p koja
dijeli n!. Tada p**! dijeli (n + 1)!, ali ne dijeli n!. Takoder, p*! nije oblika r - n! jer n! ima
barem 2 razli¢ita prosta faktora za n > 5.

Brojeci p**1, pronasli smo d(n!)+ (d(n+1) — 1) +1 razliitih djelitelja broja d ((n + 1)!), ¢ime je
nejednakost d(n!)+d(n+1) < d((n + 1)!) dokazana. To dovrsava korak indukcije, pa i tvrdnju
indukcije. Zato su zaista jedini brojevi koji zadovoljavaju uvjete zadatka n =11in = 4.
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Drugo rjeSenje.

Za svaki k € N trivijalno je zadovoljena nejednakost d(k) < k, pa vrijedi

Sod(h) < Yo k= "D,
k=1 k=1

Za n > 7, prebrojimo djelitelje broja n! koji su oblika 2913%25%7%  za neke nenegativne cijele
brojeve ay, as, as i ay. Ukupan broj takvih djelitelja je jednak (ry + 1)(re + 1)(r3 4+ 1)(rs + 1),
gdje su ri, 79, T3 1 4 prirodni brojevi iz rastava broja n! na proste faktore:

nl=2m.372. 5. 7

buduéi da za svaki od takvih djelitelja treba vrijediti 0 < a; < 7, ¢ =1,2,3,4.

n n—1
Kako je svaki drugi prirodan broj paran, postoji barem LEJ > — parnih brojeva manjih

ili jednakih n. Svaki od tih brojeva u umnosku n! doprinosi za barem jedan u eksponentu 7y,

n—1
pa zaklju¢ujemo r; > ——. Sli¢no, kako je svaki tre¢i prirodan broj djeljiv s 3, zaklju¢ujemo

< LnJ S n—2
r b B
2 = 3 = 3
Kako je n > 7, znamo da je r3 > 11 ry > 1. Iz svega navedenog, slijedi
n+1 n+1 2(n +1)2
Anl) > (ry+ 12+ 1)+ D+ 1) > =12 .22:<3>

Iz uvjeta zadatka i koriste¢i prvu nejednakost, dobivamo da nuzno vrijedi

2(n + 1)2.

nm D S S ) = denl) > -

2 k=1

Medutim, ta je nejednakost ekvivalentna s

Sto oc¢ito ne vrijedi ni za koji prirodan broj n. Zato nam je pocetna pretpostavka bila kriva, pa
je nuzno n < 6.

Kao na pocetku prvog rjesenja direktno provjerimo vrijednosti za n < 5, dok ni za n = 6 ne
dobivamo rjeSenje jer je suma djelitelja prvih 6 prirodnih brojeva jednaka 14, dok je d(6!) =
d(720) = 30.
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