ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
26. veljace 2024.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Odredi sve uredene parove cijelih brojeva (x,y) za koje vrijedi

r*y + 42® — 3y = 51.

Rjesenje.
Zapisimo pocetnu jednakost na drugaciji nacin:

z?y + 42® — 3y = 51
23 (y +4) — 3y =51

2 (y+4) —3(y+4) +12=51 1 bod
(a% = 3)(y +4) = 30. 2 boda

Faktori 2 — 3 i y + 4 s lijeve strane djelitelji su broja 39 i umnozak im je 39. Zaklju-
cujemo da je

r? —3€{-39,—-13,-3,—-1,1,3,13,39}, 3 boda
odnosno z? € {—36,—10,0,2,4,6,16,42}. Od ovih brojeva, samo 0, 4 i 16 su potpuni
kvadrati. 1 bod

39
Za y vrijedi y +4 = — )

¢ —3
Ako je 22 = 0, odnosno x = 0, slijedi y = —17. 1 bod
Ako je 22 = 4, odnosno z = %2, slijedi y = 35. 1 bod
Ako je 2% = 16, odnosno x = £4, slijedi y = —1. 1 bod

Zakljucujemo da su sva rjesenja pocetne jednadzbe

(x,y) = (0,—17), (2,35), (—=2,35), (4,—1), (—4,-1).

Zadatak A-1.2.
Na plo¢i su bili napisani svi prirodni brojevi od 1 do nekog broja. Nakon sto je jedan

od brojeva obrisan, aritmeticka sredina preostalih brojeva na ploci iznosi 18 Koji je

broj obrisan?
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Prvo rjeSenje.
Neka je najveé¢i napisani prirodni broj n, a izbrisan broj k. Zbroj prvih n prirodnih

1
brojeva iznosi M

Uvjet zadatka moze se zapisati kao

n(n+1) i
- 673
2 2 2 boda
n—1 18
Kada bi izbrisani broj k£ bio n, dobili bismo najmanju mogucu aritmeticku sredinu.
Ona bi iznosila
n(n+1)
2 — 1 bod
n—1 2
i manja je ili jednaka dobivenoj aritmetickoj sredini:
n _ 673
—< ==, 1 bod
2 518 °
Kada bi izbrisani broj k£ bio 1, dobili bismo najveéu mogucu aritmeticku sredinu. Ona
bi iznosila
n(n+1) ]
9 1
2 _ntr 1 bod
n—1 2
i veca je ili jednaka dobivenoj aritmetickoj sredini:
n+1 _ 673
> —. 1 bod
2 718 ?
Iz dobivenih nejednakosti slijedi 72 < n < 75, odakle je n = 73 ili n = 74. 2 boda
Ako je n = 73, tada je
73-(73+1)
63_ 5 F
18 73-1 '
Odavde slijedi k = 9. 1 bod
Ako je n = 74, dobivamo da je
74 (744 1) I
B _— 2
18 74 -1
1
Rjesavanjem ove jednadzbe dobivamo da je k = TR sto nije prirodan broj pa zaklju-
c¢ujemo da n ne moze biti 74. 1 bod

Zakljucujemo da je s ploc¢e obrisan broj 9.
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Drugo rjeSenje.

Koristeéi oznake i jednadzbu

n(n+1)
5 M om
n—1 18

kao u prvom rjesenju, uvjet mozemo zapisati kao

74+;:n+2-

—k _
Kako je k < n, slijedi n non
n—1" n-—1

WV

0.

7
Zatojen<74+§<75.

n—k n-—1
< N

Kako je k > 1, slijedi < =
n—1 n-—1

1.

7
Zatojen—2>74+§>74.

Iz dobivenih nejednakosti zakljucujemo da su moguce vrijednosti za n brojevi 73 ili 74,

a te mogucénosti provjerimo kao u proslom rjeSenju.

Zadatak A-1.3.

Biljarski stol ima oblik pravokutnika ABCD i dimenzije
|AB| =2 m i |BC| =1 m. Biljarska kugla giba se po stolu
pravocrtno dok ne dode do ruba pravokutnika, a tada se od-
bija tako da putanja kugle prije i poslije odbijanja zatvara s
rubom sukladne kutove. Ako biljarska kugla zapocne gibanje

n—k

n—1

u tocki A te nakon odbijanja od stranica C'D, BC'i AB re-
dom zavrsi gibanje u tocki D, odredi ukupnu udaljenost koju
je kugla presla. Kuglu promatramo kao materijalnu tocku.

Prvo rjeSenje.
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Neka su E, F i G redom tocke u kojima se kugla odbija od stranica CD, BC' i AB.
Uvjet odbijanja biljarske kugle znaci da vrijede jednakosti

<JAED = «CEF, <EFC =<GFB, <FGB=<DGA.
Oznac¢imo s | = |AE| + |EF| + |FG| + |GD| duljinu putanje koju je presla biljarska
kugla.

Promotrimo trokute AGD i DEA. To su pravokutni trokuti s pravim kutovima pri
vrhovima A i D redom, imaju zajednicku katetu AD, a za kutove nasuprot te katete
vrijedi

IADGA =<FGB =90°—<GFB =90° —<EFC = <FEC = <AED.
Zato se svi kutovi tih trokuta u parovima podudaraju, pa su ti trokuti sukladni prema
K-S-K poucku o sukladnosti.
Iz te sukladnosti slijedi da je |AE| = |DG| te |AG| = |DE|, pa onda i |BG| = |CE|.
Promotrimo pravokutne trokute BGF i CEF. Svi kutovi im se u parovima poklapaju
(zbog <EFC = <GFB), te imaju jedan par stranica jednake duljine (zbog |BG| =
|CE|). Zato su i oni sukladni prema K-S-K pouc¢ku o sukladnosti.
Zakljucujemo da je

m,

1
CF| = |FB| = 5|BC| =

DN | —

te |EF| = |FG)|.
Bududi da je <DGA = <F'GB, pravokutni trokuti DGA i FGB su sli¢ni. Zato vrijedi

IDG| |AG| |FB| 1

IFG| ~ |GB| ~ |DA| ~ 2

2
Zajedno s |AG| + |GB| = 2 m dobivamo |BG| = 3

Duljina putanje koju je presla biljarska kugla iznosi

| =|AE|+ |EF|+ |FG| + |GD|
= |GD| + |FG| + |FG| + |GD|
=2|FG| + |FG| + |FG| + 2| FG]
= 6|FG|.

Primjenom Pitagorinog poucka na trokut F'GB dobivamo

2 2
vt - i - () () i

odakle je [ = 5 m.
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Drugo rjeSenje.
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Neka su tocke F, F'i G dane kao u proslom rjesenju, te | duljina putanje biljarske
kugle.

Neka je A1 B;C1D; osnosimetri¢na slika pravokutnika ABC' D u odnosu na pravac C'D.
Dodatno, istom osnom simetrijom preslikajmo i putanju biljarske kugle nakon tocke E
(E - F - G — D) uputanju £ — F; — G; — D;. Zbog osne simetrije i uvjeta
odbijanja biljarske kugle vrijedi

<FEC = <«FEC = <AED.

Kutovi kod vrha E se podudaraju pa su tocke A, E i F kolinearne.
Posebno, vrijedi |AE| 4+ |EF;| = |AF}|. Osna simetrija ¢uva duljine duzina, pa vrijedi

| =|AE|+ |EF |+ |FG|+ |GD|
= |AE| + |EFy| + |F1Gy| + |G1Dy|
= ’AFll + ‘FlGly + ’G1D1|

Neka su AyByCy D5 i tocka (G osnosimetricna slika pravokutnika A; BiC1D; i tocke
(G1 redom u odnosu na pravac B;C}, te A3B3C3D3 osnosimetri¢na slika pravokutnika
Ay ByC5D5 u odnosu na pravac AsBs.

Na slican nacin se pokazuje da su tocke G5 i D3 na istom pravcu na kojem su tocke
A, E i F|. Zakljucujemo da se preostali dijelovi putanje kugle nizom osnih simetrija
preslikavaju tako da ¢ine duzinu koja spaja A i D3, pa je ukupna duljina putanje kugle
jednaka [ = |ADs|.
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Neka je T osnosimetricna slika tocke A u odnosu na pravac BC'. Duzina ADj3 je hipote-
nuza pravokutnog trokuta AT D3 kojemu su duljine kateta 2|AB| =4 m i 3|BC| =3 m

pa je
| =|ADs| = V42 + 32 m=5m.

Napomena: Za potpuno rjesenje potrebno je dokazati da je poligonalna linija izmedu
A i D3 dobivena osnosimetricnim preslikavanjima originalne putanje biljarske kugle
zapravo ravna linija. Za to je dovoljno pokazati kolinearnost na jednom primjeru
odbijanja kugle od stranice (kao u prikazanom rjesenju). Rjesenja koja nemaju takav
dokaz mogu ostvariti najvise 8 bodova.

Zadatak A-1.4.

Ako za realne brojeve a, b, ¢ vrijedi (a + b+ ¢)® = a® + 1® + ¢, dokaZi da je

(a+b)%ab+ (b+ c)’bc + (c + a)’ca + dabe(a + b+ ¢) = 0.

Prvo rjesenje.

Uvjet zadatka moZemo zapisati u obliku (a + b+ ¢)? — a® = b3 + ¢3. Primjenom razlike
i zbroja kubova dobivamo

((a+b+c)—a)((a+b+c)*+ (a+b+c)a+a’
(b+ ¢)(3a® + b* + 2 + 2ab + 2bc + 2ca

(b+ ¢)(3a* + 3ab + 3bc + 3ca
(b+c)(a+b)(a+c

~— —

Jedan od faktora na lijevoj strani jednadzbe mora biti jednak nuli. Bez smanjenja
opcenitosti pretpostavimo da je a + b = 0.

Tada koristeé¢i b = —a izraz iz tvrdnje zadatka mozemo izraziti preko a i c:

(a+b)*ab+ (b+ c)*bc + (¢ + a)?ca + 4abe(a + b+ c)
=0+ (—a+c)*(—a)c+ (c+ a)’ac + da(—a)c(0 + c)
= —ac(a® — 2ac + ) + ac(a® + 2ac + ¢*) — 4a*c?

=0,
sto je i trebalo dokazati.

Drugo rjeSenje.
Raspisimo uvjet zadatka. Dobivamo redom
(a+b+c)P=a*+b 4+
a® + b2 + A+ 3(a’ + b e+ Pa + ab® + be* + ca®) + 6abe = a® + b +
3(a*b + b%c + cta + ab® + be® + ca® + 2abe) = 0
a’b + b*c + cta + ab® + bc® + ca® + 2abe = 0.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.

2 boda

1 bod

2 boda
2 boda

1 bod

1 bod

3 boda

2 boda

6/26



Uvedimo oznaku S = a + b + ¢. Sada imamo

(a4 b)*ab+ (b+ c)*bc + (c + a)*ca + 4abe(a + b+ c)

= (S —¢)%ab+ (S — a)?bc + (S — b)*ca + 4Sabc

= S%(ab + bc + ca) — 6Sabe + cab + a*be + b*ca + 4Sabe

= S%(ab + bc + ca) — 6Sabc + Sabc + 4Sabe
= SQ(ab + bc + ca) — Sabe
S(S(ab+ be + ca) — abe)

S((a + b+ c¢)(ab+ be + ca) — abe)
S(a®b + b*c + c*a + ab® + bc* + ca® + 3abe — abe)
S(a®b + b*c + c*a + ab® + bc® + ca® + 2abc)

0,
buduéi da je izraz u drugoj zagradi jednak nuli prema uvjetu zadatka.

Napomena: Svaki dokaz da je uvjet zadatka ekvivalentan s (a + b)(b+ ¢)(c +a) = 0
vrijedi 5 bodova.

Ako ucenici u prvom rjesenju ne zakljuce da je dovoljno tvrdnju dokazivati samo slucaj
a + b = 0 nego dokazuju tvrdnju i u slucajevima b+c = 01ic+a = 0, za taj dio
potpunog dokaza ostvaruju 1 bod koji odgovara Sestom bodu prve bodovne sheme.

U drugoj bodovnoj shemi 3 boda ostvaruju se prvo za izluc¢ivanje izraza S iz svih
pribrojnika u izrazu iz tvrdnje zadatka, a zatim 3 boda za to¢no raspisivanje izraza u
preostaloj zagradi na monome.

Zadatak A-1.5.

Dokazi da medu bilo kojih pet vrhova pravilnog deveterokuta postoje cetiri koja su
vrhovi trapeza.

Prvo rjeSenje.

Za svaku dijagonalu pravilnog deveterokuta postoje jos dvije dijagonale i jedna stranica
tog deveterokuta koje su sve medusobno paralelne. Posebno, svaka stranica i dijagonala
paralelna je jednoj od 9 stranica pravilnog deveterokuta.

Pretpostavimo tvrdnju suprotnu onoj iz zadatka: postoji odabir pet tocaka takvih da
nikojih cetiri ne ¢ine vrhove trapeza. Promotrimo taj izbor tocaka.

5-4
Tih pet tocaka odreduje — = 10 duzina. Svaka od tih duzina paralelna je nekoj od

9 stranica pravilnog deveterokuta. Prema Dirichletovom principu postoje dvije duzine
koje su odredene s dva para nekih od pet odabranih tocaka te koje su paralelne istoj
stranici deveterokuta, pa su posebno i medusobno paralelne.

Krajnje tocke tih dviju duzine su sve medusobno razli¢ite jer bismo u suprotnom imali
3 kolinearne tocke medu vrhovima pravilnog deveterokuta. Upravo te cetiri tocke
¢ine vrhove trapeza (te paralelne duzine njegove su osnovice), ¢ime je tvrdnja zadatka
dokazana.
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Drugo rjeSenje.
Oznac¢imo ponovno vrhove deveterokuta Ay, As, ..., Ag redom.

Pretpostavimo suprotno: postoji odabir pet tocaka takvih da nikojih cetiri ne ¢ine
vrhove trapeza. Promotrimo taj izbor tocaka.

Prvo dokazimo da u tom odabiru postoje dvije susjedne tocke deveterokuta. Fiksi-
rajmo bilo koju neodabranu tocku. Ostalih 8 tocaka mozemo podijeliti u Cetiri para
susjednih tocaka deveterokuta. Prema Dirichletovom principu, medu pet odabranih
tocaka postoje dvije koje su u istom paru, pa su zato susjedne.

Primijetimo da nikoje ¢etiri tocke od pet odabranih nisu uzastopne u deveterokutu, jer
bi one ¢inile vrhove trapeza.

Zato promotrimo dva slucaja: medu pet odabranih tocaka postoje tri uzastopne tocke
i medu pet odabranih toc¢aka nikoje tri tocke nisu uzastopne.

U prvom slucaju neka su bez smanjenja opcenitosti te tri uzatopne tocke Ay, As i As.
Kako cetiri uzastopne tocke ¢ine vrhove trapeza, Ag i A4 nisu odabrane tocke. To znaci
da su medu preostale Cetiri tocke As, Ag, A7 i Ag dvije odabrane.

Te dvije preostale tocke nisu uzastopne jer bi s A; i Ay ¢inile vrhove trapeza. Takoder,
dvije preostale tocke ne smiju biti odijeljene tocno jednom tockom jer bi tada s A; i
Ajs cinile vrhove trapeza. Preostala je moguc¢nost da su te dvije tocke Ay i Ag, no one
¢ine vrhove trapeza s tockama A; i As.

Promotrimo sada drugi slucaj: nikoje tri tocke nisu uzastopne. Kako postoji par uzas-
topnih tocaka medu odabranima, neka su bez smanjenja opcenitosti A; i A odabrane
tocke. Tocke A3 i Ag nisu odabrane jer bi imali niz triju uzastopnih tocaka. To znaci
da su medu preostalih pet tocaka Ay, As, Ag, A7 1 Ag tri odabrane.

Nikoje dvije odabrane tocke od tih pet ne smiju biti uzastopne jer bi s A; i Ay Cinile
vrhove trapeza. Preostaje nam samo moguénost da su odabrane tocke Ay, Ag i Ag, no
one Cine vrhove trapeza s A,.

Ovime smo dosli do kontradikcije, jer ne postoji odabir pet tocaka medu kojima ne
postoje cetiri koje ¢ine vrhove trapeza, pa je tvrdnja zadatka dokazana.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
26. veljace 2024.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Odredi sva realna rjesenja jednadzbe

Vl+rx+3—Va2—2x+4=1.

Rjesenje.
Prebacivanjem jednog izraza s lijeve strane jednadzbe na desnu i kvadriranjem dobi-
vamo

Va2 —-2x+4=1—Va2+x+3
22— 4+4=1-2V22+2x+3+2>2+2+3

—3z = -2y/2?+ 2+ 3
3r =2Vx? + x + 3.

Ponovnim kvadriranjem i sredivanjem imamo

92?2 = 4(2® + z + 3)
92?2 = 42? + 4o + 12
522 —4x — 12 =0.

6
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su z; =21 x5 = —%

Uvrstavanjem rjeSenja £ = 2 u pocetnu jednadzbu vidimo da to jest rjesenje.
S druge strane, uvrstavanjem r = —z u pocetnu jednadzbu vidimo da to nije rjeSenje.

Zakljuc¢ujemo da je jedino rjesenje pocetne jednadzbe z = 2.

6
Napomena: Da =z = % nije rjesenje pocetne jednadzbe mozemo vidjeti i tako sto

sigurno ne zadovoljava jednakost 3x = v/z? +x + 3, jer je jedna strana jednakosti
pozitivna, a druga negativna.

Rjesenje se moze provesti (i bodovati) analogno i ako se na desnu stranu jednakosti ne

prebaci ¢lan V22 4+ z + 3 nego Va? — 2z 4 4.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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Zadatak A-2.2.

Neka je a realan broj. Ako jednadZba z? — az + a = 0 ima dva (ne nuZno razli¢ita)
realna rjeSenja x; i xy, dokaZi da vrijedi z% + x5 > 2(z1 + x2).

Prvo rjeSenje.

Iz Vieteovih formula imamo z1 + 23 = —(—a) = a i z129 = a.

Kvadriranjem izraza x; + xo imamo
2 2 2 2 2 2
a® = (z1 + x2)” = 2] + 201200 + 25 = &7 + 25 + 2a,

odnosno 3 + 3 = a* — 2a.

Prema tome, traZena tvrdnja je ekvivalentna tvrdnji a® —2a > 2a, odnosno a®—4a > 0.
Diskriminanta kvadratne jednadzbe 2% — ax + a iznosi D = a* — 4a.

Ona je nuzno nenegativna (jer jednadzba ima realna rjesenja).

Dakle, nejednakost z? + 3 > 2(z1 + x2) ekvivalentna je nejednakosti D > 0, koja
vrijedi, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Drugo rjeSenje.

Iz Vieteovih formula imamo 7 + 23 = —(—a) = a.

Kako su ;i x5 rjeSenja pocetne jednadZbe, znamo da vrijedi 2% = ax,—aiz3 = ars—a.

Lijeva strana nejednakosti jednaka je
2} + 25 = (axy — a) + (awy — a) = a® — 2a,

odnosno, potrebno je dokazati da je a® — 2a > 2a, tj. a®> — 4a > 0.

Kao u prvom rjesenju vidimo da je ta nejednadzba ekvivalentna uvjetu da je diskrimi-
nanta nenegativna, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Trece rjesenje.

Koristenjem formula za rjesenje kvadratne jednadzbe

a++va? —4a

T2 =

2
dobivamo
a++vVa2—4a a—+a?—4a
T+ 19 = 5 + 5 = a,
2 2
24 — 24 1
o= () () oy

odakle je uvjet koji treba dokazati ekvivalentan a? — 4a > 0.

Kao u prvom rjesenju vidimo da je ta nejednadzba ekvivalentna uvjetu da je diskrimi-
nanta nenegativna, ¢ime je tvrdnja dokazana.
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Zadatak A-2.3.

Odredi sve uredene trojke (m,n, p), pri ¢emu su m i n prirodni brojevi, a p prost broj,
za koje vrijedi
(2m+3)(4n + 1) = pmn.

Prvo rjeSenje.

Primijetimo da vrijedi m | (2m + 3)(4n + 1). Kako je D(m,2m + 3) = D(m,3),
razlikujemo moguénosti D(m,3) =11 D(m,3) = 3 (odnosno 3 | m).

Pretpostavimo prvo da je D(m,3) = 1. Zato m nuzno dijeli 4n + 1. Sli¢no, kako
n | (2m+3)(4n + 1) te kako su n i 4n + 1 relativno prosti brojevi, vrijedi n | 2m + 3.

Pocetnu jednakost mozemo zapisati kao

2m+3 4dn+1 B
n m

D,

gdje je na lijevoj strani dan umnozak dvaju prirodnih brojeva. Kako je p prost broj,
imamo dvije moguénosti: prvi od njih je 1, a drugi p ili obratno.

U prvom slucaju imamo 2m+3 = np i 4n+1 = m. Uvrstavanjem imamo 2(4n+1)+3 =
np, odnosno (p — 8)n = 5. Ne moze vrijediti p — 8 = 1 jer p ne bi bio prost broj, pa je
jedino moguce rjesenje n =1, p — 8 = 5, odnosno p = 13 i m = 5.

U drugom slucaju je 2m+3 =i4n+1 = mp. UvrStavanjem imamo 4(2m+3)+1 = mp,
odnosno m(p —8) =13. Izp—8 =11 p— 8 = 13 slijedilo bi p =9 ili p = 21 §to nisu
prosti brojevi, pa ovaj slucaj nema rjeSenja.

Pretpostavimo sada da 3 | m. Dakle, m mozemo zapisati u obliku m = 3k, k € N. Sada
uvrstavanjem u pocetnu jednakost i sredivanjem dobivamo (2k + 1)(4n + 1) = pkn.

Kako je D(2k+ 1,k) =11 D(4n+ 1,n) = 1, sli¢no kao ranije zakljucujemo k | 4n + 1
in|2k+1.

Zato pocetnu jednakost mozemo zapisati u obliku

2k +1 4n+1_
n E

b,

gdje je na lijevoj strani dan umnozak dvaju prirodnih brojeva, te razlikujemo dva
slucaja: prvi od njih je jednak 1, a drugi p ili obratno.

U prvom slucaju je 2k + 1 =np i 4n + 1 = k. Uvrstavanjem slijedi 2(4n+ 1) +1 = np
odnosno n(p — 8) = 3. Jedino rjesenje je n = 1, p — 8 = 3, odnosno p = 11, k = 5,
m = 15.

U drugom slucaju je 2k+1 =nidn+1 = kp, odnosno 4(2k+1)+1 = kp, k(p—8) = 5.
Slijedi k=1, p—8 =5, odnosno p =13, m =3, n = 3.

Prema tome, sva rjeSenja su (m,n,p) = (5,1,13),(15,1,11) i (3, 3,13).

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.

2 boda

1 bod

1 bod

1 bod

2 boda

1 bod

1 bod
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Drugo rjeSenje.

Iz pocetne jednakosti redom dobivamo

(2m +3)(4n + 1) = pmn
2m 4+ 12n + 8mn + 3 = pmn
2m +12n+3 = (p — 8)mn
12n 43

"= (p—8n—2

Pocetnu jednakost mozemo takoder zapisati kao

2m+3 4n+1 3 1
po BHD b () 3Y(, 1)
m n m n

Kako reciproc¢na vrijednost prirodnog broja nije ve¢a od 1 niti manja od 0, desna strana
gornje jednakosti moze se ograniciti izmedu (240)-(44+0) =81 (2+3)-(4+1) = 25.
Zakljuc¢ujemo da je p izmedu 8 i 25. Kako je prost, moguénosti sup = 11,13,17, 19, 23.
12n 43 11
=44+ —.
3n —2 an — 2
3n—2 =11li 3n — 2 = 11. U prvom slucaju dobivamo n = 1, m = 5, a u drugom
slucaju nema rjesenja.

Ako je p = 11, uvrStavanjem imamo m =

Nuzno vrijedi

12n+3 2n 47
=2+

on — 2 on — 2

n = 4 nazivnik veé¢i od brojnika pa rezultat nije cijeli broj. Za n = 1 slijedi m = 15,

za n = 2 rezultat nije cijeli broj, a za n = 3 dobivamo m = 3.
12n+3 1 3n+5

=1+
In — 2 9n — 2
uza n > 2 nazivnik je veéi od brojnika, pa ovaj slucaj nema rjesenja.

Ako je p = 13, uvrstavanjem imamo m =

. Primijetimo da je za

Ako je p = 17, slijedi m =

. Za n = 1 rezultat nije cijeli broj, a

] _ 12n + 3 n+5 ) . . Ce
Ako je p = 19, imamo m = = ———, pa ovaj slucaj nema rjeSenja jer
11n —2 11n — 2
je nazivnik veéi od brojnika za sve n € N. Sli¢no, ako je p = 23, uvrStavanjem imamo
_12n+3 3n—5

m=Tsm—92 " 1sn_2 P iz istog razloga nema rjesenja.

Prema tome, sva rjeSenja su (m,n,p) = (15,1,11), (5,1,13) i (3,3, 13).

Napomena: U slucaju da ucenici nisu ostvarili bodove na drugaciji nacin, sva pogodena
rjeSenja bez dokaza da su to sva nose 2 boda, a dva pogodena rjesenja nose 1 bod.

Zadatak A-2.4.

Polukrug promjera P() upisan je u pravokutnik ABCD i dira njegove stranice AB i
AD. Pritom se totka P nalazi na stranici BC, a tocka @ na stranici CD. Ako je
|BP| =21 |DQ| =1, odredi |PQ)|.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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1 bod

4 boda

1 bod
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Prvo rjeSenje.

D
o

@
A M

® B

Neka je O srediste, a r radijus danog polukruga. Neka su tocke K, L, M i N ortogo-
nalne projekcije tocke O na stranice C'D, BC, AB i AD redom. Neka je ¢ mjera kuta
<CQP.

Kako je spojnica sredista i diralista polukruga okomita na stranicu koju taj polukrug
dira, tocke M i N upravo su diralista polukruga i stranica AB i AD. Posebno, |[OM| =
|ON| = r. U éetverokutu AMON kutovi pri vrhovima A, M i N su pravi, pa je taj
cetverokut kvadrat stranice duljine r.

U pravokutnom trokutu QKO vrijedi |QK| = r cos .

Sli¢no, u pravokutnom trokutu PLO imamo |PL| = rsin ¢.

Promotrimo ¢etverokut OK DN. To je pravokutnik jer su kutovi pri vrhovima K, D i
N pravi. Zato vrijedi |[DK| = |ON]|, odakle je

1+rsing =|DQ| + |QK| = |DK| =|ON| =r.
Sli¢no, iz pravokutnika LOM B dobivamo 2 + rcos ¢ = r.
Zapisemo li te jednadzbe kao
rsing=r—1, rcosp=1r—2,
kvadriramo i zbrojimo, dobivamo
r?=(r—1)72+(r —2)?
0=r>—6r+H5.
Rjesenja dobivene kvadratne jednadzbe sur =11ir =5.

Rjesenje r = 1 odbacujemo jer u tom slucaju iz jednadzbe r cos ¢ = r — 2 dobivamo
cos o = —1, sto je nemoguce ako je p mjera siljastog kuta pravokutnog trokuta PCQ.

Dakle, r = 5, pa je |PQ| = 2r = 10.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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1 bod
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Drugo rjeSenje.

D Q C
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Definirajmo tocke M, N i O kao u proslom rjesenju, te neka je S sjeciste pravaca NP
i QM. Neka z i y oznacavaju duljine duzina PM i QN redom.

Promotrimo trokute QM P i M BP. To su pravokutni trokuti (prema Talesovom te-
oremu svaki kut nad promjerom PQ) je pravi).

Nadalje, pravac AB tangenta je na taj polukrug, pa prema teoremu o kutu izmedu
tetive i tangente vrijedi <PM B = <PQM.

Zaklju¢ujemo da su dva para kuta tih trokuta jednaka, pa su trokuti slicni prema K-K
poucku o sli¢nosti.

\PB|  |PM] , 22
= kl PO| = —.
P \PQ|’Oda e je | PQ| 5

Analogno, trokuti DQN i QNP su sli¢ni i vrijedi |[PQ| = 3.

Zato vrijedi

Posebno zaklju¢ujemo da je z = yv/2.
Kao u proslom rjesenju zaklju¢ujemo da je AMON kvadrat, pa je <MON = 90°.

Promotrimo trokute SMP i SN(). To su pravokutni trokuti s pravim kutom pri
vrhovima M i N. Dodatno, prema teoremu o obodnom i sredisnjem kutu imamo

NOM
<NPMEUMWM4:f¥§—<:%9

Zato su trokuti SMP i SN@ su jednakokracni pravokutni, pa je posebno |QS| =
yV2=x1i|MS|=z.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.

1 bod

1 bod

1 bod

1 bod
1 bod

1 bod
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Primijenimo Pitagorin poucak na trokut QM P. Kako je |QM| = |QS| + |SM| = 2z,
slijedi

IPQP? = |QM? + [MP?
:L’2 2
(5) - or+a

Konaéno, zakljucujemo |PQ| = T 0.

Zadatak A-2.5.

Koliko ima prirodnih brojeva ¢iji zapis u dekadskome sustavu sadrzava svaku od deset
znamenaka 0, 1, 2, ..., 9 tocno jednom, a svaka je znamenka, osim znamenke 9, manja
od barem jedne njoj susjedne znamenke?

Rjesenje.
Nazovimo dobrim deseteroznamenkaste brojeve koji zadovoljavaju uvjete zadatka. Cilj
je na¢i broj dobrih brojeva. Neka blok oznacava niz susjednih znamenaka dobrog broja.

Promotrimo znamenku 8. Kako bi znamenka 8 imala susjednu znamenku koja je veéa
od nje, znamenke 8 i 9 moraju ¢initi blok.

Promotrimo sada znamenku 7. Jedine znamenke koje su ve¢e od nje su 81 9, pa jedna
od njih mora biti njoj susjedna. Kako 8 i 9 ¢ine blok, zaklju¢ujemo da znamenke 7, 8 i
9 ¢ine blok. Kako se 7 ne smije na¢i izmedu znamenaka 8 i 9, mora se na¢i neposredno
lijevo od bloka koje ¢ine znamenke 8 i 9 ili neposredno desno od tog bloka.

Za svaku sljedeéu znamenku (6, 5, 4, 3, 2 i 1) sliéno zakljucujemo da se mora nadéi
neposredno lijevo ili neposredno desno uz blok koji ¢ine znamenke vece od nje.

Poziciju svake znamenke od 8 nanize mozemo odabrati na dva nacina (lijevo ili desno
uz blok znamenaka veéih od nje).

Konac¢no, znamenku 0 takoder mozemo smjestiti uz postoje¢i blok svih preostalih zna-
menaka, ali ne moze doéi lijevo od tog bloka jer broj ne smije poceti znamenkom
nula.

Zato ukupno imamo 2% = 256 dobrih brojeva.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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1 bod

1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
26. veljace 2024.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.

Za koje realne brojeve x vrijedi

52 4 4% < 29.10°1?

Rjesenje.
Podijelimo pocetnu nejednadzbu s 10” i sredimo izraz na lijevoj strani nejednadzbe.
Kako je 10* uvijek pozitivan broj, smjer nejednakosti se ne mijenja. Redom slijedi

L

102 10 10

5% n 2% - 29

2z 50 10
. o 5\" . . . . 1 29
Uvodenjem supstitucije t = 3 gornja nejednadzba postaje t + n < 10"

Pomnozimo gornju nejednadzbu sa 10¢. Nejednakost se ponovno ne mijenja jer je
10t > 0. Dobivamo kvadratnu nejednadzbu 10t? — 29t + 10 < 0.

2 5
Rjesenje kvadratne nejednadzbe je t € <5, 2>.

5\" 5\" 2 5
Iz supstitucije t = <2> slijedi <2> € <5, 2>, odnosno
2<<ﬂm<5
5 2 2
Primjenom log% na gornje nejednakosti slijedi —1 < = < 1 (baza logaritma je veca od

1 pa se nejednakost ne mijenja), odakle dobivamo konacno rjesenje x € (—1, 1).

Napomena: Rjesenje se moglo provesti tako da se pocetna nejednadzba podijelila s 4*
ili 52,
Ako ucenici u rjesenju ne komentiraju da se nejednakost ne mijenja primjenom loga-

ritma s pozitivhom bazom ili mnozenjem s pozitivnim brojem koji ovisi o nepoznanici,
gube po 1 bod za svaku takvu nejednakost, a ukupno najvise 2 boda.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.

3 boda

1 bod

3 boda

1 bod

2 boda
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Zadatak A-3.2.

Neka su Ay, By i C tocke na opisanoj kruznici siljastokutnog trokuta ABC' takve da
su AA{, BBy i C'C} promjeri te kruznice. Dokazi da vrijedi

|A1B| - |B1B| + |BiC| - |C1A| = [AC] - | BC.

Prvo rjeSenje.

Neka su a, b i ¢ duljine stranica BC', AC'i AB trokuta ABC redom, te neka su «, 3
i v mjere kutova pri vrhovima A, B i C redom. Neka je k opisana kruznica trokuta
ABC, a R njezin radijus.

Kako je AA; promjer kruznice k, vrijedi |AA;| =2R. Nadalje, vrijedi <AA;B =
<TACB = 7 jer su to obodni kutovi nad istom tetivom. 1 bod

Prema Talesovom poucku trokut kut <ByAB je pravi, pa slijedi

|A1B| = |AA | cos <AA B = 2R cos 7. 2 boda
Analogno je |B1C| = 2Rcosa i |C1A| = 2R cos . 1 bod
Prema poucku o sinusima vrijedi a = 2Rsina i b = 2R sin (. 2 boda

Uvrstavanjem gornjih jednakosti i |B;B| = 2R u jednakost iz tvrdnje zadatka slijedi
da je potrebno dokazati

cosy 4 cos acos f = sin asin 3. 1 bod

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024. 17/26



Ta jednakost slijedi iz adicijske formule za kosinus:
cosy = cos (180° — a — §) = — cos (o + ) = sinasin § — cos a cos f. 3 boda
Time je tvrdnja zadatka dokazana

Drugo rjeSenje.
Koristimo oznake kao u proslom rjesenju.

Primjenom Talesovog poucka na promjere AA; i BB, zaklju¢ujemo da su svi kutovi u
¢etverokutu ABA;B; pravi, pa je to pravokutnik. Zato je je |AB;| = |BA;]. 2 boda

Analogno, BC'B,C} je pravokutnik, pa je |B;Cy| = |BC. 2 boda

Primjenom Ptolomejevog teorema na tetivni cetverokut AC,C B; dobivamo

|ACI| . |BlC| + |C'1C'| . |ABl| = |AC‘ . |BlCl\ 5 bodova
Uvrstavanjem gornjih jednakosti i koristenjem |C1C| = | By B| = 2R (promjeri kruznice)
slijedi tvrdnja zadatka. 1 bod

Zadatak A-3.3.

Odredi sve uredene trojke prirodnih brojeva (a, b, ¢) za koje je 2% + 2° + 2¢ + 3 kvadrat
nekoga prirodnog broja.

Rjesenje.

Buduéi da je izraz 2% 42°4-2¢4-3 simetri¢an u a, b i ¢ moZemo bez smanjenja opéenitosti
pretpostaviti da je a < b < c.

Ako je a > 2, tada 2% + 2° 4 2¢ + 3 daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4 i stoga ne moze biti

kvadrat prirodnog broja. Dakle, mora biti a = 1. 1 bod
Nadalje, ako je b > 3, tada 2% 4 2° +2°¢ + 3 = 2° 4 2¢ + 5 daje ostatak 5 pri dijeljenju s
8 pa zbog toga ne moze biti kvadrat prirodnog broja. 1 bod

Preostaje provijeriti slucajeve kada je b=11 b = 2.
Ako je b =1, tada 2% 4 2° 4+ 2¢ + 3 = 2¢ 4 7 mora biti potpuni kvadrat.

Ako je ¢ > 2, tada ¢e 2°+ 7 dati ostatak 3 pri dijeljenju s 4 i zbog toga 2¢+ 7 nece biti
potpun kvadrat. 1 bod

Direktnom provjerom vidimo da za ¢ = 1 dobivamo rjeSenje, jer je 2! +21 +2'+3 =9
potpun kvadrat. 1 bod

Ako je b = 2, tada 2% + 2° + 2¢ 4+ 3 = 2¢ 4+ 9 mora biti potpuni kvadrat, tj. 2¢ 4+ 9 = k?
za neki prirodni broj k. Koristeé¢i razliku kvadata, jednadzbu zapisimo kao

2°=k*—9=(k—3)(k+3). 1 bod

Iz gornje jednakosti slijedi da su k—3 i k+ 3 potencije od 2, tj. k—3 =21 k43 = 2%
pri cemu su ¢; i ¢o nenegativni cijeli brojevi takvi da je c =c¢; + ¢ 1 ¢1 < ¢o. 2 boda

Oduzimanjem tih jednakosti slijedi

6 =202 — 20 = 201 (221 _ 1)
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iz ¢ega zakljucujemo da je ¢; = 11 ¢y = 3, odnosno ¢ = 4. U tom slucaju je k = 5. 2 boda
Dakle, uz pretpostavku a < b < ¢ imamo da su rjesenja (a, b, ¢) = (1, 1, 1), (1, 2, 4).
Sve moguce trojke brojeva (a, b, c) dobivamo permutiranjem gornjih rjesenja:

(a,b,¢) = (1,1,1), (1,2,4), (1,4,2), (2,1,4), (2,4, 1), (4,1,2), (4, 2,1). 1 bod

Zadatak A-3.4.
Dokazi da je zbroj

cos 3° N cos b° N cos(2n +1)° N cos 89°
cos 6° — cos2°  cos 10° — cos 2° cos(4n + 2)° — cos 2° cos 178° — cos 2°
jednak
sin2° —1

4sin1° - sin2°°
Rjesenje.
Oznacimo

B cos 3° cos(2n +1)° cos 89°
08 6° — cos 2° cos(4n + 2)° — cos 2° cos 178° — cos 2°°

Pomnozimo cijeli izraz za S sa sin 1°, dobivamo

e cos 3°sin 1° cos(2n + 1)°sin 1° cos 89° sin 1°
sinl®- S= ———— + -+~ . 2 boda
cos 6° — cos 2° cos(4n + 2)° — cos 2° cos 178° — cos 2°
2 1)°sin 1°
Op¢i ¢lan sume u izrazu za sin 1° - S je oblika cos (2n + 1)° sin :
cos (4n + 2)° — cos 2°
Primjenom formule pretvorbe za razliku kosinusa nazivnik mozemo zapisati kao
cos (4n + 2)° — cos2° = —2sin (2n + 2)° sin (2n)°. 2 boda
Primjenom formule pretvorbe za produkt sinusa i kosinusa brojnik mozemo zapisati
kao ]
cos (2n +1)°sin 1° = 3 (sin (2n + 2)° — sin (2n)°). 2 boda

Ovime op¢i ¢lan u sumi mozemo zapisati kao

cos (2n + 1)°sin 1° sin (2n 4 2)° —sin (2n)° 1 < 1 1 ) 2 boda
= == — . o
cos (4n +2)° —cos2°  —4sin(2n+2)°sin(2n)° 4 \sin(2n+2)°  sin(2n)°

Uvrstavanjem u izraz za sin 1° - S redom imamo

n1°. S cos 3°sin 1° cos H°sin 1° cos 89°sin 1°
S -S =
m cos6° —cos2°  cos10° —cos2°  cos178° — cos2°

B 1 ( 1 1 i 1 1 n . 1 1 )

4 \sin4°  sin2°  sin6°  sin4° sin90°  sin 88°
1 1

= - (1 — — ) ) 2 boda
4 sin 2°

sin2° —1

Konacno slijedi da je S = sto je trebalo dokazati.

4sin 1° - sin 2°’
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Zadatak A-3.5.

Na karticama su zapisani svi prirodni brojevi od 1 do 20242. Zbroj svih tih brojeva
iznosi 2024A. Manuel je odabrao 2024 kartice s brojevima ¢iji je zbroj jednak A.
Dokazi da Neva moze preostale kartice rasporediti u 2023 skupine tako da u svakoj
skupini budu po 2024 kartice i da zbroj brojeva na karticama u svakoj skupini bude

jednak A.

Rjesenje.
20242(2024% + 1)

Kako je zbroj svih brojeva od 1 do 20242 jednak 5

A =1012(2024% + 1).

Raspodijelimo sve brojeve od 1 do 2024% u parove

, zakljucujemo da je

(1,2024%), (2,2024% — 1), (3,2024% —2),

tako da je svaki broj u to¢no jednom paru, te da je zbroj elemenata svakog para jednak
20242 + 1.

Posebno, suma elemenata bilo kojih 1012 parova iznosi A.

Pretpostavimo da je u n parova (za neki n € Ny) Manuel odabrao oba broja medu
svoje 2024 kartice, te da je u m parova (za neki m € Ny) odabrao samo jedan broj
medu svoje 2024 kartice. Kako je odabrao 2024 broja, vrijedi 2n + m = 2024.

Neka Neva u prvom potezu u jednu skupinu smjesti preostale ¢lanove m Manuelovih
parova, te 2n brojeva iz bilo kojih n do sada neiskoristenih parova. Kako su sada Neva
i Manuel odabrali ukupno 4048 brojeva iz 2n + m = 2024 parova, njihova ukupna
suma je 2A. Kako je zbroj Manuelovih brojeva jednak A, zakljucujemo da je i zbroj
elemenata prve Nevine skupine jednak A.

Nakon prvog poteza ne postoji par u kojem jedan broj jest odabran, a drugi nije.
To znaci da Neva moze preostale brojeve razvrstati u skupine tako da u svaku od njih
smjesti elemente bilo kojih 1012 parova. Tako ¢e zbroj elemenata svake skupine iznositi
A, ¢ime je tvrdnja zadatka dokazana.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
26. veljace 2024.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.
Dokazi da svi ¢lanovi niza

a; = 4-2024'—2024,  ay = 4-20242-20244, ..., a, = 4-2024"—2024...4, zan € N,

n puta

daju ostatak 11 pri dijeljenju s 19.

Prvo rjesenje.

Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom. Baza indukcije zadovoljena je za n =1
jer jeap = 3-2024 =319-19+ 11. 1 bod

Pretpostavimo sada da za neki n € N vrijedi da a,, daje ostatak 11 pri dijeljenju s 19,
odnosno 19 | a,, — 11.

Za korak indukcije, primijetimo da vrijedi
any1 = 4-2024"T1 —2024.. .4
N——

n + 1 put

=2024-4-2024" —10-2024...4 -4
——

n puta
— 10(4 - 2024" — 2024 ... 4) + 2014 - 4 - 2024" — 4
t
n puta
= 10a, + 2014 - 4 - 2024" — 4. 3 boda

Kako je 2014 djeljiv s 19, broj 2014 -4-2024" je oblika 19k, za neki k € N. Dalje imamo

apy1 = 10a, + 19k — 4
=10(a, — 11) + 19k +10-11 — 4
= 10(a, — 11) + 19k + 106. 3 boda

Prema pretpostavci indukcije, broj a,, — 11 djeljiv je s 11. Zato a,41 i broj 106 daju
isti ostatak pri dijeljenju s 19. Kako je 106 = 5-19 + 11, dokaz koraka je gotov. 3 boda

Principom matematicke indukcije dokazali smo tvrdnju, a time je dokazana i tvrdnja
zadatka.
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Drugo rjeSenje.

Clanovi niza a, mogu se zapisati kao

10" -1
ap, =4-2024" —202-10" — 4 - 09 .

Dokazimo da je za svaki n € N vrijedi 19 | a,, — 11.
Kako 2024 i 10 daju isti ostatak pri dijeljenju s 19, isto vrijedi i za brojeve 2024™ i 10".

Takoder, broj 202 daje ostatak 12 pri dijeljenju s 19. Zato ¢e broj a,, — 11 biti djeljiv
s 19 ako je s 19 djeljiv broj

171_1 _2_1 n_4'1n 4_
4-10" —12-10" — 4 - 0 = 7 0 ; 0" + 99
~ —76-10" — 95
a 9
__19(4-10"—{—5)
= 5 .

Broj na kraju niza jednakosti cijeli je broj (buduéi da je i broj s kojim smo krenuli
cijeli) kojem je nazivnik djeljiv s 19, a brojnik relativno prost s 19, pa zaklju¢ujemo da
je taj broj visekratnik broja 19, Sto je i trebalo dokazati.

Trece rjesenje.
Clanovi niza a,, mogu se zapisati kao

an::4-2024"——202-10"——4~10{;_1.

Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom. Baza indukcije zadovoljena je za n = 1
jer jea; = 3-2024 =319-19 + 11.

Pretpostavimo sada da za neki n € N vrijedi da a,, daje ostatak 11 pri dijeljenju s 19.

Za korak indukcije dokazimo da i a,y; daje ostatak 11 pri dijeljenju s 19, a za to je
dovoljno dokazati da 19 | a,41 — a,,. Primijetimo da je

Qpy1 — ap = 4-2023 - 2024" —202-9- 10" — 4 - 10",

Kako 2024 i 10 daju isti ostatak pri dijeljenju s 19, isto vrijedi i za brojeve 2024™ i 10™.

Zato razlika a,; — a, pri dijeljenju s 19 daje isti ostatak kao broj
4-2023-10" —202-9- 10" —4-10""" = 6270 - 10"
Kako je 6270 = 33 - 19, razlika a,1 — a, djeljiva je s 19, sto smo i htjeli dokazati.

Time smo korak indukcije, pa je tvrdnja zadatka dokazana principom matematicke
indukcije.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.

3 boda
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3 boda

2 boda
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Zadatak A-4.2.

Neka su z1, o3 i 3 razlic¢ite nultocke polinoma P(x) = z® — 3z + 1. Odredi

1 1 1

x%—3+x§—3+m§—3'

Prvo rjesenje.

Za nultocku x, polinoma P vrijedi

23 —3r,+1=0

23— 31 = —1
1
23—
1
3 = —7.
.731 _3

Analogno vrijedi i za x5 i x3, pa za trazeni izraz vrijedi

L 1 (z1 4+ 29 + 23)
= — T T xIs3).
r?-3 23-3 123-3 ! 2 ’

Po Viéteovom formulama je x; + z2 + 3 = 0, pa je taj izraz jednak nuli.

Drugo rjeSenje.
Svedimo izraz na zajednicki nazivnik:

1 1 1
3 —3 x%—3+x§—3
_ (@1 =3)(23 —3) + (2] = 3)(x3 = 3) + (23 — 3)(23 - 3)
(v = 3)(23 — 3) (2§ — 3)
xiad + afal + g — 6(af + 23 4 a3) 4 27
a (2% = 3)(23 — 3)(23 — 3)

Po Viéteovim formulama vrijedi

ZL‘1+$2+ZL‘3:O,

T1T9 + T1X3 + Toky = —3.
Koristeéi te formule, dobivamo

x% + x% + :Jc§ = (z1+ 22+ $3)2 — 2(z172 + 1173 + T273) = 6,

2.2 2,..2 2.2 2
x1x5 + 2Ty + 2505 = (0122 + 103 + Xox3)° — 221 2223(21 + T2 + 23) = 9.

Zato za brojnik trazenog izraza vrijedi
aiay + 23xs + a3y — 6(a] + a5+ 23) +27=9—6-6+27 =0,

pa je trazeni izraz jednak 0.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.

1 bod

4 boda

3 boda

2 boda

1 bod

2 boda

3 boda
3 boda

1 bod
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Zadatak A-4.3.

Neka je ABC DE peterokut upisan u kruZnicu sa sredistem O. Duzine AC i E'B sijeku
se u tocki P, a duzine BD i EC u tocki . Ako su pravci PQ i AD medusobno
paralelni, dokazi da je pravac EO okomit na ta dva pravca.

Rjesenje.

Kako su pravci AD i PQ paralelni, vrijedi <QPC = <DAC. 1 bod
Promatrajuéi kutove nad tetivom DC zakljuéujemo <DAC = <DBC = <QBC. 1 bod
Kako vrijedi <QPC = <@QBC, zakljucujemo da je ¢etverokut BPQC' tetivan. 3 boda

Promatrajuéi tetivu PQ u tom éetverokutu dobivamo
<EBD = <PBQ = <PCQ = <ACE. 1 bod

Kako su kutovi nad tetivama AE i DE tetivhog peterokuta ABCDE jednaki, zaklju-
¢ujemo da je |AE| = |DE]. 2 boda

Toc¢ka E jednako je udaljena od krajnjih todaka duzine AD, pa lezi na  simetrali te
duzine. No, isto to vrijedi i za tocku O, pa je pravac FO simetrala duzine AD i okomit
je na AD, sto je i trebalo dokazati. 2 boda
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Zadatak A-4.4.
Odredi sve proste brojeve p za koje postoji to¢no pet prirodnih brojeva n takvih da je
n+p|n®+p?
Prvo rjeSenje.
Zbroj kubova n3 + p* = (n + p)(n® — np + p*) djeljiv je s n + p. Kako je prema uvjetu
zadatka n® + p? djeljivo s n + p, ekvivalentno tome je da je i
(n® +p°) = (0° +p*) = p* = p* =p*(p — 1)
djeljivo s n + p.

Pretpostavimo da postoje n i p takvi da n +p | p?(p — 1) i da n nije djeljiv s p. Tada
su n i p relativno prosti, a zato su n + p i p takoder relativno prosti.

Zato nuzno vrijedi n + p | p — 1, $to je nemoguée jer je n +p > p —1 > 0. Dakle, n
mora biti djeljiv s p.

Zaklju¢ujemo da postoji k € N takav da je n = kp. Naci sve proste p za koje postoji
pet prirodnih bojeva iz uvjeta zadatka sada je ekvivalentno problemu naci sve proste
p za koje postoji pet prirodnih brojeva k za koje vrijedi

kE+1]pp-—1).
Broj k zadovoljava taj uvjet ako i samo ako je oblika d — 1, gdje je d djelitelj broja

p(p — 1) koji je veéi od 1. Kako je 1 djelitelj svakog broja, potrebno je naéi sve p za
koje izraz p(p — 1) ima toc¢no 6 prirodnih djelitelja.

Lako vidimo da p ne moze biti jednak 2 i 3, te da p = 5 jest rjesenje jer broj p(p—1) = 20
ima Sest djelitelja.

Pretpostavimo sad da je p > 7. Tada je p—1 = 2m za neki prirodan m > 3. No u tom

slucaju broj p(p — 1) = 2m(2m + 1) ima barem osam razli¢itih djelitelja:
1,2,m,2m,2m+ 1,2(2m + 1), m(2m + 1), 2m(m + 1),

pa za p > 7 ne dobivamo nova rjeSenja.

Zakljucujemo da je p = 5 jedini prost broj koji zadovoljava uvjet zadatka.

Drugo rjeSenje.
Kao i u prvom rjesenju zaklju¢ujemo da je potrebno pronaci sve proste brojeve p za
koje izraz p(p — 1) ima toc¢no 6 prirodnih djelitelja.
Za prirodan broj m vrijedi formula za broj prirodnih djelitelja prirodnog broja

T(m) = (a1 +1) - (o + 1)
gdje je m = p{* - - pp* rastav tog broja na proste faktore. Kako su p i p — 1 relativno
prosti, a 7(p) = 2, koristeéi tu formulu za p(p—1) zaklju¢ujemo da je nuzno 7(p—1) = 3.
Umnozak s desne strane formule za 7(m) moze biti jednak 3 samo ako je jedna od tih

zagrada jednaka 3, a sve ostale 1, tj. kada je m jednak kvadratu prostog broja. Dakle,
postoji prost broj g takav da je p — 1 = ¢.

Promatrajuéi tu jednadzbu vidimo da su p i ¢ razli¢ite parnosti, $to je moguée samo
ako je jedan od njih jednak 2. U slucaju p = 2 ne dobivamo rjesenje, dok u slucaju
q = 2 dobivamo jedino rjesenje p = 5.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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1 bod

2 boda

1 bod

2 boda
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2 boda
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Zadatak A-4.5.

Odredi (ako postoji) najveéi prirodni broj koji se ne moze prikazati kao zbroj nekih,
ne nuzno razli¢itih, elemenata skupa {135,136, 137,...,144}.

Prvo rjeSenje.

Reéi ¢emo da je prirodan broj prikaziv ako se moze zapisati kao zbroj nekih, ne nuzno
razlic¢itih, elemenata skupa {135, 136,137,...,144}. Oznacimo skup sa S skup dozvo-
ljenih pribrojnika {135,136, 137,...,144} sa S i definirajmo skupove

Sy = {135k, 135k + 1,...,144k}.

Dokazimo da je broj n prikaziv kao zbroj k pribrojnika iz S ako i samo ako je n € S.

Ako se broj n moze prikazati kao suma k elemenata skupa S, tada je ocito broj n u
skupu Sy, (jer je k pribrojnika iz njegove sume izmedu 135 i 144).

Dokazimo sada obrat: svaki broj iz Sy, prikaziv kao zbroj k pribrojnika iz S. Pretpos-
tavimo suprotno, postoje neki brojevi iz Sy koji nisu prikazivi i neka je ny najmanji
medu njima. Sigurno ng # 135k, bududi da se taj broj moze prikazati kao zbroj k
ponavljanja pribrojnika 135. Zato je ng > 135k, pa je broj ng — 1 prikaziv. Broj ng—1
je manji od 144k, pa je jedan pribrojnik u njegovom zapisu manji od 144. Uvecava-
njem tog pribrojnika za 1 (dok sve ostale pribrojnike ostavimo iste) dobivamo zbroj k
elemenata iz S koji iznosi ng, sto je kontradikcija s neprikazivosti broja ny. Dakle, svi
brojevi izmedu 135k i 144k su prikazivi.

Nadimo sada najveéi broj koji nije prikaziv. Ako neki prirodan broj m nije prikaziv,
tada se ne nalazi ni u jednom skupu S;. Posebno, nalazi se izmedu dva uzastopna
skupa Sg 1 Sg11, tj. 144k < m < 135(k + 1), a to je mogucée ako i samo ako je

144k +2 < 135(k + 1),

odakle je k < 14. Dakle, za k > 15 nema brojeva koji se nalaze izmedu S i Sk, pa
su najveci neprikazivi brojevi izmedu Sy4 i Sis.

Najveci broj izmedu S14 = {1890, ...,2016} i S5 = {2025, ...,2160} je 2024, pa je to
ujedno i najveci neprikaziv broj.

Drugo rjeSenje.

Koristec¢i oznake iz prvog rjesenja, dokazimo drugacije da je svaki broj iz Sy prikaziv.

Broj n je prikaziv kao suma k pribrojnika iz .S ako i samo ako je i := n — 135k prikaziv
kao suma k pribrojnika iz skupa {0, 1,...,9} (svakom od k pribrojnika moZemo pribro-
jiti/oduzeti broj 135). Zato je potrebno dokazati da se svi brojevi n € {0,1,...,9k}
mogu prikazati kao suma k pribrojnika iz skupa {0, 1,...,9}.

Ako je n = 9k, broj je prikaziv kao zbroj k devetki. Inace broj 7 cjelobrojno podijelimo
s 9: dobivamo n =9p+rzap € [0,...,k—1]ir €[0,...,8]. Sada vidimo da je n
prikaziv kao suma p devetki, jednog broja r, te k—p—1 nula, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Ostatak dokaza provodi se kao u proslom rjesenju, te se boduje na isti nacin.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2024.
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2 boda

1 bod

3 boda

1 bod
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