
äKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred – srednja ökola – A varijanta

26. sije�nja 2024.

AKO U�ENIK IMA DRUGA�IJI POSTUPAK RJEäAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUéNO I TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJU∆I NA�IN.

Zadatak A-1.1.

Koji je broj veÊi

A = 2022 · (20242 ≠ 2024 + 1) ili B = 20243 ≠ 3 · 20242 + 3 · 2024 ?

Rjeöenje.

Ozna�imo n = 2024.
Oduzmimo promatrane brojeve. 2 boda
Vrijedi

B ≠ A = n
3 ≠ 3n

2 + 3n ≠ (n ≠ 2) · (n2 ≠ n + 1)
= n

3 ≠ 3n
2 + 3n ≠ (n3 ≠ 3n

2 + 3n ≠ 2) 2 boda
= 2. 1 bod

Zaklju�ujemo da je B veÊi od ta dva broja. 1 bod

Napomena: Rjeöenja koja ni na koji na�in ne ostvare neki drugi bod u ovom zadatku
ostvaruju 1 bod ukoliko su uveli oznaku poput n = 2024.
MoguÊe je i direktno izra�unati vrijednosti za A i B:

A = 2022 · (4096576 ≠ 2024 + 1) = 8279186166,

B = 8291469824 ≠ 3 · 4096576 + 6072 = 8279186168.

To�an izra�un jednog od brojeva A i B nosi 3 boda, preostalog 2 boda, te kona�an
zaklju�ak 1 bod.

Zadatak A-1.2.

Neka su a, b, c, d me�usobno razli�iti cijeli brojevi takvi da vrijedi

(a ≠ 2024)(b ≠ 2024)(c ≠ 2024)(d ≠ 2024) = 9.

Odredi a + b + c + d.
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Rjeöenje.

BuduÊi da su a, b, c, d me�usobno razli�iti cijeli brojevi, onda su i a ≠ 2024, b ≠ 2024,
c ≠ 2024 i d ≠ 2024 me�usobno razli�iti cijeli brojevi.
Kako bi umnoûak 4 razli�ita cjelobrojna djelitelja broja 9 bio jednak 9, nijedan od njih
ne smije biti 9 ili ≠9. Preostali djelitelji broja 9 su ≠3, ≠1, 1, 3. 2 boda
Kako u umnoöku daju 9, zaklju�ujemo da su to upravo vrijednosti faktora a ≠ 2024,
b ≠ 2024, c ≠ 2024 i d ≠ 2024. 2 boda
Zato je

a + b + c + d = (a ≠ 2024) + (b ≠ 2024) + (c ≠ 2024) + (d ≠ 2024) + 4 · 2024 1 bod
= ≠3 ≠ 1 + 1 + 3 + 8096 = 8096 1 bod

Zadatak A-1.3.

Farmer Ivan na svojoj farmi ima kokoöi, svinje i ovce. Njegove ûivotinje imaju ukupno
46 glava i 124 noge. Kad bi udvostru�io broj kokoöi i utrostru�io broj ovaca na farmi,
uz isti broj svinja, ukupan broj nogu svih ûivotinja na farmi bio bi 232. Koliko bi u
tome slu�aju bilo glava?

Rjeöenje.

Neka je K broj kokoöi, a N broj ostalih (�etveronoûnih) ûivotinja. Iz prva dva uvjeta
zadatka dobivamo

K + N = 46,

2K + 4N = 124. 1 bod

UvrötavajuÊi iz prve jednadûbe N = 46 ≠ K u drugu dobivamo 1 bod

2K + 4 · (46 ≠ K) = 124
184 ≠ 2K = 124

K = 30 2 boda.

Neka su 2K i N
Õ brojevi ûivotinja u drugom slu�aju. Iz uvjeta broja nogu dobivamo

232 = 2 · 2K + 4N
Õ = 120 + 4N

Õ
,

iz �ega dobivamo N
Õ = 28. 1 bod

U tom slu�aju, broj glava ûivotinja na farmi bi bio

2K + N
Õ = 2 · 30 + 28 = 88. 1 bod

äkolsko natjecanje iz matematike 2024. 2/32



Napomena: Zadatak se moûe rijeöiti sustavom 3 jednadûbe s 3 nepoznanice:

K + S + O = 46
2K + 4S + 4O = 124

2 · 2K + 4S + 4 · 3O = 232,

gdje je K broj kokoöi, S broj svinja, a O broj ovaca na farmi. Postavljanje sustava
nosi 1 bod, odre�ivanje jedne od vrijednosti nepoznanica (O = 6, S = 10, K = 30)
nosi 2 boda, odre�ivanje preostale dvije vrijednosti nepoznanica po 1 bod, te kona�no
odre�ivanje novog broja glava jednadûbom

2K + S + 3O = 2 · 30 + 10 + 3 · 6 = 88

nosi 1 bod.

Zadatak A-1.4.

Odredi najmanji prirodni broj kojemu je zbroj znamenaka djeljiv sa 7 te ima svojstvo
da je zbroj znamenaka njegova sljedbenika tako�er djeljiv sa 7.

Rjeöenje.

Neka je n traûeni prirodni broj. Pretpostavimo da n zavröava s k znamenaka 9, te
neka je A broj dobiven brisanjem tih k znamenaka 9. 1 bod
Brojevi k i A su nenegativni cijeli brojevi koji nisu oba jednaka nuli. Broj A ne zavröava
znamenkom 9. Neka je sA zbroj znamenaka broja A.
Zbroj znamenaka broja n jednak je sA + 9k. 1 bod
Njegov sljedbenik zavröava s to�no k nula, te je ispred tih nula zapisan broj A + 1.
Zbroj znamenaka sljedbenika je zato sA + 1. 1 bod
Kako bi broj sA + 1 bio djeljiv sa 7, najmanja vrijednost za A je 6. 1 bod
Kako bi broj sA + 9k = 6 + 9k bio djeljiv sa 7, najmanja vrijednost za k je 4. 1 bod
Stoga je najmanji prirodan broj n s traûenim svojstvom jednak 69999. 1 bod

Zadatak A-1.5.

Neka je ABC pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka je P to�ka takva
da je kut ^ABP pravi, da vrijedi |BP | = |BC| te da su to�ke P i C na suprotnim
stranama pravca AB. Dokaûi da je pravac CP okomit na simetralu kuta ^BAC.

Rjeöenje.

Neka je to�ka T presjek pravca CP i simetrale kuta ^BAC te neka je – = ^CAB.
Tada je

^CAT = –

2 . 1 bod

Tako�er, kako je trokut ABC pravokutan, slijedi ^ABC = 90¶ ≠ –.
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Za kut ^PBC vrijedi

^PBC = ^PBA + ^ABC = 90¶ + (90¶ ≠ –) = 180¶ ≠ –. 1 bod

Promotrimo trokut PBC. Zbog |BP | = |BC|, jednakokra�an je, pa imamo

^BCT = ^CPB. 1 bod

Ta dva kuta zbrojena sa ^PBC = 180¶ ≠ – daju 180¶, pa zaklju�ujemo da je

^BCT = ^CPB = –

2 . 1 bod

Nadalje, imamo
^TCA = ^BCA ≠ ^BCT = 90¶ ≠ –

2 . 1 bod

U trokutu CAT vrijedi

^CTA = 180¶ ≠ ^TCA ≠ ^CAT =
⇣

90¶ ≠ –

2

⌘
+ –

2 = 90¶
, 1 bod

öto je i trebalo dokazati.

Zadatak A-1.6.

Dan je trokut ABC povröine 1. To�ka D poloviöte je duûine BC, to�ka E poloviöte je
duûine AD, to�ka F poloviöte je duûine BE te je to�ka G poloviöte duûine CF . Odredi
povröinu trokuta EFG.
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Prvo rjeöenje.

Neka P (XY Z) ozna�ava povröinu proizvoljnog trokuta XY Z.
Neka je vb duljina visine iz vrha B u trokutu ABD. Ta visina poklapa se s visinom iz
vrha B u trokutu BDE, pa je

P (BDE) = 1
2 · |DE| · vb = 1

2 · |AD|
2 · vb = 1

2P (ABD). 2 boda

Analogno zaklju�ujemo da je P (CDE) = 1
2P (ADC). 2 boda

Zato je

P (BEC) = P (BDE) + P (CDE) = P (ABD) + P (ADC)
2 = P (ABC)

2 = 1
2 . 2 boda

Ako je vc duljina visine iz vrha C u trokutu BCE (i trokutu CFE), sli�nim promatra-
njem kao ranije zaklju�ujemo

P (CFE) = 1
2 · |EF | · vc = 1

2 · |BE|
2 · vc = 1

2P (BCE) = 1
4 . 2 boda

Kona�no, ako je ve duljina visine iz vrha E u trokutu EFC (i trokutu EFG), dobivamo

P (EFG) = 1
2 · |FG| · ve = 1

2 · |CF |
2 · ve = 1

2P (EFC) = 1
8 . 2 boda
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Drugo rjeöenje.

Neka su M i N sjeciöta pravca BC s njemu okomitim pravcima kroz A i E, redom.
Trokutima AMD i END je kut ^BDA zajedni�ki, a kutovi pri vrhovima M i N pravi,
pa su sli�ni prema K–K pou�ku o sli�nosti. 2 boda
Zato je |EN | : |AM | = |ED| : |AD| = 1 : 2. 2 boda
Povröina trokuta EBC je zato

P (EBC) = 1
2 · |BC| · |EN | = 1

2 · |BC| · |AM |
2 = 1

2P (ABC) = 1
2 . 2 boda

Dalje nastavljamo kao u proölom rjeöenju. 4 boda

Zadatak A-1.7.

Koliko ima peteroznamenkastih prirodnih brojeva kojima je umnoûak znamenaka jed-
nak 900 ?

Rjeöenje.

Rastav broja 900 na proste faktore je 900 = 22 · 32 · 52. Me�u dekadskim znamenkama
razli�itim od nule samo je znamenka pet djeljiva s 5, tako da to�no dvije znamenke
promatranog peteroznamenkastog broja moraju biti 5. 2 boda

Postoji 5 · 4
2 = 10 na�ina kako dvije znamenke 5 moûemo rasporediti na neke od pet

pozicija u peteroznamenkastom broju. 2 boda
U peteroznamenkastom broju sada treba odrediti preostale tri znamenke koje u umno-
öku daju 22 · 32 = 36 i rasporediti ih na tri preostala mjesta.
Primijetimo da 22 · 32 = 36 moûemo na 5 na�ina rastaviti kao umnoûak tri znamenke:

1 · 4 · 9, 2 · 3 · 6, 1 · 6 · 6, 2 · 2 · 9, 3 · 3 · 4. 1 bod
U prva dva slu�aja sve tri znamenke su razli�ite, pa je 3 · 2 · 1 = 6 razli�itih na�ina za
razmjestiti te tri znamenke na preostala mjesta. 2 boda
U zadnja tri slu�aja imamo tri znamenke od kojih su dvije jednake. Odre�ivanjem
jednog od tri mjesta na kojem upisujemo jedinstvenu znamenku jednozna�no odre�u-
jemo mjesta preostalim (jednakim) znamenkama. Zato u ovim slu�ajevima postoje 3
razli�ita razmjeötaja tih znamenaka. 3 boda
Stoga, zaklju�ujemo da je ukupan broj peteroznamenkastih brojeva s traûenim svoj-
stvom

10 · (2 + 2 + 3 + 3 + 3) = 210.

Napomena: Svaki od 5 slu�ajeva u gornjem rjeöenju nosi po 1 bod, koji odgovaraju
zadnjim pet bodovima gornje bodovne sheme.
Ako u�enici ne promatraju znamenke 5 odvojeno, veÊ svedu problem na slu�ajeve

1 · 4 · 9 · 5 · 5, 2 · 3 · 6 · 5 · 5, 1 · 6 · 6 · 5 · 5, 2 · 2 · 9 · 5 · 5, 3 · 3 · 4 · 5 · 5,

svaki od tih slu�ajeva nosi 2 boda.
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äKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred – srednja ökola – A varijanta

26. sije�nja 2024.

AKO U�ENIK IMA DRUGA�IJI POSTUPAK RJEäAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUéNO I TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJU∆I NA�IN.

Zadatak A-2.1.

Odredi sve realne brojeve k za koje se tjeme parabole s jednadûbom

y = 4x
2 ≠ 4(k + 1)x + k

2 + 4k ≠ 1

nalazi na paraboli �ija je jednadûba y = 4x
2 ≠ 2x ≠ 8.

Rjeöenje.

Jednadûbu parabole y = 4x
2 ≠ 4(k + 1)x + k

2 + 4k ≠ 1 zapiöimo u tjemenom obliku.

y = 4
Ç

x
2 ≠ 4(k + 1)x +

Å
k + 1

2

ã2å
≠ 4
Å

k + 1
2

ã2
+ k

2 + 4k ≠ 1 =

= 4
Å

x ≠ k + 1
2

ã2
≠ (k + 1)2 + k

2 + 4k ≠ 1 =

= 4
Å

x ≠ k + 1
2

ã2
+ 2k ≠ 2. 2 boda

Dakle, koordinate tjemena su

x0 = k + 1
2 , y0 = 2k ≠ 2. 1 bod

Uvrötavanjem u parabolu y = 4x
2 ≠ 2x ≠ 8 imamo

y0 = 4x
2
0 ≠ 2x0 ≠ 8

2k ≠ 2 = 4
Å

k + 1
2

ã2
≠ 2k + 1

2 ≠ 8

2k ≠ 2 = (k + 1)2 ≠ (k + 1) ≠ 8
2k ≠ 2 = k

2 + k ≠ 8
k

2 ≠ k ≠ 6 = 0. 2 boda

Rjeöenja dobivene kvadratne jednadûbe su k = 3 i k = ≠2, pa su to ujedno i sve traûene
vrijednosti realnog broja k. 1 bod
Napomena: Koordinate tjemena moguÊe je naÊi direktnim uvrötavanjem u formulu za
tjeme kvadratne funkcije. Ako u�enik odmah prema formuli napiöe koordinate tjemena,
za taj dio dobiva 3 boda.
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Zadatak A-2.2.

Odredi sve ure�ene parove cijelih brojeva (x, y) takve da je

x
2 + y

2 = 10(x + y).

Rjeöenje.

Sre�ivanjem izraza imamo

x
2 + y

2 ≠ 10x ≠ 10y = 0
x

2 + y
2 ≠ 10x ≠ 10y + 25 + 25 = 50

(x ≠ 5)2 + (y ≠ 5)2 = 50. 2 boda

Jedine moguÊnosti kako se broj 50 moûe prikazati kao zbroj dva kvadrata cijelih brojeva
su 1 + 49 te 25 + 25. 1 bod
U prvom slu�aju, bez smanjenja opÊenitosti moûemo pretpostaviti (x ≠ 5)2 = 1 i
(y ≠ 5)2 = 49, odnosno x ≠ 5 = ±1 i y ≠ 5 = ±7. Slijedi da su rjeöenja (x, y) = (6, 12),
(6, ≠2), (4, 12) i (4, ≠2). 1 bod
Zbog simetrije, rjeöenja su i (x, y) = (12, 6), (≠2, 6), (12, 4) i (≠2, 4). 1 bod
U drugom slu�aju imamo (x ≠ 5)2 = (y ≠ 5)2 = 25, odnosno x ≠ 5 = ±5, y ≠ 5 = ±5.
Slijedi da su rjeöenja (x, y) = (10, 10), (10, 0), (0, 10) i (0, 0). 1 bod
Napomena: Za sve bodove u�enici moraju ispisati sva rjeöenja, uklju�ujuÊi i simetri�na.
Svih 12 moguÊih rjeöenja ukupno vrijede 3 boda – ako u�enici rjeöavaju druga�ijim
na�inom ili poga�anjem, mogu dobiti

• 1 bod za barem 8 to�no napisanih rjeöenja,
• 2 boda za barem 10 to�no napisanih rjeöenja,
• 3 boda za svih 12 to�no napisanih rjeöenja.

Zadatak A-2.3.

Za realne brojeve a i b jednadûba x
2 +ax+b = 0 ima dva cjelobrojna rjeöenja (ne nuûno

razli�ita). Dokaûi da jednadûba x
2 + 5ax + (6a

2 + b) = 0 tako�er ima dva cjelobrojna
rjeöenja.

Prvo rjeöenje.

Neka su x1 i x2 rjeöenja jednadûbe x
2 + ax + b = 0, a x

Õ
1 i x

Õ
2 rjeöenja jednadûbe

x
2 + 5ax + (6a

2 + b) = 0.
Prema Vièteovim formulama vrijedi a = ≠(x1 + x2), pa je i broj a cijeli. 1 bod
Prema formuli za rjeöenja kvadratne jednadûbe imamo

x1,2 = ≠a ±
Ô

a2 ≠ 4b

2 , 1 bod

äkolsko natjecanje iz matematike 2024. 8/32



te

x
Õ
1,2 = ≠5a ±

p
25a2 ≠ 4(6a2 + b)

2

= ≠5a ±
Ô

a2 ≠ 4b

2 1 bod

= ≠4a ≠ a ±
Ô

a2 ≠ 4b

2
= ≠2a + x1,2. 2 boda

Time smo dokazali da su x
Õ
1,2 zbrojevi cijelih brojeva ≠2a i x1,2, pa su zato i sami cijeli 1 bod.

Drugo rjeöenje.

Neka su x1 i x2 rjeöenja jednadûbe x
2 + ax + b = 0, a x

Õ
1 i x

Õ
2 rjeöenja jednadûbe

x
2 + 5ax + (6a

2 + b) = 0.
Prema Vièteovim formulama vrijedi a = ≠(x1 + x2) i b = x1x2, pa su i brojevi a i b

cijeli. 1 bod
Prema formuli za rjeöenja kvadratne jednadûbe imamo

x1,2 = ≠a ±
Ô

a2 ≠ 4b

2 , 1 bod

te

x
Õ
1,2 = ≠5a ±

p
25a2 ≠ 4(6a2 + b)

2

= ≠5a ±
Ô

a2 ≠ 4b

2 . 1 bod

Diskriminanta d = a
2 ≠ 4b je cijeli broj jer su a i b cijeli. Nadalje, da bi rjeöenja x1,2

bila cjelobrojna, diskriminanta mora biti jednaka kvadratu cijelog broja. Dakle, postoji
k œ N0 takav da je d = k

2, odnosno

k =
Ô

d =
Ô

a2 ≠ 4b. 1 bod

Kako su x1,2 = a ± k

2 cijeli brojevi, brojevi a i k cijeli su brojevi iste parnosti 1 bod.

Zato su i brojevi 5a i k cijeli brojevi iste parnosti pa su i x
Õ
1,2 = ≠5a ± k

2 cijeli brojevi,
öto je i trebalo dokazati. 1 bod

Zadatak A-2.4.

Rijeöi nejednadûbu
(1 + x)2

1 + y
6 1 + x

2

y
.

Za koje se parove (x, y) postiûe jednakost?
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Rjeöenje.

Zbog nazivnika, nuûno imamo y ”= 0 i y ”= ≠1.
Sre�ivanjem po�etne nejednakosti i svo�enjem na zajedni�ki nazivnik imamo niz ekvi-
valentnih nejednakosti:

0 6 1 + x
2

y
≠ (1 + x)2

1 + y

0 6 y(y + 1) + x
2(y + 1) ≠ (1 + x)2

y

y(y + 1) 1 bod

0 6 y
2 + y + x

2
y + x

2 ≠ y ≠ 2xy ≠ x
2
y

y(y + 1)

0 6 y
2 + x

2 ≠ 2xy

y(y + 1)

0 6 (x ≠ y)2

y(y + 1) . 2 boda

Za sve realne brojeve x, y vrijedi (x ≠ y)2 > 0. 1 bod
Razlikujemo dva slu�aja ovisno o tome je li taj kvadrat jednak nuli, ili strogo veÊi od
nule.
Ako je (x ≠ y)2 = 0, odnosno x = y, po�etna nejednakost je zadovoljena za sve
dopuötene x = y, odnosno za y ”= 0, ≠1. Dakle, u ovom slu�aju dobivamo rjeöenje

x = y œ R \ {≠1, 0},

te se za sve takve x i y ujedno postiûe i jednakost. 1 bod
Ako je (x ≠ y)2

> 0 (odnosno x ”= y), ne postiûe se jednakost u zadnjoj, pa onda ni
u po�etnoj jednakosti. Da bi se postigla ûeljena nejednakost, nuûno je y(y + 1) > 0.
Analiziranjem kvadratne nejednadûbe, zaklju�ujemo da mora vrijediti y < ≠1 ili y > 0.
Vrijednost broja x u ovom slu�aju bilo koja je vrijednost razli�ita od y. 1 bod
Kona�no zaklju�ujemo da je rjeöenje nejednadûbe skup parova (x, y) za koje je x = y,
gdje su oba broja x, y bilo koji realni broj osim ≠1 i 0, zajedno sa skupom svih parova
(x, y) za koje je x ”= y, za koje je y œ È≠Œ, ≠1Í fi È0, +ŒÍ. Jednakost se postiûe kad
su x, y me�usobno jednaki, te razli�iti od ≠1 i 0.

Napomena: U�enici moraju jasno zapisati kona�no rjeöenje nejednadûbe i slu�aja jed-
nakosti. To moûe biti zapisano kao u gornjem rjeöenju (rije�ima), grafi�ki (vidjeti sliku)
ili pomoÊu skupova. Jedan od na�ina zapisa rjeöenja nejednaûbe pomoÊu skupova je

(x, y) œ
n

(t, t) : t œ R \ {≠1, 0}
o

fi
n

(x, y) : x œ R, y œ È≠Œ, ≠1Í fi È0, +ŒÍ
o

.

Sa slike vidimo da kod zapisa unije kona�nih parova (x, y) koji zadovoljavaju nejed-
nadûbu nije potrebno pisati da je x ”= y u slu�aju kada je y ”œ [≠1, 0].
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Umjesto slu�ajeva promatrana u sluûbenom rjeöenju, dva slu�aja koja se mogu proma-
trati su y(y + 1) > 0 i y(y + 1) < 0. Bodovanje je u tom slu�aju analogno.

Zadatak A-2.5.

Neka je AB promjer kruûnice k, a to�ka O njezino srediöte. Neka je C to�ka izvan
kruûnice k na simetrali duûine AB. Duûina AC sije�e kruûnicu k u to�ki D. Ako je
|AB| = 2 i |CD| = 1, odredi |OC|.

Prvo rjeöenje.

Kako je |OD| = |CD| = 1 (duûina OD polumjer je kruûnice k), trokut OCD je
jednakokra�an pa vrijedi ^COD = ^DCO. 1 bod
Sli�no, zbog |OA| = |OD| = 1 vrijedi da je trokut OAD jednakokra�an i ^OAD =
^ODA. 1 bod
Kako je ^AOC = 90¶, slijedi ^AOD = 90¶ ≠ ^COD = 90¶ ≠ ^DCO. 1 bod

äkolsko natjecanje iz matematike 2024. 11/32



S druge strane, iz pravokutnog trokuta AOC vrijedi ^OAC = 90¶ ≠ ^DCO pa slijedi
da je ^OAD = ^AOD. U trokutu AOD svi kutovi su jednaki, pa je jednakostrani�an 1 bod.
Sada moûemo zaklju�iti da vrijedi |AD| = 1, tj. |AC| = 2. 1 bod
Prema Pitagorinom pou�ku za trokut AOC imamo |OC| =

p
|AC|2 ≠ |OA|2 =

Ô
3. 1 bod

Drugo rjeöenje.

Ozna�imo s E i F to�ke u kojima OC sije�e k, tako da je |CE| < |CF |. Posebno,
|EF | = 2, buduÊi da je ta duûina promjer kruûnice k.
Uvedimo oznake |AD| = x, |CE| = y.
Promatranjem potencije to�ke C na kruûnicu imamo

|CE| · |CF | = |CD| · |CA| 2 boda,

y(y + 2) = 1 · (1 + x).

Primjenom Pitagorinog pou�ka za trokut AOC imamo

|CO|2 + |AO|2 = |AC|2, 1 bod
(y + 1)2 + 12 = (1 + x)2

.

Sre�ivanjem dobivenih jednadûbi dobivamo

(x + 1)2 = y
2 + 2y + 2 = y(y + 2) + 2 = (1 + x) + 2

x
2 + 2x + 1 = x + 3.

x
2 + x ≠ 2 = 0. 1 bod

Pozitivno rjeöenje dobivene kvadratne jednadûbe je x = 1. 1 bod
Iz y(y + 2) = 1 · (1 + x) slijedi jednadûba y

2 + 2y ≠ 2 = 0, kojoj je jedino pozitivno
rjeöenje y =

Ô
3 ≠ 1. Prema tome, |OC| = 1 + y =

Ô
3. 1 bod

Zadatak A-2.6.

Kaûemo da je prirodni broj n > 2 tajanstven ako za svaki njegov djelitelj d veÊi od 1
vrijedi d

2 + n | n
2 + d. Odredi sve tajanstvene prirodne brojeve.

Rjeöenje.

Ako je n prost broj, u tom slu�aju jedini djelitelj d veÊi od 1 je d = n. Tvrdnja u tom
slu�aju o�ito vrijedi, dakle svi prosti brojevi su tajanstveni. 2 boda
Pretpostavimo da je n tajanstven sloûen broj i neka je d neki njegov djelitelj razli�it
od 1 i n. Iz uvjeta zadatka, broj

A = n
2 + d

d2 + n

je prirodan.

Neka je e = n

d
. Primijetimo da je to tako�er djelitelj broja n veÊi od 1. 2 boda
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Sre�ivanjem izraza A dobivamo

A = n
2 + d

d2 + n
= d

2 · e
2 + d

d2 + d · e
= d · e

2 + 1
d + e

.

Kako je e djelitelj broja n, prema uvjetu u zadatku vrijedi i da je broj

B = n
2 + e

e2 + n
= e · d

2 + 1
d + e

.

tako�er prirodan. 2 boda
Zbroj brojeva A i B tako�er mora biti prirodan broj:

A + B = d · e
2 + 1

d + e
+ e · d

2 + 1
d + e

= d · e · (d + e) + 2
d + e

= d · e + 2
d + e

. 2 boda

Zaklju�ujemo da nuûno vrijedi d + e | 2. Kako su i d i e brojevi koji su veÊi od 1,
zaklju�ujemo da je to nemoguÊe, �ime smo dobili kontradikciju. Dakle, nijedan sloûeni
broj nije tajanstven. 1 bod
Tajanstveni brojevi su to�no svi prosti brojevi. 1 bod

Zadatak A-2.7.

Na slici je prikazan skup od 16 to�aka raspore�enih na 10 istaknutih
pravaca. Za dvije to�ke toga skupa kaûemo da su vezane ako pripadaju
istom istaknutom pravcu.

a) Koliko je najviöe to�aka promatranoga skupa moguÊe odabrati
tako da me�u njima ne bude vezanih to�aka?

b) Odredi broj podskupova promatranoga skupa to�aka bez veza-
nih to�aka s najveÊim moguÊim brojem elemenata.

Prvo rjeöenje.

Me�u istaknutim pravcima nazovimo 5 me�usobno paralelnih pravaca redom p1, p2,
p3, p4 i p5. Analogno, pravce u drugom smjeru imenujemo s q1, q2, q3, q4 i q5. �etiri
to�ke koje se nalaze na to�no jednom pravcu nazvat Êemo kutnima. Osam to�aka koje
se nalaze na pravcima p1, p5, q1 i q5 nazvat Êemo rubnima. Ostale �etiri to�ke nazvat
Êemo srediönjima.
Promotrimo pravce p1, p2, p3, p4 i p5. Na njima smije biti odabrano najviöe 5 to�aka,
jer bi u suprotnom postojale barem dvije odabrane to�ke na istom pravcu. Na tih 5
pravaca ne nalaze se 2 (kutne) to�ke, no te dvije kutne to�ke nalaze se na istom pravcu
q3, pa od te dvije to�ke moûemo odabrati najviöe jednu. Zato je najveÊi broj to�aka
me�u kojima nema vezanih manji ili jednak 6. 2 boda
Dokazat Êemo da je taj broj jednak 6 i odredit Êemo broj odabira takvih to�aka. Primi-
jetimo da kako bi me�u öest odabranih to�aka ne bi bilo vezanih, poötujuÊi argumente
s po�etka, po jedna se mora nalaziti na svakom od 5 paralelnih pravaca p1, p2, p3, p4 i
p5, te jedna od tih to�aka mora biti kutna.
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Kutnu to�ku koja se ne nalazi ni na jednom od pravaca pi moûemo odabrati na dva
na�ina. 1 bod
Pogledajmo pravce p1 i p5. Imamo dva odabira za to�ku na pravcu na p1. Svaka od tih
to�aka koju moûemo odabrati pravcu leûi na istom pravcu kao neka od dvije to�ke na
pravcu p5. Zato nakon odabira te to�ke na pravcu p1, na jednozna�an na�in odabiremo
to�ku na pravcu p5. 2 boda
Pogledajmo pravce p2 i p4. Odabrana kutna to�ka nalazi se na pravcu na q3, pa zato
ne smijemo odabrati srediönje to�ke na tim pravcima. 1 bod
Zato opet zapravo imamo samo dva odabira to�ke na pravcu p2. Analogno kao u
proölom slu�aju, ovisno o odabiru te to�ke, jednozna�no Êe biti odre�ena to�ka na
pravcu p4. 1 bod
Kona�no, na pravcu p3 ne moûemo odabrati srediönju to�ku jer bi bila vezana s onim
to�kama koje smo odabrali na pravcima p1 i p5. 1 bod
Zato moûemo odabrati samo neku od dviju kutnih to�aka (na dva na�ina). 1 bod
Ukupan broj podskupova umnoûak je svih moguÊnosti odabira, i iznosi 24 = 16. 1 bod

Drugo rjeöenje.

Nazovimo to�ke i pravce kao u proölom rjeöenju.
Obojimo to�ke na pravcima p1, p3 i p5 u crno, a ostale to�ke u bijelo. Primijetimo
da nikoje dvije to�ke razli�ite boje ne pripadaju istom pravcu. Nadalje, primijetimo
da su crne i bijele to�ke me�usobno simetri�ne (os simetrije je pravac paralelan sa
stranicama kvadrata koji �ine tih 16 to�aka i prolazi srediötem tog kvadrata). Zato je
u ovom zadatku dovoljno gledati to�ke samo jedne boje. 2 boda
NajveÊi broj to�aka koji moûemo odabrati jednak je dvostrukom broju crnih to�aka
koje moûemo odabrati. Nadalje, ukupan broj podskupova s najveÊim brojem elemenata
jednak je kvadratu broja podskupova s najveÊim brojem crnih elemenata.
Kako se sve crne to�ke nalaze na tri pravca. Zato moûemo odabrati najviöe 3 crne
to�ke koje nisu vezane, a onda to zna�i da moûemo odabrati ukupno najviöe 6 to�aka
tako da nikoje dvije nisu vezane. 2 boda
Prebrojimo sada sve moguÊe odabire 3 vezane crne to�ke. Nuûno je da na svakom od
pravaca p1, p3 i p5 odaberemo to�no jednu to�ku.
Pogledajmo pravce p1 i p5. Imamo dva odabira za to�ku na pravcu na p1. Svaka od tih
to�aka koju moûemo odabrati pravcu leûi na istom pravcu kao neka od dvije to�ke na
pravcu p5. Zato nakon odabira te to�ke na pravcu p1, na jednozna�an na�in odabiremo
to�ku na pravcu p5. 2 boda
Promotrimo sada pravac p3. Na njemu ne moûemo odabrati srediönje to�ke jer bi one
bile vezane s onim to�kama koje smo odabrali na pravcima p1 i p5. 2 boda
Zato na pravcu p3 moûemo odabrati samo jednu od dviju kutnih to�aka (na dva na�ina) 1 bod.
Ukupan broj odabira crnih to�aka me�u kojima nema vezanih zato je jednak 22 = 4,
a onda ukupan odabir öest to�aka me�u kojima nema vezanih jednak je 42 = 16 1 bod.
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Napomena: Bodovanje sluûbenih pa time i ostalih rjeöenja prati sljedeÊe ideje:

• Dokaz da najveÊi broj odabranih to�aka me�u kojima nema vezanih nije veÊi od
6 nosi 2 boda. Odgovor da je taj broj jednak 6 bez dokaza nosi 1 bod od ta
2 boda.

• Odgovor da je broj odabira podskupova iz drugog podzadatka nosi 1 bod.

• Dokaz da nijedna od srediönjih to�aka ne moûe biti odabrana nosi 2 boda (ili
dvaput po 1 bod, ovisno o pristupu rjeöavanja – kako je i napravljeno u prvom
sluûbenom rjeöenju). Ovisno o redoslijedu dokazivanja, to se moûe dokazati tako
öto se koriste kutne to�ke, rubne to�ke ili sve.

• Dokaz da odabir to�aka p1 odre�uje odabir to�aka na p5, te da je broj odabira
to�aka na tim pravcima jednak 2 analogan je dokazu da odabir to�aka na p2
odre�uje odabir to�aka na p4 (nakon öto je dokazano i bodovano da srediönje
to�ke ne smiju biti me�u odabranima), te da je broj odabira to�aka na tim
pravcima jednak 2. Prvi od tih dvaju dokaza koji u�enici napiöu vrijedi 2 boda,
a drugi 1 bod.

• Svaki od odabira kutnih to�aka ili to�aka na pravcu p3 (nakon öto je dokazano i
bodovano da srediönje to�ke ne smiju biti me�u odabranima) nosi po 1 bod.

• Uvo�enje bojanja 16 to�aka u dvije boje uz opravdanje da je dovoljno gledati
to�ke samo jedne boje nosi 2 boda.
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äKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred – srednja ökola – A varijanta

26. sije�nja 2024.

AKO U�ENIK IMA DRUGA�IJI POSTUPAK RJEäAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUéNO I TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJU∆I NA�IN.

Zadatak A-3.1.

Odredi sva realna rjeöenja nejednadûbe

log9 x
2 ≠ log3(x + 8) 6 log 1

3
(x ≠ 3) ≠ 1.

Rjeöenje.

Da bi vrijednosti logaritama u po�etnoj nejednadûbi bile dobro definirane mora vrijediti
x

2
> 0 (odnosno x ”= 0), x + 8 > 0 (odnosno x > ≠8) i x ≠ 3 > 0 (x > 3).

Presjek svih uvjeta daje po�etni uvjet nejednadûbe x > 3. 1 bod
Svedimo sve logaritme u nejednadûbi na bazu 3:

log9 x
2 = 2 · 1

2 log3 x = log3 x,

log 1
3
(x ≠ 3) = ≠ log3(x ≠ 3).

Uvrötavanjem gornjih izraza i sre�ivanjem po�etne nejednadûbe imamo

log3 x ≠ log3(x + 8) 6 ≠ log3(x ≠ 3) ≠ 1
log3 x + log3(x ≠ 3) + 1 6 log3(x + 8)

log3(3x · (x ≠ 3)) 6 log3(x + 8). 1 bod

Kako je baza logaritma 3 veÊa od 1, dalje imamo

3x · (x ≠ 3) 6 x + 8 1 bod
3x

2 ≠ 9x 6 x + 8
3x

2 ≠ 10x ≠ 8 6 0. 1 bod

Rjeöenje dobivene kvadratne nejednadûbe je x œ
ï
≠2

3 , 4
ò
. 1 bod

UzimajuÊi u obzir po�etni uvjet x > 3, kona�no rjeöenje je x œ È3, 4]. 1 bod

Zadatak A-3.2.

Ako je tg x + ctg x + 1
tg2

x + ctg2
x + 2 = 4

9 , odredi sin x cos x.
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Rjeöenje.

Koriötenjem identiteta sin2
x+cos2

x = 1, izraze u brojniku i nazivniku moûemo zapisati
na sljedeÊi na�in:

tg x + ctg x + 1 = sin x

cos x
+ cos x

sin x
+ 1 = sin2

x + cos2
x

sin x cos x
+ 1

= 1
sin x cos x

+ 1 = 1 + sin x cos x

sin x cos x
, 1 bod

tg2
x + ctg2

x + 2 = sin2
x

cos2 x
+ 1 + cos2

x

sin2
x

+ 1 = sin2
x + cos2

x

cos2 x
+ sin2

x + cos2
x

sin2
x

= 1
cos2 x

+ 1
sin2

x
= 1

sin2
x cos2 x

. 1 bod

Uvrötavanjem u po�etni uvjet i sre�ivanjem dobivamo

4
9 = sin x cos x(1 + sin x cos x). 1 bod

Supstitucijom t = sin x cos x dobivamo kvadratnu jednadûbu t
2 + t ≠ 4

9 = 0 1 bod.

Njezina rjeöenja su t1 = 1
3 i t2 = ≠4

3 . 1 bod

Kako je |t| = | sin x cos x| 6 1, nije moguÊe t = ≠4
3 . Kona�no zaklju�ujemo da je

t = sin x cos x = 1
3 . 1 bod

Zadatak A-3.3.

Dan je trokut ABC povröine 5. Ako za duljine stranica toga trokuta vrijedi jednakost
|AB|2 + |AC|2 = 17 + |BC|2, odredi tangens kuta ^CAB.

Rjeöenje.

Neka su a, b i c duljine stranica BC, AC i AB trokuta ABC redom, te neka je – mjera
kuta pri vrhu A.
Koriötenje formule za povröinu trokuta pomoÊu sinusa kuta daje

5 = P (ABC) = 1
2bc sin –, 1 bod

odakle slijedi sin – = 10
bc

. 1 bod
Primjenom pou�ka o kosinusu na trokut ABC vrijedi

a
2 = b

2 + c
2 ≠ 2bc cos – 1 bod

odakle slijedi

cos – = b
2 + c

2 ≠ a
2

2bc
= 17

2bc
, 1 bod
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pri �emu smo u zadnjoj jednakosti koristili uvjet zadatka b
2 + c

2 = 17 + a
2.

Kona�no je
tg – = sin –

cos –
= 10

bc
· 2bc

17 = 20
17 . 2 boda

Zadatak A-3.4.

Na ökolskome natjecanju iz matematike sudjelovalo je 1200 u�enika. Broj bodova
koje u�enik moûe ostvariti cijeli je broj izme�u 0 i 50. Ra�unalnom greökom svim
je u�enicima koji su ostvarili 3 ili manje bodova zapisan rezultat 0 bodova, a svim
u�enicima koji su ostvarili 47 ili viöe bodova zapisano je 50 bodova. Zbog te greöke
prosje�ni rezultat na natjecanju prema podatcima u ra�unalu veÊi je za 0.1 od stvarnog.
Dokaûi da postoje brojevi a i b takvi da se broj u�enika koji su ostvarili to�no a bodova
i broj u�enika koji su ostvarili to�no b bodova razlikuje za najmanje 20.

Rjeöenje.

Ozna�imo sa S ukupan zbroj bodova svih u�enika na natjecanju te sa xi broj u�enika
koji je ostvario to�no i bodova na natjecanju za i = 0, 1, . . . , 50.
Potrebno je dokazati da postoje a, b œ {0, 1, . . . , 50} takvi da je xa ≠ xb > 20.

Prosje�ni broj bodova na natjecanju prije ra�unalne greöke iznosi S

1200 .

Nakon ra�unalne greöke u�enicima koji su ostvarili 1, 2 ili 3 boda je umjesto toga
zapisano 0 bodova. Ta promjena ukupan zbroj bodova smanjuje za x1 + 2x2 + 3x3.
Sli�no, u�enicima koji su ostvarili 47, 48 ili 49 boda je umjesto toga zapisano 50 bodova.
Ta promjena ukupan zbroj bodova poveÊava za

(50 ≠ 47)x47 + (50 ≠ 48)x48 + (50 ≠ 49)x49 = 3x47 + 2x48 + x49.

Dakle, prosje�an broj bodova na natjecanju poslije ra�unalne greöke iznosi
S ≠ x1 ≠ 2x2 ≠ 3x3 + x49 + 2x48 + 3x47

1200 . 1 bod

Iz uvjeta zadatka znamo da vrijedi
S

1200 + 0.1 = S ≠ x1 ≠ 2x2 ≠ 3x3 + x49 + 2x48 + 3x47
1200 , 1 bod

odakle sre�ivanjem dobivamo

(x49 ≠ x1) + 2(x48 ≠ x2) + 3(x47 ≠ x3) = 120. 1 bod

Pretpostavimo da su sve razlike x49 ≠ x1, x48 ≠ x2, x47 ≠ x3 manje od 20. Tada vrijedi

120 = (x49 ≠ x1) + 2(x48 ≠ x2) + 3(x47 ≠ x3) < 20 + 2 · 20 + 3 · 20 = 120,

odakle dobivamo kontradikciju. 2 boda
Dakle barem jedna od razlika x49 ≠ x1, x48 ≠ x2, x47 ≠ x3 iznosi barem 20, a time je
dokazana i tvrdnja zadatka. 1 bod
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Zadatak A-3.5.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje je vrijednost izraza

n
2 ≠ 22 + log2 n

n ≠ 5

cijeli broj.

Rjeöenje.

Po�etni razlomak moûemo zapisati na sljedeÊi na�in

n
2 ≠ 22 + log2 n

n ≠ 5 = n
2 ≠ 25 + log2 n + 3

n ≠ 5 = n + 5 + log2 n + 3
n ≠ 5 . 1 bod

BuduÊi da je n + 5 cijeli broj, da bi gornji razlomak bio cijeli broj onda i razlomak
log2 n + 3

n ≠ 5 mora biti cijeli broj. 1 bod

Posebno, broj k := log2 n u brojniku tog razlomka mora biti racionalan broj. Kako je
broj n = 2k prirodan, to je moguÊe samo ako je k nenegativan cijeli broj. 1 bod
Uvrötavanjem n = 2k slijedi da

log2 n + 3
n ≠ 5 = k + 3

2k ≠ 5

mora biti cijeli broj.

Provjerom slu�ajeva k = 0, 1, 2 i 3 dobijemo da je razlomak k + 3
2k ≠ 5 cijeli broj jedino

za k = 2 i k = 3. 1 bod
Za k > 4 je 2k ≠5 > k +3 (jer eksponencijalna funkcija brûe raste od linearne funkcije),
pa u tom slu�aju gornji razlomak nikako ne moûe biti cijeli broj. 1 bod
Dakle, n = 22 = 4 i n = 23 = 8 su jedina rjeöenja za koje je po�etni razlomak cijeli
broj. 1 bod

Zadatak A-3.6.

Kruûnice k1, k2 i k3 sa srediötima S1, S2, S3 i polumjerima duljina r1 = 1, r2 = 2,
r3 = 3, redom me�usobno se dodiruju izvana tako da je A diraliöte kruûnica k1 i k2,
B diraliöte kruûnica k2 i k3 te C diraliöte kruûnica k3 i k1. Odredi povröinu trokuta
ABC.
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Prvo rjeöenje.

Kruûnice k1, k2 i k3 se me�usobno diraju izvana, stoga je |S1S2| = r1 + r2 = 3,
|S2S3| = r2 + r3 = 5 i |S3S1| = r3 + r1 = 4.
Uo�imo da je trokut S1S2S3 trokut sa stranicama duljina 3, 4 i 5. Prema obratu
Pitagorinog pou�ka trokut S1S2S3 je pravokutan. 2 boda
Ozna�imo s – i — redom mjere kutova ^S1S2S3 i ^S1S3S2.

BuduÊi da je trokut S1S2S3 pravokutan, vrijedi sin – = 4
5 i sin — = 3

5 .

Trokuti S1S2S3 i CAS1 su pravokutni pa imamo

P (S1S2S3) = 3 · 4
2 = 6, 1 bod

P (CAS1) = 1 · 1
2 = 1

2 . 1 bod

Povröinu trokuta ABS2 i BCS3 moûemo odrediti preko formule za povröinu trokuta
pomoÊu sinusa kuta

P (ABS2) = 1
2r

2
2 sin – = 8

5 , 2 boda

P (BCS3) = 1
2r

2
3 sin — = 27

10 . 2 boda

Sada kona�no moûemo odrediti povröinu trokuta ABC

P (ABC) = P (S1S2S3) ≠ P (CAS1) ≠ P (ABS2) ≠ P (BCS3) = 6
5 . 2 boda
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Drugo rjeöenje.

Kao u prvom rjeöenju zaklju�ujemo da je |S1S2| = 3, |S2S3| = 5 i |S3S1| = 4. Tako�er,
neka je – mjera kuta ^S1S2S3. Kao u proölom rjeöenju, povröina P trokuta S1S2S3
iznosi 6 (moûemo je izra�unati Heronovom formulom ili uo�avanjem i koriötenjem da
je trokut pravokutan). 3 boda
Primjenom formule za povröinu trokuta pomoÊu sinusa kuta imamo

P (ABS2)
P

=
1
2 · 2 · 2 sin –

1
2 · 3 · 5 sin –

= 4
15 , 1 bod

iz �ega slijedi da je P (ACS1) = 4
15P = 8

5 . 1 bod

Analogno dobijemo P (CAS1) = 1
2 i P (BCS3) = 27

10 . 3 boda
Sada kona�no moûemo odrediti povröinu trokuta ABC

P (ABC) = P (S1S2S3) ≠ P (CAS1) ≠ P (ABS2) ≠ P (BCS3) = 6
5 . 2 boda

TreÊe rjeöenje.

Kao u prvom rjeöenju, trokut S1S2S3 je pravokutan sa stranicama duljina 3, 4 i 5, a –

i — mjere kutova ^S1S2S3 i ^S1S3S2. 2 boda
Neka su a, b i c duljine stranica BC, CA i AB redom.

BuduÊi da je trokut S1S2S3 pravokutan, vrijedi cos – = 3
5 i cos — = 4

5 .

Primjenom Pitagorinog pou�ka na trokut AS1C dobivamo

b
2 = |AC|2 = |AS1|2 + |S1C|2 = 2. 1 bod

Primjenom pou�ka o kosinusu na trokut ABS2 dobivamo

c
2 = |AB|2 = |AS2|2 + |S2B|2 ≠ 2 · |AS2| · |S2B| = 2 · 22 ·

Å
1 ≠ 3

5

ã
= 16

5 . 1 bod

Analogno, primjenom pou�ka o kosinusu na trokut BCS3 dobivamo

a
2 = |BC|2 = 18

5 . 1 bod

Neka je I srediöte upisane kruûnice trokuta S1S2S3, a A
Õ, B

Õ i C
Õ diraliöta te upisane

kruûnice sa stranicama S1S2, S2S3 i S3S1 redom.
Trokuti A

Õ
S2I i B

Õ
S2I su pravokutni trokuti koji dijele hipotenuzu i po jedna kateta im

je iste duljine kao radijus upisane kruûnice trokuta S1S2S3. Zato su ti trokuti sukladni,
pa posebno vrijedi |AÕ

S2| = |BÕ
S2|.

Sli�no zaklju�ujemo da je |AÕ
S1| = |C Õ

S1| i |C Õ
S3| = |BÕ

S3|. Isto vrijedi i za to�ke A,
B i C, a to je moguÊe samo ako je A © A

Õ, B © B
Õ i C © C

Õ.
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Ovime zaklju�ujemo da je upisana kruûnica trokuta S1S2S3 upravo opisana kruûnica
trokutu ABC. 3 boda
Kako je �etverokut CIAS1 kvadrat, radijus te kruûnice je R = |IA| = |AS1| = 1 1 bod.
Kona�no, povröinu trokuta ABC moûemo izra�unati koristeÊi formulu preko radijusa
opisane kruûnice:

P = abc

4R
=

…
18
5 · 2 · 16

5
4 · 1 = 6

5 . 1 bod

Napomena: Rjeöenje u kojem je povröina trokuta izraûena ABC preko povröine nekog
drugog trokuta (npr. trokuta S1S2S3), ali na kraju nije izra�unata povröina tog drugog
trokuta ostvaruje 7 bodova.
U treÊem rjeöenju nakon izra�una svih duljina stranica a, b i c moguÊe je primijeniti
Heronovu formulu. Uvoöenje Heronove formule vrijedi 1 bod, a to�no izra�unata po-
vröina koriötenjem te formule vrijedi 4 boda. Tih 5 bodova nije aditivno sa zadnjih
5 bodova treÊe bodovne sheme.

Zadatak A-3.7.

Odredi proste brojeve p, q, r i prirodni broj n za koje vrijedi

p
2 = q

2 + r
n
.

Na�i sva rjeöenja.

Prvo rjeöenje.

Kao prvo primijetimo da je nuûno p > q.
Posebno, p > 3, pa je lijeva strana jednadûbe neparna. Zato je to�no jedan od brojeva
q i r paran, a jedan neparan. Kako je jedini paran prosti broj 2, imamo dva slu�aja:
q = 2 ili r = 2. 2 boda
Neka je prvo q = 2 i r > 2. Prebacivanjem q

2 na lijevu stranu jednadûbe i primjenom
razlike kvadrata dobivamo

(p ≠ 2)(p + 2) = r
n
. 1 bod

Kako je r prost, nuûno je p ≠ 2 = r
a i p + 2 = r

b, za neke nenegativne cijele brojeve
a < b takve da je a + b = n.
Oduzumanjem tih jednadûbi, dobivamo

4 = r
b ≠ r

a = r
a(rb≠a ≠ 1).

Kako je r neparan, a r
a dijeli 4, zaklju�ujemo da je nuûno a = 0. 1 bod

Dalje slijedi 4 = r
b ≠ 1, odakle je r = 5, b = 1. Uvrötavanjem u bilo koju od gornjih

jednakosti dobivamo jedno rjeöenje:

p = 3, q = 2, r = 5, n = 1. 1 bod

Neka je sada r = 2 i q > 2. Promotrimo po�etnu jednadûbu modulo 3. Ako ni p ni q

nisu jednaki 3, tada izrazi p
2 i q

2 daju ostatak 1 pri dijeljenju s 3. Kako 2n nije djeljivo
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s 3, zaklju�ujemo da po�etna jednadûba u tom slu�aju nema rjeöenja. Dakle, jedan od
brojeva p i q jednak je 3. 2 boda
Ako je p = 3, tada bi zbog p > q nuûno moralo biti q = 2, no dobivamo kontradikciju
jer q mora biti neparan. Dakle, nuûno je q = 3. 1 bod
Kao u prvom slu�aju, u po�etnoj jednadûbi prebacimo q

2 na lijevu stranu i primijenimo
razliku kvadrata:

(p ≠ 3)(p + 3) = 2n
. 1 bod

Ponovno zaklju�ujemo da je p ≠ 3 = 2a i p + 3 = 2b, za neke nenegativne cijele brojeve
a < b takve da je a + b = n. Oduzimanjem dobivamo

6 = 2a ≠ 2b = 2a(2b≠a ≠ 1).

Primijetimo da je nuûno a = 1 (za a = 0 desna strana je neparna ili jednaka nuli, a
za a > 2 desna strana je djeljiva s 4). Uvrötavanjem tog zaklju�ka dobivamo 2b = 8,
odakle je b = 3, odnosno n = 4. Iz bilo koje od preostalih jednadûbi dobivamo joö
jedno rjeöenje:

p = 5, q = 3, r = 2, n = 4. 1 bod

Dakle, sva rjeöenja po�etne jednadûbe (p, q, r, n) su (3, 2, 5, 1) i (5, 3, 2, 4).

Drugo rjeöenje.

Kao u proölom rjeöenju, prvo zaklju�ujemo da je p > q.
GledajuÊi jednadûbu, moûemo zaklju�iti da je

• barem jedan od brojeva p, q, r paran (ako su svi brojevi neparni, dobivamo da
obje strane jednakosti nisu iste parnosti); 2 boda

• barem jedan od brojeva p, q, r djeljiv s 3 (ako p i q nisu djeljivi s 3, onda p
2 i q

2

daju ostatak 1 pri dijeljenju s 3, pa r
n mora biti djeljiv s 3). 2 boda

Kako je 2 jedini paran prost broj, a 3 jedini prost broj djeljiv s 3, zaklju�ujemo da je
moguÊe öest slu�ajeva.
Slu�ajevi kada je (p, q, r) jednako (2, 3, r) ili (2, q, r) otpadaju zbog p > q. Isto je i sa
slu�ajem (p, q, r) = (3, q, 2), jer q ne moûe biti jednak 2 gledajuÊi parnosti jednadûbe. 1 bod
Slu�aj (p, q, r) = (3, 2, r) vodi na jednadûbu r

n = 5, gdje dobivamo rjeöenje p = 3,
q = 2, r = 5, n = 1. 1 bod
Slu�aj (p, q, r) = (p, 3, 2) rjeöavamo kao u prvom rjeöenju, i dobivamo rjeöenje p = 5,
q = 3, r = 2, n = 4. 2 boda
Slu�aj (p, q, r) = (p, 2, 3) rjeöava se analogno, no ne dobivamo rjeöenje. 2 boda
Dakle, sva rjeöenja po�etne jednadûbe (p, q, r, n) su (3, 2, 5, 1) i (5, 3, 2, 4).
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Napomena: Bodovanje sluûbenih pa time i ostalih rjeöenja prati sljedeÊe ideje:

• Pronalazak svakog od rjeöenja po�etne jednadûbe, makar bez dokaza, nosi po
1 bod. Taj bod se ne zbraja s dijelovima dokaza gornjih rjeöenja u kojima se ta
rjeöenja prona�u.

• Svaki od zaklju�aka da je jedan od p, q, r paran, odnosno djeljiv s 3 nosi 2 boda.

• Rjeöavanje slu�aja p
2 = q

2+r
n koji se ne moûe trivijalno rijeöiti koristeÊi zaklju�ak

p > q u kojima su vrijednosti za q i r poznate (npr. jednadûbe p
2 = 4 + 3n

i p
2 = 9 + 2n) nosi 2 boda, koji se mogu rastaviti na po 1 bod kao u prvom

rjeöenju.

• Rjeöavanje slu�aja p
2 = q

2+r
n koji se ne moûe trivijalno rijeöiti koristeÊi zaklju�ak

p > q u kojima je vrijednost za q poznata (npr. jednadûbe p
2 = 4 + r

n ili p
2 =

9 + r
n) nosi 3 boda, koji se mogu rastaviti na po 1 bod kao u prvom rjeöenju.
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äKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred – srednja ökola – A varijanta

26. sije�nja 2024.

AKO U�ENIK IMA DRUGA�IJI POSTUPAK RJEäAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUéNO I TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJU∆I NA�IN.

Zadatak A-4.1.

Djevojke Marija i Magdalena igraju öahovski me� u tri partije. Vjerojatnosti da Marija
u pojedinoj partiji pobijedi, izgubi ili da partija zavröi remijem me�usobno su jednake.
Ukupna pobjednica me�a djevojka je koja ostvari viöe pobjeda (u tri partije), a ako
budu imale jednak broj pobjeda, me� zavröava neodlu�enim rezultatom.
Kolika je vjerojatnost da Marija bude ukupna pobjednica me�a?

Prvo rjeöenje.

Vjerojatnost svakog od doga�aja (Magdalenina pobjeda, Marijina pobjeda ili neodlu-
�eni ishod) iznosi 1

3 .

Dvoboj Êe zavröiti Marijinom pobjedom u sljedeÊim slu�ajevima:

• Marija je pobijedila u sve tri partije;
• Marija je pobijedila u to�no dvije partije;
• Marija je pobijedila u jednoj partiji, a ostale dvije su zavröile neodlu�eno. 2 boda

U prvom slu�aju vjerojatnost je 1
33 = 1

27 .

U drugom slu�aju na tri na�ina odaberemo partiju u kojoj Marija nije pobijedila,
a nakon toga imamo dva izbora za tu partiju, neodlu�eno ili Magdalenina pobjeda.
Stoga je vjerojatnost u ovom slu�aju jednaka 6

27 . 2 boda
U treÊem slu�aju na tri na�ina odaberemo partiju u kojoj je Marija pobijedila. Stoga
je vjerojatnost u ovom slu�aju jednaka 3

27 . 1 bod

Dakle, ukupna vjerojatnost Marijine pobjede je 1
27 + 6

27 + 3
27 = 10

27 .

Drugo rjeöenje.

Kako su sve vjerojatnosti jednake 1
3 , vjerojatnost da pobijedi Marija (p) jednaka je

vjerojatnosti da pobijedi Magdalena. Te dvije vjerojatnosti zajedno s vjerojatnosti da
bude neodlu�eno (q) daju 1 pa vrijedi 2p + q = 1. 1 bod
Odredimo vjerojatnost q. Me� Êe zavröiti neodlu�enim rezultatom ako je neparno
mnogo partija zavröilo neodlu�eno, a Marija i Magdalena jednako mnogo puta pobije-
dile u preostalima. 2 boda
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Prvi slu�aj je da su sve tri partije zavröile neodlu�eno i vjerojatnost za to je 1
27 . 1 bod

Drugi slu�aj je da je jedna partija zavröila neodlu�eno, jedna Marijinom pobjedom
i jedna Magdaleninom pobjedom. Na tri na�ina odaberemo koja je partija zavröila
neodlu�eno, nakon toga imamo dva izbora za Marijinu pobjedu. Ukupno je dakle 6
izbora, pa je vjerojatnost u ovom slu�aju jednaka 6

27 . 2 boda

Ukupno je zato q = 7
27 , te kona�no p = 10

27 , öto je vjerojatnost ukupne Marijine
pobjede. 1 bod

Napomena: U prvom prikazanom rjeöenju moguÊa je greöka ako se u drugom slu�aju
gleda da je Marija pobjedila u barem dvije partije, odnosno ako se slu�aj kada je Marija
pobijedila u sve tri partije broji dvaput. U tom slu�aju rjeöenje gubi prva 2 boda iz
prve bodovne sheme.

Zadatak A-4.2.

Odredi sve ure�ene parove (p, n), pri �emu je p prost, a n prirodan broj za koje vrijedi

1 + p + p
2 + p

3 + · · · + p
n = 2801.

Prvo rjeöenje.

Jednadûbi 1 + p + p
2 + p

3 + · · · + p
n = 2801 oduzmemo 1 s obje strane. BuduÊi da je

p + p
2 + p

3 + · · · + p
n = p · p

n ≠ 1
p ≠ 1 , dobivamo jednadûbu

p · p
n ≠ 1
p ≠ 1 = 2800. 1 bod

Uo�imo da je lijeva strana djeljiva s p pa je p jedan od prostih djelitelja broja 2800.
Dakle, p mora biti 2, 5 ili 7. 2 boda
Ako je p = 2, jednadûba postaje 2n≠1 = 1400. Ta jednadûba nema rjeöenja u prirodnim
brojevima pa ovaj slu�aj nije moguÊ. 1 bod

Ako je p = 5, jednadûba postaje 5n ≠ 1
4 = 560, odnosno 5n = 2241. Ta jednadûba

nema rjeöenja u prirodnim brojevima pa ni ovaj slu�aj nije moguÊ. 1 bod

Ako je p = 7, jednadûba postaje 7n ≠ 1
6 = 400, odnosno 7n = 2401. Odavde slijedi da

je n = 4. Stoga je jedino rjeöenje polazne jednadûbe (p, n) = (7, 4). 1 bod

äkolsko natjecanje iz matematike 2024. 26/32



Drugo rjeöenje.

Jednadûbi ponovno 1 + p + p
2 + p

3 + · · · + p
n = 2801 oduzmemo 1 s obje strane, a s

lijeve strane izlu�imo p:

p · (1 + p + · · · + p
n≠1) = 2800. 1 bod

Kao u prvom rjeöenju zaklju�ujemo da je p jednak 2, 5 ili 7. 2 boda
U slu�aju p = 2 lijeva strana jednadûbe djeljiva je s 2, ali nije s 4. BuduÊi da je 2800
djeljivo s 4, u ovom slu�aju nemamo rjeöenja. 1 bod
U slu�aju p = 5 lijeva strana jednadûbe djeljiva je s 5, ali nije s 5. BuduÊi da je 2800
djeljivo s 25, ni u ovom slu�aju nemamo rjeöenja. 1 bod
U slu�aju p = 7 dobivamo

1 + 7 + · · · + 7n≠1 = 400.

Za n = 4 dobivamo rjeöenje. Za manje n lijeva strana je manja od 2800, a za veÊe je
veÊa od 2800, pa je to jedino rjeöenje. 1 bod
Jedino rjeöenje po�etne jednadûbe je (p, n) = (7, 4).

Zadatak A-4.3.

Neka je (an) niz definiran s a1 = 1, a2 = 2 i

an = an≠1 + (n ≠ 1)an≠2 za n > 3.

Dokaûi da vrijedi a2024 >
Ô

2024! .

Rjeöenje.

KoristeÊi princip matemati�ke indukcije dokazat Êemo da vrijedi an >
Ô

n! za svaki
prirodni broj n. 1 bod
Baza indukcije je o�ito zadovoljena jer za n = 1 i n = 2 imamo a1 = 1 >

Ô
1! i

a2 = 2 >
Ô

2 =
Ô

2!. 1 bod
Pretpostavimo da vrijedi za n ≠ 2 i n ≠ 1, odnosno da vrijedi an≠2 >

p
(n ≠ 2)! i

an≠1 >
p

(n ≠ 1)! . 1 bod
Tada je

an = an≠1 + (n ≠ 1)an≠2 >
p

(n ≠ 1)! + (n ≠ 1)
p

(n ≠ 2)! =
p

(n ≠ 1)!(1 +
Ô

n ≠ 1). 1 bod

Kako je (1 +
Ô

n ≠ 1)2 = 1 + 2
Ô

n ≠ 1 + n ≠ 1 > n, slijedi da je 1 +
Ô

n ≠ 1 >
Ô

n. 1 bod
Zato je

an >
p

(n ≠ 1)!(1 +
Ô

n ≠ 1) >

p
(n ≠ 1)! ·

Ô
n =

Ô
n!,

�ime je dokazan korak indukcije, a samim time i tvrdnja zadatka. 1 bod
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Zadatak A-4.4.

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (m, n, k) za koje vrijedi

D(m, 20) = n, D(n, 15) = k i D(m, k) = 5,

pri �eu je D(a, b) najveÊi zajedni�ki djelitelj brojeva a i b.

Rjeöenje.

Iz druge dvije jednakosti dobivamo 5 | k | 15, a iz prve dvije jednakosti dobivamo
k | n | 20. 1 bod
Jedini viöekratnik broja 5 koji je ujedno i djelitelj brojeva 15 i 20 upravo je broj 5, pa
je k = 5. 1 bod
Nadalje, n mora biti 5, 10 ili 20, buduÊi da su to jedini djelitelji broja 20 djeljivi s 5 1 bod.
Ako je n = 5, tada jednakosti postaju

D(m, 20) = 5, D(5, 15) = 5, i D(m, 5) = 5.

Vidimo da m mora biti viöekratnik broja 5, ali ne smije biti paran jer bi tada broj
D(m, 20) bio djeljiv s 10. Stoga m moûe biti bilo koji neparni prirodni broj djeljiv s 5.

1 bod
Ako je n = 10, tada jednakosti postaju

D(m, 20) = 10, D(10, 15) = 5, i D(m, 5) = 5.

Sli�no kao u proölom slu�aju zaklju�ujemo da m moûe biti bilo koji prirodni broj djeljiv
s 10, ali ne i 20. 1 bod
Ako je n = 20, tada jednakosti postaju

D(m, 20) = 20, D(20, 15) = 5, i D(20, 5) = 5.

Stoga m moûe biti bilo koji prirodni broj djeljiv s 20. 1 bod
Dakle, sve trojke (m, n, k) su (5a, 5, 5) za neparne brojeve a, (10a, 10, 5) za neparne
brojeve a i (20b, 20, 5) za sve prirodne brojeve b.

Napomena: Dopuötene brojeve m moûe se zapisati i rije�ima kao u sluûbenom rjeöenju
(prirodan broj djeljiv s 10, ali ne i 20, prirodan broj djeljiv s 5, ali ne i 10 i sli�no).

Zadatak A-4.5.

Neka su z1, z2 i z3 kompleksni brojevi takvi da je |z1| = |z2| = |z3| = 1 te 4z3 =
3(z1 + z2). Koliko je |z1 ≠ z2|?
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Prvo rjeöenje.

Primjenom apsolutne vrijednosti na zadnju jednakost dobivamo 4 = 4|z3| = 3|z1 + z2| 2 boda.

Kvadriranjem dobivene jednakosti |z1 + z2| = 4
3 slijedi

16
9 = |z1|2 + z1z2 + z2z1 + |z2|2 1 bod

= 2 + z1z2 + z2z1, 1 bod

odnosno z1z2 + z2z1 = ≠2
9 . 1 bod

Sad ra�unamo

|z1 ≠ z2|2 = |z1|2 ≠ z1z2 ≠ z2z1 + |z2|2 = 2 + 2
9 = 20

9 .

Zaklju�ujemo da je |z1 ≠ z2| = 2
3

Ô
5 1 bod.

Drugo rjeöenje.

Primjenom apsolutne vrijednosti na zadnju jednakost dobivamo 4 = 4|z3| = 3|z1 + z2| 2 boda,
odnosno

|z1 + z2| = 4
3 .

Kako je |z1| = |z2|, �etverokut odre�en to�kama z1, 0, z2 i z1 + z2 u Gaussovoj ravnini
je romb. 1 bod

Neka je w = z1 + z2
2 . U Gaussovoj ravnini to je poloviöte dijagonale odre�ene duûinom

koja spaja z1 i z2.
Dijagonale romba raspolavljaju i sijeku pod pravim kutom. 1 bod
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Zato prema Pitagorinom pou�ku za trokut odre�en to�kama 0, z1 i w vrijedi

|w|2 + |w ≠ z1|2 = |z1|2 1 bod
|w ≠ z1|2 = |z1|2 ≠ |w|2

����
z1 + z2

2 ≠ z1

����
2

= |z1|2 ≠
����
z1 + z2

2

����
2

����
z1 ≠ z2

2

����
2

= 1 ≠
Å2

3

ã2
= 5

9
����
z1 ≠ z2

2

���� =
Ô

5
3

|z1 ≠ z2| = 2
3

Ô
5. 1 bod

TreÊe rjeöenje.

Neka je zk = ak +bki za k = 1, 2, 3. Tada vrijede jednakosti a
2
k +b

2
k = 1 za k = 1, 2, 3 te

4(a3 + ib3) = 3[(a1 + a2) + (b1 + b2)i]. To zna�i da je 4a3 = 3(a1 + a2) i 4b3 = 3(b1 + b2) 1 bod.
Kvadriranjem zadnjih dviju jednakosti dobivamo

16a
2
3 = 9(a2

1 + 2a1a2 + a
2
2),

16b
2
3 = 9(b2

1 + 2b1b2 + b
2
2). 2 boda

Ako ih zbrojimo i iskoristimo da je a
2
k + b

2
k = 1 za k = 1, 2, 3, dobivamo

16 = 18 + 18(a1a2 + b1b2), 1 bod

tj. a1a2 + b1b2 = ≠1
9 . 1 bod

Sad ra�unamo

|z1 ≠ z2|2 = (a1 ≠ a2)2 + (b1 ≠ b2)2 = a
2
1 + a

2
2 + b

2
1 + b

2
2 ≠ 2(a1a2 + b1b2) = 2 + 2

9 = 20
9 . 1 bod

Zaklju�ujemo da je |z1 ≠ z2| = 2
3

Ô
5.

Napomena: Rjeöenje koje koristi zapis brojeva zk u trigonometrijskom obliku cos Ïk +
i sin Ïk se boduje na isti na�in kao rjeöenje koje koristi zapis ak + bki.

Zadatak A-4.6.

Pravokutni trokuti ABC i ABD imaju zajedni�ku hipotenuzu AB, a katete AD i BC

im se sijeku u to�ki E. Neka je F ortogonalna projekcija to�ke E na pravac AB. Dokaûi
da je FE simetrala kuta ^CFD.
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Prvo rjeöenje.

�etverokut BDEF je tetivan buduÊi da ima dva nasuprotna prava kuta pri vrhovima
F i C 1 bod.
Zato su prema jednakosti obodnih kutova kutovi ^DFE i ^DBE jednaki. 1 bod
Analogno, i �etverokut AFEC je tetivan. 1 bod
Zato slijedi jednakost kutova ^EFC i ^EAC. 1 bod
Kako su kutovi ^ACD i ADB pravi, leûe na kruûnici odre�enoj promjerom AB, pa
zaklju�ujemo da je �etverokut ABDC tetivan 2 boda.
Zato su kutovi ^DAC i ^DBC jednaki prema jednakosti obodnih kutova. 1 bod
Dakle, vrijedi

^DFE = ^DBE = ^DBC = ^DAC = ^EAC = ^EFC 3 boda,

pa je zaista pravac EF simetrala kuta ^CFD.

Drugo rjeöenje.

Kao u proölom rjeöenju, primjeÊujemo da su �etverokuti BDEF i AFEC tetivni 2 boda.
Prema jednakosti obodnih kutova u tim �etverokutima imamo

^BED = ^BFD, 1 bod
^AEC = ^AFC 1 bod.

Koriötenjem vrönih kutova pri vrhu E, dobivamo

^BFD = ^BED = ^AEC = ^AFC. 4 boda
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Iz toga dobivamo

^DFE = 90¶ ≠ ^BFD = 90¶ ≠ ^AFC = ^CFE, 2 boda

pa je EF simetrala kuta ^CFD.

Zadatak A-4.7.

Niz znamenaka sastoji se od jedinica i nula. Me�u bilo kojih 200 uzastopnih znamenaka
jednako je jedinica i nula, a me�u bilo koje 202 uzastopne znamenke broj se jedinica i
broj nula razlikuju. Koja je najveÊa moguÊa duljina takvoga niza?

Rjeöenje.

NajveÊa moguÊa duljina takvog niza je 300. 1 bod
Neka je n dulijna tog niza, i neka su a1, a2, . . . , an znamenke tog niza.
Promotrimo nekih 202 uzastopnih znamenaka ai, ai+1, . . . , ai+201. Kako me�u njima
broj jedinica i nula nije jednak, a me�u znamenkama ai+2, ai+3, . . . , ai+201 jest, zaklju-
�ujemo da znamenke ai i ai+1 ne smiju biti razli�ite, odnosno ai = ai+1 za svaki i takav
da je 201 + i 6 n 3 boda.
Neka je duljina niza jednaka n. Iz ovoga slijedi da je

a1 = a2 = . . . = an≠200.

Kad bismo imali n > 300, prvih 101 znamenaka bilo bi jednako. Me�utim, to nije
moguÊe jer me�u prvih 200 znamenaka je to�no njih 100 jednako. Zato zaklju�ujemo
da je nuûno n 6 300. 3 boda
Za n = 300 konstruirajmo primjer niza koji zadovoljava uvjete zadatka. Neka je prvih
100 znamenaka jednako 1, sljedeÊih 100 znamenaka jednako 0, a zadnjih 100 opet
jednako 1. 1 bod
Kako svakih 200 uzastopnih znamenaka ovakvog niza sadrûi svih 100 jedinica, zaklju-
�ujemo da je me�u bilo kojih 200 uzastopnih znamenaka jednako je jedinica i nula.
S druge strane, svakih 202 uzastopnih znamenaka opisanog niza sadrûi najviöe 100
jedinica i barem 102 nule, pa je i drugi uvjet zadovoljen. 2 boda
Zato je najveÊa moguÊa duljina ovakvog niza jednaka 300.

Napomena: Na isti na�in kako se dokaûe da je ai = ai+1 moûe se dokazati i da je
a200+i = a201+i za svaki i takav da je 201 + i 6 n, a onda i da je zadnjih n ≠ 200
znamenaka me�usobno jednako. Rjeöenja koja imaju ove tvrdnje, a nisu ostvarila
nijedan od zadnja 3 boda iz gornje bodovne sheme, ostvaruju dodatan 1 bod.
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