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13. siječnja 2024.

Problemi oblika ”Odredi najveći/najmanji broj n za koji je moguće....”, rješenje
se obično sastoji od dva dijela.

1. Pronadi i dokaži ogradu.

• Koristimo razne poznate kombinatorne alate i ideje (Dirichletov princip,
invarijante, ”pametna” bojanja itd.)

• Ako želimo pronaći najveći mogući n tj. naći što vǐse objekata (točaka,
brojeva, boja itd.) uz odredeno ograničenje, pokušavamo pronaći neku
podjelu na kategorije tako da svaka kategorija sadrži najvǐse jedan objekt.

• Ako tražimo najmanji mogući broj ”regija” koji pokrivaju neke ”objekte”,
tražimo specifične objekte koje može pokriti najvǐse jedna ”regija”.

• Prava ideja je najčešće vrlo jednostavna i elegantna (ne i lagana!) - ako ste
se zapleli u neki kompliciran račun, vjerojatno niste na pravom putu.

2. Pronadi primjer. Treba i pokazati da za pronadeni n postoji primjer/konstrukcija
- ovaj dio može biti iste ili veće težine nego prvi dio zadatka!

Primjer: Na stranicama i u unutrašnjosti jednakostraničnog trokuta stranice 1
označeno je n točaka tako da su svake dvije točke udaljene vǐse od 0.5. Odredi
najveći mogući n.

Zadaci:

1. Neka je A najveći podskup skupa {1, 2, . . . , 100} takav da A ne sadrži bro-
jeve a, b takve da a | b. Odredi najveći mogući |A|.

2. Koliko najvǐse elemenata može imati podskup skupa {1, 2, . . . , 2023} tako
da za svaka dva elementa a i b tog podskupa broj a+ b nije djeljiv brojem
a− b?

3. Na kvadratnu mrežu ravnomjerno je rasporedeno 16 točaka u 4 reda i 4
stupca, tako da čine vrhove devet 1 × 1 kvadrata, četiri 2 × 2 kvadrata i
jednog 3×3 kvadrata, tj. ukupno 14 kvadrata čije stranice su paralelne stra-
nicama mreže. Koji je najmanji mogući broj točaka koje moramo ukloniti
kako bi svakom od kvadrata nedostajao barem jedan vrh?

4. Polje se sastoji od 2020× 2021 jediničnih kvadrata. U svaki kvadrat upisan
je prirodan broj tako da se brojevi ne ponavljaju ni u retku ni u stupcu.
”Mrkva” se sastoji od četiri uzastopna kvadrata u nekom retku ili stupcu
čija ukupna suma je 4 · 2021. Nadite najveći mogući broj mrkvi u polju.
Napomena: Moguće je da neke mrkve dijele zajedničke kvadrate.



5. U nekoj državi postoji 2024 grada i N cesti, tako da svaka cesta spaja točno
dva grada i svaka dva grada spaja najvǐse jedna cesta. Putovanje je moguće
samo cestama. Koji je najmanji mogući N takav da smo, neovisno o ras-
poredu cesti, sigurni da možemo iz svakog grada putovati u bilo koji drugi?
(Nap: Jezikom teorije grafova – odredi najmanji broj bridova potreban da
graf sa n vrhova bude povezan.)

6. Odredi najmanji broj polja na 8 × 8 ploči kako bi svako polje (neovisno o
tome je li i samo označeno ili ne) imalo barem jednog označenog susjeda.
(Polja su susjedna ako imaju zajedničku stranicu.)

7. Na kružnici je označeno 3000 točaka. U jednoj od tih točaka nalazi se
skakavac. Skakavac svakim skokom preskače jednu ili dvije označene točke
u smjeru kazaljke na satu i staje na sljedeću označenu točku. Odredi koliko
je najmanje skokova skakavac napravio ako je na svaku označenu točku stao
barem jednom i vratio se u točku iz koje je krenuo.

8. Dan je n×p pravokutnik podijeljen na np jediničnih kvadratića. Na početku
je m crvenih kvadratića, a svi ostali su bijeli. Dozvoljena je sljedeća opera-
cija: bijeli kvadratić koji ima zajednički brid s barem dva crna kvadratića,
može postati crni. Nadi najmanji mogući m takav da postoji polazna pozi-
cija iz koje, primjenom ovih operacija, mogu svi kvadratići postati crni.

9. Dana je 10× 10 ploča i na njoj ”brodovi” - svaki brod je figura sastavljena
od jediničnih kvadratića spojenih bridovima. ”Flota” je skupina brodova
koji nemaju zajedničke bridove ni vrhove. Veličina broda je ukupan broj
kvadratića koje sadrži, a veličina flote je ukupan broj kvadratića svih bro-
dova.

• Odredi najmanju moguću veličinu flote kojoj se ne može dodati niti
jedan brod.

• Odredi najveći mogući broj n takav da za svaki rastav broja n na k
pribrojnika postoji flota od k brodova čija veličina odgovara svakom
od pribrojnika.

10. U ravnini se nalazi n točaka u općem položaju. Točke su obojane crveno
i plavo tako da svaki trokut s istobojnim vrhovima sadrži u unutrašnjosti
barem jednu točku druge boje. Odredite najveći mogući n.

Rješenja i upute:

1. |A| = 50

2. 675 elemenata; Zadatak 2.5 s Županijskog natjecanja 2017.

3. Uputa: promatramo kvadrate s disjunktnim vrhovima, tako da uklanjanje
vrha jednog kvadrata ne utječe na ostale. Rj: 4 točke.



4. Rješenje:

5. Rj:
(
n−1
2

)
+ 1

6. k = 20. Prilagodeni Problem 3 s IMO 1999.

7. k = 3001. Zadatak 4.5 s Županijskog natjecanja 2017.

8. Rj: m = ⌊n+p+1
2

⌋. Zadatak 3.5 s Državnog natjecanja 2008.

9. Rješenje:



10. k = 8. Zadatak T-4, MEMO 2013.


