
Nejednakosti

Adven Zimska radionica

1 Homogenizacija

1.1 Uvod

Znamo ²to je stupanj nekog polinoma u jednoj varijabli. Recimo, stupanj izraza
a3 je to£no 3. Trenutno ¢e nam biti korisno de�niriati stupanj nekog izraza
u vi²e varijabli. Ako imamo izraz oblika axbycz, kaºemo da je njegov stupanj
x + y + z. Dakle, samo zbrojimo stupnjeve varijabli koje se mnoºe. Op¢enito
bismo ovo mogli pro²iriti i na proizvoljan broj varijabli na analogan na£in. Sada
imamo, na primjer, da je stupanj od a3b2c jednak 6, a3c jednak 4 i b5 jednak 5.

Jo² preostaje de�nirati ²to se doga�a sa stupnjem kada takve izraze zbrajamo.
Op¢enito ne¢emo de�niriati stupanj zbroja izraza razli£itog stupnja. Jedino
¢emo pri£ati o zbroju stupnja ako je stupanj svakog £lana zbroja jednak. Tada
je stupanj jednak stupnju svakog £lana. Na primjer, stupanj od a3b+ac3 jednak
je 4, a stupanj od a3+b nede�niran je. Stupanj razlike odre�ujemo na isti na£in.

Kada neka dva izraza stupnja m i n podijelimo, kaºemo da je rezultat stupnja

m−n. Na primjer, stupanj od a3b+a2c2

ab jednak je 2 jer je stupanj gornjeg izraza
jednak 4, a donjeg 2. Sada promotrimo nama poznatu AG nejednakost:

a1 + a2 + · · ·+ an
n

≥ n
√
a1a2 · · · an

Primijetite da je stupanj lijeve strane 1. Stupanj desne strane jednak je 1
n + 1

n +
· · · 1

n = 1, dakle stupanj je o£uvan. Isto vrijedi i za ostakle KAGH nejednakosti.
Promotrimo sada CSB nejednakost:

(a21 + a22 + · · · a2n)(b21 + b22 + · · ·+ b2n) ≥ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2

Stupanj izraza a21 + a22 + · · · a2n i b21 + b22 + · · · + b2n jednaki su 2. Dakle, njihov
umnoºak jednak je 4. Stupanj izraza a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn jednak je 2 pa je
stupanj njegovog kvadrata jednak 4. Vidimo da su opet stupnjevi o£uvani.

Op¢enito ¢e za svaku poznatu nejednakost vrijediti takva jednakost stupnjeva.
Ako je stupanj lijeve strane jednak stupnju desne, kaºemo da je nejednakost
homogena.
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1.2 Homogenizacija

Recimo da ºelimo dokazati da je

a2 + b2 + c2 + 1 ≥ 4(ab+ bc+ ac)

za sve a, b, c ∈ R+ takve da je a + b + c = 1. Vidimo da gornja nejednakost
nije homogena jer je stupanj desne strane 2, a lijeve nije de�niran. Kako svaka
poznata nejednakost £uva stupanj, kona£nim primjenama takvih nejednakosti
ne¢emo nikad do¢i od lijeve strane do desne.

Ideja je isforsirati nejednakost do neke homogene nejednakosti koriste¢i uvjet.
Vidimo da, ako 1 na lijevoj strani zamijenimo nekim izrazom stupnja 2, dobi-
jamo homogenu nejednakost. Imamo da je a+b+c = 1, ali to je izraz stupnja 1.
Ipak, moºemo samo uvrstiti (a+ b+ c)2 = 1. Sada je nejednakost ekvivalentna
sa

a2 + b2 + c2 + (a+ b+ c)2 ≥ 4(ab+ bc+ ac)

Intuitivno, ovakva nejednakost "mora" biti rje²iva koriste¢i nama poznate nejed-
nakosti. Nadalje, uvjet a+b+c = 1 nam sada "mora" biti potpuno beskoristan.
Dakle, kada svedemo nejednakost na homogenu, ignoriramo uvjet i koristimo
poznate nejednakosti. Ova se nejednakost sada svodi na

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ac

⇐⇒ a2 + b2

2
+

b2 + c2

2
+

a2 + c2

2
≥ ab+ bc+ ac

²to slijedi iz AG nejednakosti.

2 Nejednakost o monotonom preure�enju vek-

tora

Ako su a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn nizovi realnih brojeva takvih da je a1 ≤
a2 ≤ · · · ≤ an i b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn ili a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an i b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn,
vrijedi

n∑
i=1

aibi ≥
n∑

i=1

aibσ(i) ≥
n∑

i=1

aibn+1−i

gdje je σ bilo koja permutacija skupa {1, 2, . . . , n}.
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3 Jensenova nejednakost

Funkcija f je konveksna na intervalu I ako i samo ako za sve x1, x2 ∈ I vrijedi
f(x1)+f(x2)

2 ≥ f
(
x1+x2

2

)
. Za konkavne funkcije vrijedi suprotna nejednakost.

Neka je f funkcija. Ako je f konveksna na intervalu I, onda za sve a1, a2, . . . , an ∈
I vrijedi

n∑
i=1

αif(xi) ≥ f

(
n∑

i=1

αixi

)

gdje su α1, α2, . . . , αn ≥ 0 takvi da je
∑n

i=1 αi = 1. Za konkavne funkcije vrijedi
suprotna nejednakost. Ako je funkcija strogo konveksna ili strogo konkavna (tj.
u gornjoj de�niciji vrijedi stroga nejednakost), onda jednakost u ovom teoremu
vrijedi ako i samo ako je x1 = x2 = · · · = xn.

4 Derivacije

De�niramo derivaciju polinoma P (x) =
∑n

i=0 aix
i kao P ′(x) =

∑n
i=1 iaix

i−1.

Derivacije racionalne funkcije R(x) = P (x)
Q(x) za polinome P,Q de�nira se kao

R′(x) =
P ′(x)Q(x)− P (x)Q′(x)

(Q(x))2

Druga derivacija je derivacija derivacije, tj. nju dobijemo tako da deriviramo
derivaciju polinoma. Drugu derivaciju funkcije f(x) ozna£ujemo sa f ′′(x).

Sljede¢a £injenica vrlo je korisna uz Jensenovu nejednakost: funkcija f je kon-
veksna na intervalu I ako i samo ako je f ′′(x) ≥ 0 za sve x ∈ I.

5 Normalizacija

Uz Jensenovu nejednakost ¢e moºda biti korisna ideja normalizacije. Normal-
izacija je u principu suprotan proces od homogenizacije. Ako nam je dana
homogena nejednakost u a, b, c, moºemo poslati (a, b, c) u (ka, kb, kc) za bilo
koji k ∈ R+ i primijetit ¢emo da se nejednakost ne¢e promijeniti. Ako odaber-
emo k = 1

a , ²aljemo (a, b, c) u (1, β, γ) pa vidimo da moºemo pretpostaviti da
je a = 1. Ako odaberemo k = 1

a+b+c , ²aljemo (a, b, c) u (α, β, γ) takve da je
α + β + γ = 1 pa moºemo pretpostaviti da je a + b + c = 1. Dakle, u ho-
mogenoj nejednakosti moºemo skalirati varijable po volji i tako uvesti dodatnu
pretpostavku.
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6 Zadatci

Zadatak 1. Za a, b, c ∈ R+ takve da je abc = 1, dokaºite

a2 + b2 + c2 ≥ a+ b+ c

Zadatak 2. Za a, b, c ∈ R+, dokaºite

a7 + b7 + c7 ≥ a4b3 + b4c3 + c4a3

Zadatak 3. Za a, b, c ∈ R+ takve da je abc = 1, dokaºite

1

a3(b+ c)
+

1

b3(a+ c)
+

1

c3(a+ b)
≥ 3

2

Zadatak 4. Za a, b, c ∈ R+ takve da je a+ b+ c = 1
a + 1

b + 1
c , dokaºite

1

(2a+ b+ c)2
+

1

(a+ 2b+ c)2
+

1

(a+ b+ 2c)2
≤ 3

16

Zadatak 5. Za a, b, c ∈ R+ takve da je a+ b+ c = 2, dokaºite

(a− 1)2

b
+

(b− 1)2

c
+

(c− 1)2

a
≥ 1

4

(
a2 + b2

a+ b
+

b2 + c2

b+ c
+

a2 + c2

a+ c

)
Zadatak 6. Za a, b, c ∈ R+, dokaºite

√
a+ b+ c+

√
a

b+ c
+

√
a+ b+ c+

√
b

a+ c
+

√
a+ b+ c+

√
c

a+ b
≥ 9 + 3

√
3

2
√
a+ b+ c

Zadatak 7. Za a, b, c ∈ R+, dokaºite

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ac
+

c√
c2 + 8ab

≥ 1
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