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Uvod

Inverzija je transformacija ravine koju koristimo kako bi konfiguraciju pretvorili u neku jednostav-
niju ili poznatiju ili kako bi kombinirajuéi svojstva i zajednicke stvari s obje konfiguracije dosli do
nekih zakljucaka.

Definicija 1.1: Inverzija

Neka je w kruznica sa srediStem u O i polumjerom r. Inverzija s obzirom na kruZnicu w je
transformacija ravnine koja svaku tocku ravnine A Salje u tocku A’ na polupravcu OA takvu da
vrijedi OA - OA’ = r?. Posebno, tocku O $alje u tocku u beskonadnosti, a toéku u beskonadénosti
u tocku O.

Sliku tocke T nakon inverzije éemo oznacavati s 7" ili f(T). Iz toga direktno vidimo da za svake
dvije tocke A, B vrijedi
OA-OA'=r*=0B-0B,

odnosno tocke A, A’, B, B’ su koncikli¢ne.
Lema 1.2
Tocka O je srediSte inverzije, vrijedi

Z/OAB = Z/OB'A’.
Iz slicnost AOAB i AOA'B’ slijedi:
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Generalno nam je korisnije promatrati $to se dogada s objektima poput pravaca i kruznica nego s
pojedinim tockama.

Lema 1.4

Pravac koji prolazi kroz tocku O se preslikava u samog sebe

Dokaz. Nazovimo taj pravac p i neka je A tocka koja leZi na njemu, znamo da tocka A’ leZi na

polupravcu OA, odnosno lezi na pravcu p.
]



Lema 1.5

Pravac koji ne prolazi kroz tocku O se Salje u kruznicu koja prolazi kroz O.

Dokaz. Ako je P noziste visine iz O na na$ pravac £, za bilo koju tocku ) na pravcu £ vrijedi
Z0OPQ = 90°. No, zbog gore opisane tetivnosti, imamo da je onda i ZOQ'P’ = 90°, dakle, tocka
@' se nalazi na kruznici promjera OP’. Dakle, slika pravca £ koji ne prolazi kroz srediSte inverzije
je kruznica koja prolazi kroz srediste inverzije. m

Funkcija inverzije je involucija, $to znadi da f(f(T)) = T, odnosno slika tocke T” je tocka T'. Isto
to vrijedi i za objekata pod inverzijom pa iz prethodne leme zaklju¢ujemo sljedecu:

Lema 1.6

Kruznica koja prolazi kroz O se preslikava u pravac koji ne prolazi kroz O.

Lema 1.7

Kruznica koja ne prolazi kroz tocku O se preslikava u drugu kruznicu koja ne prolazi kroz tocku

0.

Sljedeéi primjer koristi bitno svojstvo inverzije, ocuvanje presjeka i tangentnosti, ali prosireno tako
da smatramo dva pravca "tangentima' ako se sijeku u tocki u beskonacnosti, tj. ako su paralelni.

Primjer 1. (IMO 2003 G4)Neka su I'y,I'5,I's,T'y razli¢ite kruznice takve da se I';,I's diraju s
vanjske strane u tocki P, kao i 'y, I'y. Neka se kruznice I'y, I's sijeku u tocki A, kruznice I's,I's u
tocki B, kruznice I's, "4 u toc¢ki C i kruznice I'y,I'; u tocki D. Dokazi da vrijedi:

AB-BC _ PB?
AD-DC ~ PD*

RjeSenje 1. Primjenimo inverziju sa srediStem u tocki P radijusa r. KruZnice I';,I'5,I'3,T'y se
slikaju u pravee Uy, lo, 3,14 talve da Iy || I3 i ls || I4 iz Cega slijedi da je ABCD paralelogram. Znamo

da AB = PA+2PB,A’ B'i PB = P’“—;, i analogno za ostale tocke pa traZena jednakost postaje

PD/2 A'B - B/C/ PD/2
PB? A'D'-DC'~ PB?
a to vrijedi jer AAB'=C'D" i B'C' = D'A’.
Neka je H ortocentar AABC, tocka M poloviste luka BC' koji ne sadrzi tocku A, D noZiste visine

iz vrha A. NajcéeSée promatramo inverzije koje Salju tocke u poznate elemente trokuta ili objekte
iz pocetne konfiguracije u druge objekte iz te konfiguracije, neke od takvih opcenitih inverzija su:

» Kompozicija inverzije iz tocke A radijusa vV AB - AC s osnom simetrijom preko simetrale
/BAC ("Vbc inverzija')

o Inverzija iz M radijusa M A ("Trozubac inverzija')
o Inverzija iz A radijusa v AH - AD
 Inverzija sa srediStem u H radijusa vHA - HD



Zadaci

. Neka su A, B i C tri kolinearne tocke i neka je P bilo koja tocka u ravnini koja nije na
tome istome pravcu. DokaZite da su srediSta opisanih kruZnica trokutima APAB, APBC i
APCA te tocka P na istoj kruZnici.

. Dan je ¢etverokut ABCD d&ije su dijagonale AC i BD okomite te se sijeku u E. DokaZite da
preslike tocke E preko stranica AB, BC', CD i DA leze na jednoj kruznici.

. Dokazi da za bilo koje cetiri tocke A, B,C, D vrijedi AB-CD + BC - DA > AC - BD i da
jednakost vrijedi ako i samo ako su koncikli¢ne. (Ptolomej)

. Dan je trokut AABC, I centar upisane kruZnice, a M poloviste luka BC koji ne sadrzi A.
Neka je X bilo koja tocka na BC'iY drugi presjek pravca M X s kruznicom (ABC). Dokazite
da je M tangenta na kruznicu (/XY).

. (EGMO 2013. 5.)Neka je Q kruznica opisana trokutu AABC. Kruznica w dira stranice AC
i BC te dira kruZnicu €2 iznutra u tocki P. Pravac paralelan s AB koji sijeCe unutrasnjost
trokutta AABC' tangentan je na w u tocki Q. Dokazite da je LZACP = ZQCB.

. (HMO 2017 prvi dan) U trokutu ABC vrijedi |AB| < |BC|. To¢ka I je srediste kruZnice
upisane tom trokutu. Neka je M poloviste stranice AC, a N poloviste luka AC opisane
kruznice tog trokuta koji sadrzi tocku B. Dokazi da je

ZIMA=/INB

. (HMO 2018 drugi dan)Dan je Siljastokutni trokut ABC u kojem je |AB| < |AC|. Totka D
je poloviste krac¢eg luka BC' njegove opisane kruznice. Tocka I je srediSte njegove upisane
kruznice, a tocka J je osnosimetrina tocki I u odnosu na pravac BC. Pravac DJ sijece
opisanu kruZnicu trokuta ABC' u tocki E koja pripada luku AB. DokaZi da vrijedi |AI| =
|IE)|.

. (IMO 2015 3.) Neka je ABC siljastokutan trokut u kojem vrijedi AB > AC. Neka je I'
opisana kruznica tog trokuta, H njegov ortocentar, a F' noziSte visine iz A na BC. Neka je
M poloviste od BC. Neka je Q tocka na T takva da je ZHQA = 90° i neka je K tocka na T
tako da je ZHK(Q = 90°. Pretpostavimo da su tocke A, B, C, K i ) sve razliCite i leZe na
I' ovim redom. Dokazite da su opisane kruznice trokuta AKQH i AF KM tangencijalne.
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