HRVATSKA JUNIORSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Prvi dan
Zagreb, 17. svibnja 2023.

Zadatak 1.

Neka su a, b, ¢ i d realni brojevi takvi da je
a’* + b+ +d*=ab+bc+cd+da+S8.
Odredi najmanji moguéi iznos najvece vrijednosti u skupu {|a — b|, |b — ¢|, |c — d|, |d — a|}.
Rjesenje.
Pomnozimo li polaznu jednakost s 2 dobivamo
2a” + 20% + 2¢* + 2d° = 2ab + 2bc + 2cd + 2da + 16,
sto je redom ekvivalentno s
a? —2ab+b* +b* — 2bc+ 2 + & — 2cd + d* + d* — 2da + d* = 16,

odnosno

(a—b)?+(b—c)*+ (c—d)*+ (d—a)* = 16.

Pretpostavimo li da je najveéa vrijednost medu brojevima |a — b|, |b—c|, |[c—d| i |d — a| strogo
manja od 2, imamo (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — d)* + (d — a)* < 16, Sto je kontradikcija.

Zato je najveca vrijednost medu brojevima |a — b|, |b — ¢/, |c — d| i |d — a| veca ili jednaka 2.

Ona najmanje zaista moze iznositi 2, na primjer za (a,b, ¢, d) = (2,0,2,0) imamo

la—bl=1b—c|=|c—d|l=|d—al=2.

Zadatak 2.
Odredi sve prirodne brojeve n za koje se elementi skupa {1,2,...,n} mogu raspodijeliti u tri
neprazna skupa tako da za svaka dva od tih skupova vrijede sljedeéi uvjeti:
(i) skupovi nemaju zajednickih elemenata,
(ii) skupovi imaju razli¢it broj elemenata,

(iii) zbroj elemenata skupa s veéim brojem elemenata manji je od zbroja elemenata skupa s
manjim brojem elemenata.
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Rjesenje.
Da bismo imali tri skupa s razli¢itim brojevima elemenata mora vrijeditin > 1+ 24 3 = 6.

Ako skup s najmanje elemenata ima samo jedan element, onda taj element mora biti veéi od
zbrojeva elemenata preostala dva skupa. Oznacimo li taj element s M, slijedi

OM > [1+2+ .. +n]— M,

odnosno
n(n+1)

2 )
sto je u kontradikciji s n > 6. Dakle, sva tri skupa moraju imati barem dva elementa, pa je
nz2+3+4=9.

3n = 3M >

Za n =9 imamo podjelu na skupove:

(8,9}, {3,6,7}i{1,2,4,5}.

Pretpostavimo da je n = 10. Zbroj svih elemenata iznosi 55. Skup s najmanje elemenata mora
imati to¢no dva elementa i zbroj ta dva elementa mora biti barem 19. Dakle, to moraju biti
brojevi 91 10. Zbroj preostalih elemenata je 36, te Ce ili oba skupa imati zbroj elemenata jednak
18 ili ¢e jedan od njih imati zbroj barem 19, sto je u oba sluc¢aja suprotno uvjetima zadatka.

Ako je n = 11, onda opet mozemo zakljuciti da najmanji skup mora imati to¢no dva elementa
jer je 34445 =12 > 11. Zbroj svih brojeva 66, pa bi zbroj elemenata najmanjeg skupa trebao
biti barem 23, sto je nemoguce jer su dva najvec¢a elementa 10 i 11 ¢iji zbroj je 21.

Konacno, za n > 12 konstruiramo podjelu na tri podskupa.
Zapisimo n = 3k + r, pri cemu je r € {0,1,2} i k > 4.

U prvi skup éemo staviti & — 1 najveéih elemenata, u drugi skup sljedeé¢ih k elemenata po
veli¢ini, te u tre¢i skup k + r 4+ 1 najmanjih elemenata.

Pogledajmo razliku zbrojeva elemenata u prva dva skupa:
(Bk+r)+...+2k+r+2)—(2k+r+1)+...+ (k+r+2)).

Uoc¢imo da za svaki od £ — 1 brojeva iz prvog skupa imamo broj u drugom skupu koji je tocno
za k — 1 manji, pa razlika iznosi

=k-D+k-D+...+k-1)—(k+r+2)=(k—-1>%—(k+r+2).

Za k> 41ir <2 vrijedi

(k=12 (k+r+2)=k*-3k—r—12>2k*—-3k—3=k(k—3)-3>4-1-3=1.

Na slican nacin mozemo promotriti razliku zbrojeve elemenata u druga dva skupa:
(k+r+1)+...+(k+r+2)—((k+r+1)+...+2+1),

Sto iznosi
r(r+1)

k+k+.. . +k—(r+1)+...+1) =k — 5

> 1.

Hrvatska juniorska matematicka olimpijada 2023. 2/9



Napomena: U svakom od slucajeva mozemo eksplicitno zapisati elemente i izracunati zbrojeve.

U slucaju kada je n = 3k, k > 4 mozemo odabrati skupove
A={3k,3k—1,..,2k+2}, B={2k+1,2k,...k+2} i C={k+1,k, ... 1}

Primijetimo da skupovi A, B i C' redom imaju k — 1, ki k + 1 elemenata. Zbrojevi elemenata
ovih skupova su redom

5k? — 3k + 2 3k? + 3k , k* + 3k + 2
2 ’ 2 2
te se lako provjeri da za k > 4 zaista vrijedi

5k2 — 3k +2 - 3k? + 3k - k? 4+ 3k + 2
2 2 2 '

U slucaju kada jen =3k + 11 k > 4, mozemo odabrati skupove
A={3k+1,3k,....2k+3}, B={2k+2,2k+1..,k+3} i C={k+2,k+1,..,1}.

Skupovi A, B i C' redom imaju k—1,k i k4 2 elemenata. Za njihove zbrojeve elemenata vrijedi

5k2—k—4> 3k + 5k - k? 4+ 5k 4 6
2 2 2 '

Konacno, u slucaju kada jen =3k 4+ 21 k > 4, mozemo odabrati skupove
A={3k+2,3k+1,...,2k+4}, B={2k+3,2k+2,...k+4} i C={k+3,k+2,...,1}.

Skupovi A, B i C redom imaju k — 1,k i k + 3 ¢lana, a za njihove zbrojeve elemenata se lako
provjeri da za k > 4 zaista vrijedi

5k +k—6 - 3k% + Tk - E2 4+ Tk + 12
2 2 2 '

Zadatak 3.

Neka su AD, BE i CF visine Siljastokutnog trokuta ABC' i neka je H ortocentar tog trokuta.
Toc¢ka P je poloviste duzine AH, tocka @ sjeciste pravca EP i duzine AB, a tocka R sjeciste
duzina DF i BE.

Dokazi da su pravcei QR i BC' medusobno okomiti.
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Rjesenje.
Oznacimo s «, 1 v redom mjere kutova trokuta ABC u vrhovima A, B i C.

Buduéi da su kutovi <BEC i <BFC pravi, tocke £ i F leZe na kruznici promjera BC i
cetverokut BCEF je tetivan. Odavde slijedi <EFF A = 180° — <BFFE = <BCFE = ~.

Sli¢no, bududéi da su kutovi <AEH i <AF H pravi, ¢etverokut AEHF je tetivan i P je srediste
njegove opisane kruznice. Zato iz odnosa obodnog i sredisnjeg kuta nad tetivom AE dobivamo
JAPE = 2<9AFFE = 2v. Iz jednakokracnog trokuta APE zakljuCujemo da vrijedi <PFA =
%(180o — <APE) =90° — v, a iz trokuta AQF slijedi

IEQA = 180°—<QAB—<QEA = 180°—~<QAB—<PEA = 180°—a—(90° —v) = 90°++—a.

S druge strane, buduc¢i da su kutovi <BFH i <BDH pravi, slijedi da je ¢etverokut BDHF
takoder tetivan. Odavde iz odnosa obodnih kutova nad tetivama DH i BF imamo

<RFH = <AFH = <DBH = <CBE = 90° — ~,

<RHF = <BHF = <BDF =180° — <CDF = <FAC = <BAC = a,

pri ¢emu smo u drugoj produzenoj jednakosti iskoristili ¢injenicu da je i cetverokut CDF A
tetivan. Sada iz trokuta RF H slijedi

<FRH =180° — («<RHF + <RFH) =180° — a — (90° — ) = 90° + v — «.
Kao posljedicu u cetverokutu REQF dobivamo
<FRE 4+ <EQF = <FRH + 180° — <FEQA =90° + v — a + 180° — (90° + v — av) = 180°,

pa slijedi da je i taj ¢etverokut tetivan. Iz jednakosti obodnih kutova nad tetivom RF imamo
<FQR = <FER, a iz ¢injenice da je Cetverokut HEAF tetivan (i odnosa obodnih kutova nad
tetivom FH) slijedi <F ER = <FFEH = <FAH = <BAD = 90° — j3.
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Konacno,

<FQR = <FAH = 90° — 3,

odakle slijedi da su pravci QR i AH paralelni. Buduéi da je pravac AH okomit na BC', zbog
prethodno navedene paralelnosti slijedi da su i QR i BC okomiti, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Zadatak 4.

Odredi sve parove (k,n) prirodnih brojeva koji zadovoljavaju jednakost

N+20+ . 4+ E=14+2+...+n.
(Sa b! ozna¢avamo umnozak prvih b prirodnih brojeva. Npr. 4/ =1-.2-3-4 = 24.)

Prvo rjeSenje.
Promotrimo ostatke pri dijeljenju lijeve i desne strane jednadzbe sa 7.
Za lijevu stranu mozemo uociti:

k 1[2]3[4[5[6][7
k! (mod 7) 1/2[6]3[1[6]0
U+ . +k(mod7) [1]3]2]5[6]|5]5

—_

Za k > T je k! djeljivo sa 7, pa 1! + ... + k! daje ostatak 5 pri dijeljenju sa 7.
Takoder imamo sljedece ostatke pri dijeljenju sa 7:

n 1[2[3[4[5]6][7
1+ . +n(mod7)|1]3]6|3][1]0]0

Ostatci pri dijeljenju sa 7 se ponavljaju periodicki s periodom 7, pa zakljucujemo da ce se s
istim periodom ponavljati ostatci koje daju zbrojevi prvih n brojeva.

Da bismo za neke k£ i n imali jednakost, oc¢ito su jedine mogucénosti da lijeva i desna strana
jednadzbe daju ostatke 1, 3 i 6 pri dijeljenju sa 7.

To ¢e se dogoditi za k = 1, 2, 5. Za svaki k£ imamo samo jedno moguce rjeSenje za n, jer
porastom broja n raste zbroj prvih n prirodnih brojeva.

Za k =1 imamo rjesenje n = 1, za k = 2 rjeSenje je n = 2, a za k = 5 rjesSenje je n = 17.
Dakle, sva su rjesenja dana s (k,n) = (1,1), (k,n) = (2,2) i (k,n) = (5,17).

Drugo rjeSenje.

1z1!+...+k!:”(”2+1)

mnozenjem s 8 i dodavanjem 1 dobivamo
(U + ...+ k) +1=(2n+1)%
Za k > 10 je k! djeljivo s 25, pa za k > 9 imamo
(U +...+k)+1=8(11+21+...+9)+1=5 (mod 25).

Kvadrat prirodnog broja ne moze dati ostatak 5 pri dijeljenju sa 25 jer ¢im je djeljiv s 5 mora
biti djeljiv i s 25. Stoga nemamo rjeSenja za k > 9.

Slucajeve za koje je k < 9 provjeravamo izravno i dobivamo da su sva rjesenja dana s (k,n) =
(1,1), (k,n) =(2,2) i (k,n) = (5,17).
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HRVATSKA JUNIORSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Drugi dan
Zagreb, 18. svibnja 2023.

Zadatak 1.

Neka su z, y i z realni brojevi takvi da vrijedi
r+y+z2=12 1 224?422 =54

Dokazi da vrijedi 9 < xy < 25.

Rjesenje.
Izrazimo
r+y=12—z, i 2?4 y% =54 — 22
Tada je
ry = (@) = (a4 4) = G012 = 5 =544 %) = (= 6 49,

Bududi da je (z — 6)? > 0, slijedi zy > 9.
Uoc¢imo da vrijedi (z +y)? < 2(2? + y?), tj.

(12 — 2)* < 108 — 22°.

Nadopunjavanjem na potpun kvadrat mozemo uociti da je nejednakost ekvivalentna nejedna-
kosti
(z —4)? < 4,

iz ¢ega zakljuCujemo da je |z — 4| < 2, tj. 2 < z < 6.

Iz dobivenog vidimo da je —4 > z — 6 > 0, pa vrijedi

vy =(2—6)*+9<16+9 =25

Zadatak 2.

U svako polje tablice 17 x 17 upisan je po jedan od brojeva od 1 do 17, a svaki je broj upisan
tocno 17 puta. Dokazi da u tablici postoji redak ili stupac u koji je upisano barem 5 razli¢itih
brojeva.
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Rjesenje.
Pretpostavimo suprotno da se u svakom retku i svakom stupcu nalaze najvise cetiri razlicita

broja. Prebrojimo koliko ima parova (R,b) i (S,b) pri ¢emu se broj b nalazi u retku R, tj.
stupcu S. Prema pretpostavci takvih parova ima najvise 17-4 4+ 17-4 =17 - 8.

S druge strane, za pojedini broj b neka je broj redaka u kojima se pojavljuje tocno r, a broj
stupaca s. Mora vrijediti
r-s>17

jer bi inace bilo manje od 17 pojavljivanja tog broja na plodi.

Broj b daje r + s parova i vrijedi
r+s>=2-4rs=2V/17>2-4=28.

Dakle, svaki broj se pojavljuje u barem 9 redaka i stupaca, pa je ukupni broj parova barem
17 -9, sto je kontradikcija.

Zadatak 3.

Dan je Cetverokut ABCD. Tocka E je sjeciSte stranice AD i pravca paralelnog s AB kroz C.
Ako vrijedi |[AB| = |BC| =3, |CD| = |AD| =5 te |AE| = 3, odredi |EC]|.

Rjesenje.

Tocke B i D su jednako udaljene od tocaka A i C, pa je BD simetrala duzine AC, tj. toc¢ke A
i C' su osnosimetri¢ne obzirom na pravac BC. Neka je P poloviste duzine AC.

Neka je F sjeciste pravaca CE i BD. Vrijedi |AF| = |CF| jer je BC simetrala duzine AC'.

Hrvatska juniorska matematicka olimpijada 2023. 7/9



Buduéi da su pravci CFE i AB paralelni, vrijedi <BAC = <ACE. Iz toga zaklju¢ujemo da
jednakokracni trokuti ABC'i AC'F imaju zajednicku osnovicu i jednake kutove, pa su po K-S-K
poucku sukladni. Zato je |AF| = |FC| = 3.

Takoder, zbog paralelnosti pravaca EF' i AB slijedi da su trokuti DEF i DAB sli¢ni, te vrijedi
|DE|: |EF| = |DA|:|AB|.

Bududi da je [DE| = |AD| — |AE| =5 — 3 = 2, slijedi da je |[EF| = &.
Dakle, vrijedi

6 21
]ECthFMHFCM:g+3:€<

Zadatak 4.

Odredi sve trojke (a, b, ¢) prirodnih brojeva za koje vrijedi

al(b+1), b|(c+1) i cl(a+1).

Prvo rjesenje.
Promotrimo prvo sluc¢aj kad je a najmanji od tri promatrana broja, tj. a < bia < c.

Bududi da b dijeli ¢ + 1, slijedi b < ¢+ 1, te analogno ¢ < a + 1. Iz toga zaklju¢ujemo

a<b<c+1<a+2.

Razlikujemo tri slucéaja: b=a,b=a+1ib=2.

Ako je b =a, onda iz a|(a + 1) slijedi a|l, pajea=1ib=1. Iz ¢|(a + 1) slijedi ¢|2, tj. ¢ =11
¢ = 2. Provjerom vidimo da trojke (1,1,1) i (1,1, 2) zadovoljavaju sva tri uvjeta.

Ako je b= a+1, onda iz a|(a + 2) slijedi a|2, pa je a = 1ili a = 2. Ako je a =1, onda je b =2
i vrijedi ¢|2, tj. ¢ = 1ili ¢ = 2. Trojka (1,2,1) je rjesenje, ali trojka (1,2,2) ne zadovoljava
uvjet b|(c +1). Ako je a = 2, onda je b = 3 i vrijedi ¢|3, tj. ¢ =11li ¢ = 3. U trojki (2,3,1)
prvi broj nije najmanji, ali ni trojka (2,3, 3) nije rjeSenje jer ne zadovoljava uvjet b|(c + 1).
Ako je b = a+ 2, onda iz a|(a + 3) slijedi a|3, pajea =11ilia=3. Akojea =1, ondajeb=3
i opet vrijedi ¢|2. Trojka (1,3, 1) nije rjeSenje, ali trojka (1, 3, 2) je rjesenje. Ako je a = 3, onda
je b="51vrijedi c[4. Buduéi da je a < ¢, mora biti ¢ = 4. Trojka (3,5, 4) zaista je rjesenje.
Analogno dobivamo rjesenja u sluc¢ajevima kad je b ili ¢ najmanji. Sva rjesenja su (1,1,1),
(1,1,2), (1,2,1), (2,1,1), (1,3,2), (2,1,3), (3,2,1), (3,5,4), (4,3,5) i (5,4, 3).

Napomena: RjeSenje mozemo zapoceti na slican nac¢in tako da prvo zakljuc¢imo da iz ¢|(a + 1)
slijedi ¢ < a + 1, tj. vrijedi

a<c<a+l.
Tada razlikujemo dva slucaja: ¢ =a i c=a+ 1, te u drugom slu¢aju promatramo moguc¢nosti
b=a,b=a+1ib=a+ 2.
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Drugo rjeSenje.

Prema uvjetima zadatka postoje prirodni brojevi k i £ takvi da je

b+ 1= ka, i c+1=10=/{ka—1).

JoS imamo i treéi uvjet ¢ | a+1, iz kojeg slijedi ¢ < a+1, tj. {(ka—1)—1 < a+1. Zakljucujemo
da vrijedi
a(lk —1) < l+2.

Ako je k > 2, onda je

20— 1< (lk—1)a <0+ 2,
iz Cega slijedi ¢ < 3.
Za ¢ =1, imamo uvjet (k — 1)a < 3, pa je k < 4.
Za k = 2, imamo moguc¢nosti a = 1, a = 2 i a = 3. U tim slucajevima dobivamo redom trojke
(a,b,c) = (1,1,1), (a,b,c) = (2,3,2) i (a,b,c) = (3,5,4). Provjerom utvrdujemo da su (1,1, 1)
i(3,5,4) rjesenja, ali (2,3,2) nije.
Za k =3 ik =4 mora vrijediti « = 1. Tako dobivamo trojke (1,2,1) i (1, 3,2), za koje mozemo
direktno utvrditi da su rjesenja.

Za ¢ =2, imamo uvjet (2k — 1)a < 4, paje k =21ia = 1. To opet daje trojku (1,1,1).
Za ¢ = 3, imamo uvjet (3k — 1)a <

jedno rjesenje.

Ako je k=1, onda je

5, paje k=2ia=1. To daje trojku (1,1,2), Sto je jos

(0l —1)a < l+2,

pa mora vrijediti a = 1 ili
a—+ 2 3

=1+ .

<
a—1 a—1

No, a =11k =1 povlace da je b = 0, Sto nije moguce.

Za a = 2, dobivamo b =11 ¢ < 4. Nije moguée daje ¢l =1jerjec+1=1/(b. Zal =2, 3,4
redom imamo ¢ = 1, 2, 3. Provjerom utvrdujemo da (2,1,1) i (2,1, 3) jesu rjesenja, a (2, 1,2)
nije.

Za a =31a =4, slijedi £ < 2. Tako dobivamo trojke (3,2,1), (3,2,3), (4,3,2) i (4,3,5), od
kojih prva i zadnja trojka zadovojaju uvjete, ali ostale ne.

Za a > 5, slijedi £ = 1. U tom slucaju jeb+1 =aic+ 1 = b, iz cega zakljucujemo da je
a = c+2. Iz treéeg uvjeta slijedi c|(¢+ 3), odnosno ¢|3. Ako jec=1,ondajeb=21ia =3, sto
je rjesenje koje smo veé pronasli. Ako je ¢ =3, onda je b =41 a = 5, Sto je takoder rjesenje.
Napomena: Mozemo zapoceti rjeSenje i uvodenjem prirodnih brojeva k i ¢ takvih da vrijedi
b+1l=akia+1=cl

Tada (cf — 1)k + 1 dijeli ¢ + 1, iz Cega slijedi (¢l — D)k +1 < c+ 1, tj. ck < clk < c+ k.

Ova nejednakost vrijedi samo za ¢ = 1, te mora vrijediti (c—1)(k—1) < 1. Dakle, ili je ¢ = 1ili
je k =1ili je c =k = 2. Tislucajevi nam daju svih deset trojki kao u prethodnim rjesenjima.
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