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Hrvatsko matematicko drustvo , b

Hrvatska matematicka olimpijada 7a kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
prvo kolo - subota, 7. listopada 2023.

RjeSenja zadataka za grupu B (5./6.razred)

1. Kvadratici

Na slici su prikazana Cetiri lika sastavljena od crnih i Zutih kvadrati¢a. Ako na isti nacin nastavimo crtati likove,
od koliko se ukupno crnih i Zutih kvadrati¢a sastoji 22. lik u nizu?

..:..3..:@:.

Prvo rjesenje.
Broj crnih kvadrati¢a u likovima ovog niza je redom 1, 4, 9, 16,..., n?,... odnosno broj crnih kvadrati¢a
odgovara kvadratu rednog broja lika u nizu. Stoga 22. lik u nizu ima 222 = 484 crnih kvadratiéa.

Rezultat: 925

Broj zutih kvadrati¢a je: 0,1, 4, 9, 16, ..., (n — 1)?, ... odnosno broj Zutih kvadrati¢a racuna se tako da se
redni broja lika u nizu umanji za 1 i taj broj kvadrira. Stoga 22. lik u nizu ima (22 - 1)2= 441 zutih kvadratica.

Prema tome, 22. lik u niz ima ukupno 484 + 441 = 925 crnih i Zutih kvadrati¢a.

Drugo rjesenje.

Likovima na slici broj crnih i Zutih kvadrati¢a moZemo izrac¢unati na sljedeéi nacin:
1. lik ima 1 kvadrati¢.

2.likima 1+ 4 kvadratica.

3.likimal+4+4+8=144"(1+ 2)kvadratica.
4.likimal4+4+8+4+12=1+4- (14 2+ 3) kvadratica.

Svaki idudi lik nastaje tako da na prethodni lik dodajemo kvadrati¢e duz ruba. Za svaki idu¢i lik dodajemo 4
kvadratica viSe nego u prethodnom koraku. Zaklju¢ujemo da n-ti lik ima za 4 - (n — 1) kvadratica viSe nego
prethodni.

Stoga ukupan broj kvadratic¢a 22. lika iznosi
1+4-(1+2+3+4+-4+21)=1+4-22-21:2 =925.



2. Megakocka

0d jednakih je kockica sloZena jedna velika kocka. Duljina je brida velike kocke sto puta veéa od duljine brida
svake kockice. Velika kocka poloZena je na stol i sve su njezine strane, osim one koja dodiruje stol, obojene
crvenom bojom. Koliko kockica ima to¢no dvije strane crvene boje?

Rezultat: 788

Rjesenje. 98/’

UzduZ svakog od 4 brida gornje plohe kocke ima 98 kockica s dvjema
crvenim stranama.
UzduZ svakog od 4 boc¢na brida kocke ima 99 kockica s dvjema crvenim

stranama.

Broj kockica s to¢no dvije strane crvene boje iznosi
4-98+4-99 =392+ 396 = 788.

3. Koliko ih je?

Koliko ima troznamenkastih brojeva kojima je zbroj dviju znamenaka dvostruko ve¢i od trece?

Rezultat: 121
Prvo rjesenje.

TraZeno svojstvo imaju svi troznamenkasti brojevi sa svim jednakim znamenkama, a ima ih 9 (preciznije, to
su 111, 222, 333, ..., 888,999).

Promotrimo sada sve kombinacije od tri razli¢ita znamenke bez obzira na njihov poredak, prema uvjetu
zadatka. Kako bismo bili sigurni da ¢emo ispisati sve mogucénosti, zapisat cemo ih u rastu¢em redoslijedu,
prema razlici izmedu znamenaka.

Razlika izmedu znamenaka Kombinacije Broj kombinacija
1 012,123, 234, 345, 456, 567, 678, 789 8
2 024, 135, 246, 357,468, 579 6
3 036,147, 258, 369 4
4 048,159 2

Kombinacija s rastu¢im redoslijedom znamenki ima 8 + 6 + 4 + 2 = 20.

U 16 kombinacija nema znamenke 0, te odabirom poretka za svaku kombinaciju dobijemo 6 brojeva (npr.
123,132,213, 231,312 i 321). Za preostale 4 kombinacije u kojima se pojavljuje znamenka 0 postoje samo
4 mogucénosti, jer znamenka stotica ne moze biti 0 (npr. 102,120,201 1210, aline 0121 021).

Ukupan broj takvih brojeva s razli¢itim znamenkama je 16 -6 +4-4 =96 + 16 = 112.

TraZenih je brojeva 9 + 112 = 121.



Drugo rjesenje.
Znamenke koje u zbroju daju dvostruku vrijednost tre¢e znamenke moraju biti ili obje parne ili obje neparne.
Trecu znamenku dobivamo zbrajanjem znamenaka u paru i dijeljenjem zbroja s 2.

Prvi slu¢aj. Obje znamenke koje zbrajamo su parne. Mogu¢i parovi znamenki su:

{0, 2}, {0, 4}, {0, 6}, {0, 8}, {2, 2}, {2, 4}, {2, 6}, {2, 8}, {4, 4}, {4, 6}, {4, 8}, {6, 6}, {6, 8}1 {8, 8}
Za parove u kojima je jedna znamenka 0 postoje 4 broja odredena tim znamenkama (ab0, ba0, a0b, b0a).

Za parove u kojima su obje znamenke razli¢ite od 0 i medusobno razlicite postoji 6 brojeva odredenih tim

znamenkama (abc, ach, bac, bca, cab, cha).

Za parove u kojima su obje znamenke medusobno jednake tre¢a znamenka je iste vrijednosti pa postoje 4
takva broja (222, 444, 666 i 888).

Prema tome, troznamenkastih brojeva sa zadanim uvjetom u ovom slucajuima: 4-4 4+ 6 -6 + 4 = 56.
Drugi slucaj. Obje znamenke koje zbrajamo su neparne. Mogu¢i parovi znamenki su:
{1,13,{1,3},{1,5}1,{1,7},{1,9},{3,3},{3,5},{3,7},{3,93,{5,5},{5, 7}, {5, 9}, {7, 7}, {7, 9} 1 {9, 9} .

Za sve parove u kojima su obje znamenke medusobno razlicite postoji 6 brojeva odredenih tim znamenkama

(abc, ach, bac, bca, cab, cba).

Za parove u kojima su obje znamenke medusobno jednake tre¢a znamenka je iste vrijednosti pa postoji 5
takvih brojeva (111, 333, 555, 777 1 999).

Prema tome, troznamenkastih brojeva sa zadanim uvjetom u ovom slucaju ima: 10- 6 + 5 = 65.
Troznamenkastih brojeva sa zadanim uvjetom ima ukupno 56 + 65 = 121.

Trece rjesenje.

Neka su g, bi ¢ znamenke za koje vrijedi a < b < c¢. Tada mora vrijediti a + ¢ = 2b.

Promotrimo sve moguénosti za pojedine b € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Primjerice, za b = 3, jednakost a + ¢ = 6 zadovoljavaju parovi {3, 3}, {2, 4}, {1, 5} i {0, 6},

$to znaci da broj moze imati znamenke: {3, 3, 3}ili {2, 3, 4} ili {1, 3, 5}ili {0, 3, 6}.

AKko su znamenke razliCite i razlicite od 0, onda postoji 6 troznamenkastih brojeva s tim znamenkama. Ako

je jedna znamenka 0, onda postoje 4 takva broja, jer 0 ne moZze biti znamenka stotica. Ako su sve znamenke
jednake, samo je jedan takav broj.

b moguénostiza a +c jednake | bez S ukupan broj
nule | nulom mogucnosti

1 141,042 1 1 1+4=5

2 2+2,1+3,0+4 1 1 1 1+6+4 =11

3 343,2+4,1+5,0+6 1 2 1 1+2:-64+4=17

4 4+4,3+5,2+4+6,1+4+7,04+8 1 3 1 14+3-6+4=23

5 5+45,4+6,3+7,24+8,1+9 1 4 1+4-6=25

6 6+6,5+7,4+8, 3+9 1 3 1+3-6=19

7 7+7,6+8,5+9 1 2 1+2-6=13

8 848, 7+9 1 1 1+6=7

9 9+9 1 1

Ukupan brojje 5+11+17 +23+25+19+13+7+1=121.



4, Pas i lisica

Pas ugleda lisicu koja je od njega udaljena 123 metra i pojuri za njom. Lisica bjeZi pred psom, a oboje se kre¢u
po istom pravcu. Svaki pse¢i skok ima duljinu 2 metra, a svaki skok lisice 1 metar. Dok pas skoci dvaput, lisica
to ucini triput. Na kojoj udaljenosti od svog polaziSta pas stiZe lisicu?

Rezultat: 492

Prvo rjesenje.

Za svaka dva skoka od 2 metra pas skocCi 4 metra, a u istom vremenu sa tri skoka lisica skoci 3 metra i pri tome
se razmak izmedu njih smanji za 1 metar.

Dok pas 123 puta skoci po 2 skoka i napravi 123 -2 -2 = 492 m, lisica ¢e u istom vremenu skociti 123 puta
po 3 skoka i napraviti 123-3-1 =369 m.

Kako je lisica bila u prednosti pred psom 123 metra pas e sti¢i lisicu na udaljenosti od 492 metra od polazista.
Drugo rjesenje.

U tablici su prikazani razmaci izmedu psa i lisice nakon odredenog broja intervala. U svakom intervalu pas
skoci dvaput (i prijede 4 metra), a lisica skoci triput (i prijede 3 metra):

broj intervala udaljenost (m)
0 123
1 123 +3 -4 =122
2 1224+3-4=121
3 121+3—-4=120
123 1+3-4=0

U 123 intervala pas je prosao 123 -2 -2 = 492 m, alisica 123-3-1 = 369 m.
Kako je lisica bila u prednosti pred psom 123 metra pas Ce stici lisicu na udaljenosti od 492 metra od polazista.

5. Dijeljenje s ostatkom

Odredi zbroj svih prirodnih brojeva ¢iji je koli¢nik pri dijeljenju brojem 7 manji od ostatka.

Rezultat: 336

Rjesenje.

Neka je nprirodni broj koji pri dijeljenju sa 7 daje koli¢nik k& i ostatak o. Pri dijeljenju sa 7 vrijedi da je
ostatak k € {0,1,2,3,4,5,6}paje n = 7k + o, k < o < 7.Mogucnosti moZemo prikazati tablicom:

kloln=7k+o0 kloln=7k+o0
0|1 1 213 17
02 2 2|4 18
03 3 215 19
0|4 4 2|6 20
0|5 5 3|4 25
0|6 6 315 26
12 9 3|6 27
13 10 415 33
14 11 416 34
1|5 12 5|6 41
1]6 13

Zbroj svih brojeva iznosi 21 + 55 + 74 + 78 + 67 + 41 = 336.



6. Troznamenkasti broj

Odredi najveci troznamenkasti broj koji je 21 put veéi od umnoska svojih znamenaka.

Rezultat: 315
Rjesenje.
Za troznamenkasti broj abc mora vrijediti: 100a + 10b + ¢ = 21abc.

UmnoZak znamenaka abc pomnoZen brojem 21 je troznamenkasti broj pa mora biti
5 < abc <£47.

Moguéi umnoSci abc triju znamenaka su samo:
{5,6,7,8,9,10,12,14, 15, 16,18, 20,21, 24, 25,27, 28,30, 32, 35, 36, 40,42, 45}
jer brojeve koji imaju dvoznamenkast prost faktor moZemo eliminirati.

Odgovarajuci brojevi 21abc su

105=21-5 126 =21-6 147 =217 168=21-8
189=21-9 210=21-10 252=121-12 294=21-14
315=21-15 336=21-16 378=21-18 420=121-20
441 =21-21 504 =21-24 525=121-25 567 =21-27
588 =21-27 630=21-30 672=21-32 735=21-35
756 =21-36 840=21-40 882=121-42 945=121-45

Sada direktno provjeravamo u kojim sluc¢ajevima je umnozak znamenaka troznamenkastog broja na lijevoj
strani jednakosti jednak drugom faktoru na desnoj strani. Mnogi se slu¢ajevi mogu eliminirati jer npr. nijedna
znamenka ne moZe biti 0.

Jedino u tre¢em slucaju taj je uvjet ispunjen, jer je 3+ 1 -5 = 15. Zato je traZeni broj 315.

7. Tri papira

Tri lista papira u boji najprije su postavljena jedan pored drugoga (prva slika).

o ==

568 cm 96 em " 264 em

Zatim su crveni i plavi papir postavljeni jedan do drugog, a ispred Zutog papira (druga slika). Na kraju je crveni
papir pomaknut do ruba Zutog papira, a plavi je papir vracen u pocetni polozaj (treca slika).

Koliki je zbroj duljina Zutog i crvenog papira u centimetrima?

Rezultat: 484

Prvo rjesenje.

Oznacimo sa C, Zi P redom duljine crvenog, Zutog i plavog papira. Na temelju slika zaklju¢ujemo da vrijedi
C+7Z+P=568,

Z-C-P =096,

Z-C+P=264.



Iz prve dvije jednadzbe slijedi 2Z = 664, Z = 332 cm.

Iz druge dvije jednadzbe slijedi 2Z - 2C = 360, paje Z- C = 180, te C = 332 - 180 = 152 cm.
Slijedi P =568 - 332 - 152 = 84 cm.

Kona¢no, Z + C = 332 + 152 = 484 cm. Zbroj duljina Zutog i crvenog papira je 484 cm.
Drugo rjesenje.

Spojimo li prvu i trecu sliku dobit ¢emo informaciju o duljini crvenog papira kao $to je prikazano na slici. Dva
crvena papira imaju duljinu 568 - 264 = 304 cm, ajedan 304 : 2 =152 cm.

568 cm — 4568-264=304cm ; 5
g—sLoom o 304:2=152cm

Iz prve (ili trece) slike moZemo zakljuciti da je zbroj duljina Zutog i plavog papira 568 - 152 = 416 cm. Na
temelju druge slike zaklju¢ujemo da razlika duljina zZutog i plavog papira iznosi 96 + 152 = 248 cm.

Na slican kao $to smo izracunali duljinu crvenog papira racunamo duljinu plavog. Nacrtamo li sliku na kojoj
su dva plava papira, jedan kraj Zutog papira, a drugi ispred Zutog papira, moZemo zakljuciti da dva plava
papira imaju duljinu 416 - 248 = 168 cm, a jedan plavi papir ima duljinu 168 : 2= 84 cm.

Zuti papir ima duljinu 416 - 84 = 332 cm, a zbroj duljina Zutog i crvenog papira iznosi 332 + 152 = 484 cm.

108 cm
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8. Osjencana povrsina

Koliko kvadratnih centimetara iznosi osjenc¢ana povrsina na slici ako su
svi pravokutnici medusobno sukladni ? 50 cm

Rezultat: 900

Prvo rjesenje.
Nadopunimo lik na slici do pravokutnika i istaknimo nadopunu Zutom 108 cm

bojom. Neobojani trokut je pola povrsine pravokutnika, onda je i obojani T 1 [ |
dio pola njegove povrsine, tj. 2700 cm?. |

&
v

|
Dimenzije malih pravokutnika su 108: 6 =18 cmi50:5 =10 cm, |\| [ L 141 |soem

pa je povrsina svakog malog pravokutnika 180 cmz. N

U svakom redu odozgo prema dolje po jedan je pravokutnik manje pa je povrsina zutog dijela jednaka
povrsini 1 + 2 + 3 + 4 = 10 pravokutnika, odnosno 1800 cmz.

Zato je povrsina zelenog dijela 2700 — 1800 = 900 cm2.

Drugo rjesenje.
Dimenzija jednog pravokutnika je na slicije (108 cm:6) x (50 cm:5) =18 cm x 10 cm.

Povrsina jednog pravokutnika je P; =18 - 10 = 180 cm2.
Povrsina svih 20 pravokutnika je P2 = 20 - P1=20- 180 = 3600 cm2.



Na crteZu uocimo bijeli trokut kojemu je osnovica duljine 108 cm, a duljina visine na osnovici je 50 cm.

Povrsina tog trokuta iznosi:

Py =122 = 5450 = 2700 cm?.

Povrsina zelenog dijela crteza jednaka je razlici povrsine 20 pravokutnika i povrsine trokuta, dakle:

3600 cm2 - 2700 cm?2 =900 cm2.

9. Raspodjela eura

Ana, Janko i Tara imaju odredene iznose eura i Zele ih medusobno drugacije podijeliti. Najprije Ana daje Janku
i Tari dio svog novca tako da nakon toga i Janko i Tara imaju dvostruko viSe novca nego prije. Potom Janko
daje Ani i Tari dio svog novca tako da nakon toga i Ana i Tara imaju dvostruko vise novca nego prije. Na kraju,
Tara daje Ani i Janku dio svog novca tako da nakon toga i Ana i Janko imaju dvostruko viSe novca nego prije.
Ako Tara na pocetku i na kraju ima 73 eura, koliko eura imaju Ana, Janko i Tara zajedno?

Rezultat: 511

Rjesenje.

Tara nakon prvog koraka ima 146 €, a nakon drugog koraka 292 €. Kako na kraju, nakon treéeg koraka, ima
73 €, dalaje AniiJanku 292 — 73 = 219 £.

Iznosom od 219 € udvostrucila je ukupan iznos koji su prije toga imali Ana i Janko.

Ana i Janko na kraju imaju 219 + 219 = 438 €. Tara na kraju ima 73 €.

Ana, Janko i Tara zajedno imaju 438 + 73 = 511 €.

10.  Cetiri boje

Svako od polja pravokutnika 4x3, kao na slici, treba obojiti jednom od Cetiri boje. Na
koliko je nacina to moguce napraviti tako da bilo koja Cetiri polja sa zajedni¢kim
vrhom budu obojena razli¢itim bojama?

Rezultat: 120

Rjesenje.

Oznacimo boje s g, b, ¢, d i fiksirajmo raspored boja u gornjem lijevom 2x2 kvadratu. alb
S obzirom da 4 razli¢ite boje moZemo rasporediti na ta Cetiri poljana 4 - 3 - 2 = 24 nacina, c

na kraju ¢emo dobiveni broj moguénosti bojanja preostalih dijelova tablice pomnoZiti s 24.

Pogledajmo na koji sve nac¢in moZemo nastaviti s bojanjem do ispunjavanja 3x3 kvadrata.
Prva dva retka u treCem stupcu moraju sadrzavati boje a i ¢, a tre¢i redak mora zapocinjati bojama a i b.

To nas vodi na sljedece tri mogu¢énosti:

1. slucaj 2. slucaj 3. slucaj
al|b |a al|b|c al|b|a
c|d|c c|d|a cl|d|c

alb alb b|a




U svakom od ova tri slucaja boja polja u tre¢em retku i treem stupcu je jednoznacno odredena uvjetima
zadatka pa imamo:

1. slucaj 2. slucaj 3. slucaj
al|b|a al|b|c alb|a
c|d]|c c|d]|a
al|b|a al|lb|c b

Zadovoljavajudi uvjete zadatka bojanje u 1. slu¢aju mozemo zavrsiti na dva nacina.

al|b|alb albla|d
c|d|c|d cld|c|b
al|blal|b al|b|a|d

alb|c|b al|b|c|d
c|d|a|d c|d|al|b
al|lb|lc|d albl|c|d

alb|al|b
c|d|c|d
al|b|a

Dakle, ukupan je broj bojanja 24 - (2 + 2+ 1) = 120.



